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C. Hurlin. Correction Examen Novembre 2011

Exercice 1 Mazimum de Vraisemblance. Baréme 12 points

Question 1 (2 points) On sait que les variables { X7, .., X} sont i.i.d. de méme loi que X. Dés
lors, on a :

N
lnL(Xl,..,XN;az) = Zlnfx (XiQUQ)
i=1

N 2
_ H( Xi>+1n(xi>—1n(a2) 0.5 point 1)

, 202
=1

Dés lors, la log-vraisemblance associée au N-échantillon {X7,.., Xy} s’écrit :
T N
InL (X1,.., Xn;0%) = ~5-3 > X7+ In(X;) - Nln(0®) (1.5 point) (2)
i=1 i=1

Question 2 (2 points) Soit 53, Pestimateur du maximum de vraisemblance du paramétre o2.

Ce dernier vérifie :
omyv = Argmax L (X4, .., Xn;0)

On en déduit la CN :

OlnL (X1,.,Xn; 02 1 N .
( = ) = T g X? - = = 0 (0.5 point) (3)
52 MV =1 MV
MV
D’ou I'on tire que :
N
1 N
> X7 =
4 7 92
2UAIV =1 MV
et finallement : v
~ 1 .
Gy = TN ;1 X? (0.5 point) (4)

Ohn vérifie la CS :

O?InL(Xy,..,Xn;0%)
dot

N
1 , N
= _aTE:Xi‘i'T

52 MV i=1 MV

MV
1 N
2 ~2
= = <_ X7+ JMVN) (5)
i=1

MV
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Or, nous savons que G4, = ﬁ Zf\il X2. Dés lors, il vient :

1 N 1
= w(‘ZijLQZXf)
Om i=1 i=1

82 InL (Xl, ..,XN;UQ)

0ot =
G MV
MV
R
= 5 > X7 <0 (1 point) (6)
MV =1
Question 3 (1 point) On sait que
4
E(X)=o0 g V(X):< 2”>02 (7)

Or puisque V (X) = E (X?) —~E(X)*,ona:

E(X?) = V(X)+E(X)?

4 —
= < 27T>02+72TJQ

= 202 (1 point) (8)
Question 4 (1 point) Calculons E (53, :
N N
. 1 1 E (X?) ,
E (U?\/IV) N ;E (XZQ) =N ; E (Xz) =5 (0.5 point) (9)
Sachant que F (Xf) =202, 0ona:
E (%) =0® (0.5 point) (10)

L’estimateur G4,y est sans biais.

Question 5 (1 point) On admet que V/ (XQ) = 40*. Dés lors, puisque les X; sont i.i.d. de méme
loi que X, il vient :

~2 1 al 2 1« 2 v (X?) :
V(@) = =V (Z; (XZ-)> :W;V(X ) =— 5 05 point (11)
D’ou 'on tire que :
V (3y) = C; 0.5 point (12)
Question 6 (1 point) Par conséquent :
limV (63,y) = lilr]rl(]j\;1 =0 lorsque N — oo 0.5 point (13)

Sachant que par ailleurs E (8?\4‘/) = 02, on en déduit que 73, est un estimateur convergent
de 0 :

6% = o2 0.5 point (14)
N—o0

L’estimateur 8%\/”/ est convergent en probabilité.
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Question 7 (2 points) On admet que :

I L (X1, .., Xn; 02 1 &
folens = 956 Z (15)
=1

Dés la borne la quantité d’information Fisher vaut :

0%InL (Xl, o XN 02)

In(c?) = E e
1 N
= MZ;E(Xf)
B NQUZ2
206
= % 1 point (16)

Deés lors,
1 ot
~2 o _ .
Vv (O'Mv) = T o8 oD ~ 0.5 point

L’estimateur du maximum de vraisemblance 53, est efficace au sens de la borne FDCR

Question 8 (2 points) D’apres le TCL, la loi asymptotique de de la quantité % Zf\il X?

N—oo

W(;é)ﬂ —E(X2)> 4, N (0,V(X?)) (17)

N
1 s s .
VN (Nlei — 20 ) N::ON(O 40") (1 point) (18)
1=
On en déduit la loi asymptotique de 'estimateur 83\/1‘/ = ﬁ Zf\;l X2

VN (33 - 0?) N%;o N (0,6%) (1 point) (19)

Exercice 2 Intervalle de confiance. Baréme : 4 points

Question 1 (2 points) On sait que la moyenne empirique X y = Zfil X;/N est un estimateur
convergent de ’espérance m. On fait ’hypothése que le taux de croissance du PIB est distribué
selon une normale N (m7 02) . Dés lors, on sait que :

YN—TTL

N ~ N (0,1) (0.5 point) (20)
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Par définition (0.5 point) :

Prlt, < V=™ —1-a (21)
a/2 O'/\/N 1-a/2

Ol to /9 et t1_q/2 désignent respectivement les fractiles d’ordre a/2 et 1—a/2 delaloi N (0,1).
On en déduit finalement (0.5 point):

— o — o
IC1 o = |:XN - ﬁtlfa/Z;XN - \/Nta/2:| (22)
Application Numérique : ¢ = 1.580, Xy = 1.20, N =15, o = 10%
t o2 = 1.6449 o)y = —1.6449 (23)
D’om l'on tire que :

1.580 1.580
1Ch95 = [1.20 — ——1.96 ; 1.20 + 1.96} =10.52;1.87] (0.5 point 24
oo = [120 - 2% SEL96] = 05%1L8T (05 point) (24

Question 2 (2 points) Soit S%;, la variance empirique corrigée telle que :
1 al 2
) _
= X, — X 2
=1
On sait que o
Xy—m
————— ~ Student (N —1) (0.5 point) (26)
S /N
Dés lors on a par définition :
(T —m)

Pr|typn<-—— <t_ =1—-« 27
[ a/2 SN/\/N 1 04/2] ( )

Ol ty /5 et t1_q 9 désignent respectivement les fractiles d’ordre /2 et 1-a/2 de la loi Student (N — 1) .

On en déduit finalement (0.5 point):

_ S — S
IC) o = |:XN - T%h—a/z; XN — \/%toz/2:| (28)

Application Numérique : Sy == 1.580, Xy = 1.20, N = 15, o = 10%

taj2 = —1.7613  t1_4/9 = 1.7613 (0.5 point) (29)
D’ou l'on tire que :
1.580 1.580
I1Ch95 = |1.20 — —=1.7613 ; 1.20 + —=1.7613| = [0.4815;1.9185] (0.5 point 30
s = 013 = | | (05 point)  (30)
On vérifie que l'intervalle de confiance est alors beaucoup plus large que lorsque 1'on suppose

o connue puisque sur la base de I'espérance non conditionnelle, il y a 90% de chance que le taux

de croissance soit compris entre 0.48% et 1.91%
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Exercice 3 FEstimation. Baréme : 6 points

Question 1 (2 points) Calculons E (§1> et B (52):

~ 1 1 .
E (91) - < Z; B(X) =~ Z; E(X)=6 (0.5 point) (31)
" 1 N )
E(%)ZNZE(Xi)ZﬁZE(X) (32)
i=1 i=1
Or on sait que
E(X?) = V(X)+E(X) (33)
= 0—6%+06? (34)
= 6 (1 point) (35)
Il vient donc : /\
E(%):Q (0.5 point) (36)
Les deux estimateurs sont sans biais.
Question 2 (1 point) Calculons V' (@1) et V (@2):
N N 2
58 1 1 0—06 .
v (91) = = ; V(X)) = ; V(X) ="~ (05 point) (37)
N N 2 4
58 1 1 207 — 20 .
1% (02) = =3 Z; V(X7 = 13 ; V(X?) = === (05 point) (38)
Dans les deux cas, on a :
JmV(01) = Jim v (52) =0 )

Les deux estimateurs (sans biais) sont donc convergents au sens de la convergence en proba-

bilité.
Question 3 (1 point) On sait que
~ 0 — 6*
v (91) = = (40)
s 26% — 204

Vv 2) = N (41)

Dés lors : A

V{61 _

0) oan "

v (@2) T 2% (1-06%) 20(1+0)

On ne peut savoir si V' <§1> >V (@2) ousiV (51) <V <§2> puisque cette quantité dépend

de la vraie valeur de 6 qui est inconnue.
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Question 4 (2 points) D’apres le TCL, on a :

N—oo

1 N d
\/N(N;Xi—E(X)> -2, N(0,V (X))

Donc =
VN (61— a) % N(0,0-6%) 1 point

N—oo

De la méme fagon :

m(;fz;)(? E(X2)> 5 N0,V (x?)

Donc A
VN (02 - a) <, N (0,20 (14 6)) 1 point

N—oo

(43)

(44)



