U.F.R. Economie Appliquée

Maitrise d’Economie Appliquée

Cours de Tronc Commun

Econométrie Appliquée
Séries Temporelles

Christophe HURLIN



Chapitre 5. Représentation VAR et Coinégration. Cours de C. Hurlin

Chapitre 5

Représentation VAR et Cointégration



Chapitre 5. Représentation VAR et Coinégration. Cours de C. Hurlin 3

1. Représentation VAR

1.1. Exemple introductif

On consideére deux processus stationnaires {y; ¢, t € Z} et {y2+t € Z} définies par les relations

suivantes : » »
Y1t = a1+ Z by iy t—i + Z C1iY2,4—i — 1Yo + €14 (1.1)

i1 i1

p p
Yo, = G2 + Z boil1,i—i + Z C2,iY2,t—i — Aoyt + €14 (1.2)

i=1 i=1
ou les innovations {e1,,t € Z} et {ea,¢ € Z} sont des bruits de variance respective 0% et
03, et non corrélés : E (1,469, ;) = 0, Vj € Z. On constate immédiatement que le processus

vectoriel Y; = (y1+12+) peut s’écrire sous la forme d'un processus AR (p) . En effet :

- 1 d . a1 o bl,i C1, .
B_<d2 1 > AO_(CL2> Z_(bzi C2,i> vie L

On définit un processus vectoriel ¢, i.i.d. tel que :

2
. €1t AN . 01 0
=) Ble)=o=(7 %)

Alors, on montre immédiatement que :

p
BY, = Ay + Z AY i+ (1.3)

i=1
On qualifie cette représentation de processus VAR ( Vectorial Autoregressive) d’ordre p,
noté VAR(p). Ce systéme initial donnée par les équations (1.1) et (1.2), ou par la définition
matricielle (1.3) est qualifiee de représentation structurelle. On constate que dans cette
représentation le niveau de ys, a un effet immédiat sur y; , et vice et versa. L’estimation de

ce modele suppose donc d’estimer 4  (p + 1) + 2 + 2 parameétres.

C’est pourquoi on travaille généralement & partir de la forme réduite du modele VAR.
Ce modele, obtenu en multipliant les deux membres de (1.3) par B!, s’écrit alors sous la
forme :

p
}/;5 = A[) + Z AlYt,l + vt (14)

i=1
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avec :

Ai = B_lAi VZE[O,p]
Vy = Bilﬁt Vt € Z

Ce qui peut s’écrire sous la forme :

P P

Y1t = a1 + Z b1y e—i + chvl,iyztfi + V1t (1.5)
i=1 i=1
P p

Yo = Ao + Z baiy1t—i + 252,1'3/2,1571' + V1t (1.6)
i=1 i=1

On constate alors que le niveau de y,; ne dépend plus directement de y; ;, mais seulement
des valeurs passées de y2; et de y;,, et de I'innovation vs,. Les innovations v, ; et vy, sont
alors fonction des innovations de la forme structurelle (1, et €2;) et peuvent étre corrélées

méme en ’absence de corrélation des innovations ¢;. En effet, on a Vt € Z:

€14 — d1€2y
p— 7’ 2 1.7
Ut 1— dydy (1.7)
€94 — dag1y
pr— 7’ 2 1.
V2T T A dy (18)

Des lors, on vérifie que les processus {vy+,t € Z} et {voy,t € Z} sont i.i.d. puisque :
E ('Ul,t> =F (’U27t> =0

E (vl,tvl,t,j) = E (Ug’ﬂ)g,t,j) = 0 VJ c Z*

Les variances de ces innovations sont alors définies par Vi € Z

FE (vit) =

o? + d?o3
(1 — dyds)?
2 | 22
o5 + dso
E(v3,) = =5
’ (1 — dyds)
Enfin, on constate que les innovations {vy+,t € Z} et {vay,t € Z} peuvent étre corrélées
alors méme que les innovations du modele structurel {e,,t € Z} et {e24,t € Z} sont non

corrélées.
_d%a%ﬂ-d%a% h —0

E(Ul,t'l}g’t,h) = { 0 (1—dydz)? h # 0 (19)

On constate que cette covariance est nulle en particulier lorsque d; = dy = 0, puisque

dans ce cas la le niveau de y2; n’a pas d’influence sur celui de y;; et vice et versa.
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1.2. Représentation générale

La définition générale d’un processus VAR (p) est la suivante.

Definition 1.1. Un processus vectoriel { X;,t € Z}, de dimension (n, 1) , admet une représen-
tation VAR d’ordre p, notée VAR (p) si :

Xt = C— (I)lXt—l — ®2Xt—2 — ... (I)pXt—p + Et (]_]_0)

ou de fagon équivalente :
(I)(L)Xt :C+€t (]_]_1)

ou ¢, dimension (n,1) désigne un vecteur de constantes, ® (L) = > 72 ®;L*, ou les matrice
®,;,Vi € [0,p| de dimension (n,n), satisfont &g = I, et ®, # 0,. Le vecteur (n,1) des
innovations ¢; est i.i.d. (0,,) ot ) est une matrice (n,n) symétrique définie positive.

Le processus vectoriel des innovations {&;,t € Z} est i.i.d. (0,,(2), et satisfait par con-

séquent les propriétés suivantes :
FE ((“:t) =0

, Q 7=0
E(Stg”):{ 0 40

De la méme fagon que pour un AR (1), on peut donc exprimer le polyndéme matriciel

® (L), de dimension (n,n), de la fagon suivante :
® (L) = ZZO QL = I, + &L — ByL% — ... — D, L7

ou [,, désigne la matrice identité (n,n). On pose les définitions suivantes :

th 517t @171 @172 ®17n
T2t €2t Dy, Doy ;
Xt = &t = ©7, = ’ ’ CI)’ Vi € [].,p]
(n,1) (n,1) (n,n) y , gk ,
i 7 7
Lt Enit n,1 n2 q)n,n

On retrouve alors la forme réduite évoquée dans ’exemple précédent puisque, les proces-
sus {x;+,t € Z} sont respectivement définis en fonctions de leur passé et du passé des proces-

sus {z;,t € Z} pour j # i. Par exemple, pour x;; on obtient, Vt € Z :

1 1 1
Tip = ¢+ Py + PrpTo o+ Py T
2 2 2
‘1‘(1)1,11'1,16—2 + (1)172552,15—2 + ..+ ¢17nxn,t—2
+...

p p p
+O7 1210 + PloTor—p + o+ P Ty
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De facon plus générale, pour z;,, Vj € [1,n], on a :

1 1 1 1
':Ej,t — Cl + ¢]71$17t_1 + ¢],2$27t_1 + . “I‘ ®j7j$j7t_1 “I‘ .. “I‘ ®j7nmn7t_1
2 2 2 2
+q)j,1$1,t—2 + @j,2$27t_2.. + (I)j’jl'jﬂ:_g + ..+ q)j,nl‘n,t_g
+...

P D Do, P
+@1T1—p + PjoT2pp + T p+ o+ P Ty

1.3. Conditions de stationnarité

La définition de la stationnarité d’ordre deux (ou stationnarité du second ordre) est identique

a celle du cas des processus univariés.

Definition 1.2. Un processus vectoriel { Xy, t € Z}, de dimension (n, 1) , est dit stationnaire

au second ordre, ou stationnaire au sens faible, ou stationnaire d’ordre deux si
eVteZ, E(X?)<oo
eVtecZ, F(X;) = m) (indépendant de t)

n,l

eV (t,h) € Z2, E [(X¢sn — m) (X, —m)'] =y (h) (indépendant de t)
(

n,n)

Lorsque l'on considére un processus VAR (p), on peut démontrer que ces conditions de
stationnarité reviennent & imposer des conditions sur les racines du déterminant du polynéme
matriciel ¢ (L).

Proposition 1.3. Un processus vectoriel { Xy,t € Z}, de dimension (n, 1), statisfaisant une
représentation VAR (p) telle que Vt € Z :

@ (L) Xt = Xt — ®1Xt—1 — @2Xt_2 — . — ®pXt—p = C + Et

est stationnaire si et seulement si les racines du déterminant du polynéme matriciel ® (L),

notée \; i € [1,n|, sont toutes supérieures a I'unité en module.
det [ (\)] = [@ (A)| = [TN — DA — @2 — =) N — D[ =0

N> 1 Vie[1n] (1.12)



Chapitre 5. Représentation VAR et Coinégration. Cours de C. Hurlin 7

Ezemple : On considére un processus bi-varié {Y;, ¢ € Z} admettant une représentation
VAR (1) telle que :

Y1t = 3+ O.2y1’t71 + 0.7y2,t,1 + €14
Yor = 1+03y1—1+0.4ys,_1 +e2y

On pose Y; = (y14 y27t)/ et e = (€1 52,15)/- Cette représentation peut s’exprimer sous la
forme réduite suivante :
O(L)Yi,=c+e

avecc= (3 1) et :
10 0.2 —0.7 1-02L —0.7L
(L) = ( 0 1 )+ < 0.3 —04 )L_ ( —03L 1-04L )

Donc la condition de stationnarité du processus {Y;,t € Z} se raméne a déterminer les

racines du polynoéme :
det [® (L)) = (1 —0.2L) (1 — 0.4L) — 0.21L2

Les deux racines A\; = 1.30 et Ay = —5.91 sont supérieures a 1 en module, le processus VAR

est stationnaire. Donc les processus univariées {y; ;,t € Z} et {ya,,t € Z} sont stationnaires.

On peut facilement démontrer que cette condition de stationnarité peut étre exprimée

en fonction des valeurs propres de la matrice ¢ (L).

Proposition 1.4. Un processus vectoriel { Xy,t € Z}, de dimension (n, 1) , statisfaisant une
représentation VAR (p) telle que Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — (131th1 — q)gXt,Q — . — (I)pthp =c+é&

est stationnaire si et seulement si les valeurs propres de I’application linéaire ® (L) , notée Xl
i € [1,n], sont toutes inférieures a I'unité en module. Ces valeurs propres satisfont I’équation

caractéristique associée :

I o e

K3 (2 (2

=Dy N — D, =0 (1.13)

XN| <1 Vie[l,n] (1.14)
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1.4. Ecriture VAR(1) d’un VAR(p)

Les processus VAR (p) posséde une propriété particuliérement utile pour les démonstrations

ultérieures.

Proposition 1.5. Tout processus vectoriel { X;,t € 7}, satisfaisant une représentation VAR (p)
peut étre transformé en un processus {Xt,t € Z ¢ satisfaisant une représentation VAR (1)

d’espérance nulle.

L BN ! . .
Preuve : On considére un processus {X;,t € Z}, avec X; = (14, ..., Tn¢) satisfaisant la

représentation VAR (p) suivante, Vt € Z :

d (L)(Xlt): Xt — q)lthl — q)QXt,g — . — q)pthp =Cc+ &
(n,n) (M,

Déterminons tout d’abord ’espérance du processus X; :
E(X)=®(L) 'cte]=0(1) 'e=p VtcZ

ol 4 est un vecteur de constante (hypotheése de stationnarité) de dimension (n,1). On peut

alors réecrire le processus sous la forme suivante :
O (L) (X —p) =¢

S (Xe—p) = (Xpm1 — ) + P2 ( Xy —p) + oo + @, (X p — 1) + &4
On pose Vt € Z

Xt —p &t
_ Xi1—p O(n,1)
X = Xio— Uy = O(n,l)
(np,1) (np,1)
therl — O(n,l)
et
o, D, o, D,
L, O(n,n) O(n,n O(n,n

(npinp) O(H,n) O(H,n) In O(n,n

) )

A = Onn) 1In Otnn)  Ognyn)
) )

0(n,n) 0(n,n) 0(n,n) In O(n,n)

Alors le processus VAR (p) X; peut se récrire sous la forme d’un processus transformé

X, satisfaisant une représentation VAR (1) tel que :

)’Zt = A)A(/'t,l + v
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Ezemple : On considére un processus bi-varié {Y;, ¢t € Z} admettant une représentation
VAR (2) telle que :

Y1t = 3+ 0-2y1,t71 + O.7y2,t,1 — O.4y1,t,2 — 0.6y2,t,2 + €14
Y21 = 1+03y1-1+04ys—1 — 0.1y ;9 — 0.8y2 42 + €2,

On pose Y; = (Y1 y27t>/ et er = (€14 5y27t)/. Cette représentation peut s’exprimer sous la
forme réduite suivante :

O(L)Yi=cH+e
avec c= (3 1) et :
® (L) = g+ DL+ DyL?
(10 —0.2 —0.7 04 0.6 o
- <0 1)+<—0.3 —0.4>L+(0.1 O.S)L
[ 1-02L+404L%> —0.7L + 0.6L2
~ \ —03L+0.1L> 1—04L+08L?

Déterminons E (V) :

po-eoe- (1, 1) (1) -(30) -

On pose Vt € 7Z

Y1t — 2.99 €14
f,tz<Yt—u ): Yo — 1.8 vt:<€t ): €24
(4,1) Yii—n Y14-1 — 2.59 (4,1) Oc2,1) 0

y2,t—1 — 1.8 0

—0.2 —0.7 0.4 0.6
(@ @ ) _ | 03 —04 01 08
i L Ogs 10 0 0
0 1 0 0

Alors on montre que la représentation VAR (1) du processus 17,5 est identique & la représen-

tation VAR (p) du processus Y; puisque :

i o Ai—l + vy
Y1t — 2.59 —-0.2 —-0.7 04 0.6 Y1t—1 — 2.59 1t
yar — 1.8 | 03 —04 01 08 Yor1 — 1.8 Eor
| y—250 [T 1 o o o yies—259 | T 0

Y2,t—1 — 1.8 0 1 0 0 Y2,t—2 — 1.8 0
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Y1t = 3+ 0-2y1,t71 + 0.7y2,t,1 — 0.4y1,t,2 — O.6y2,t,2 + €1t
Y21 = 1+ 0.3y1,t,1 + 0-4y2,t71 — O.lyl’tfg — 0.83/2,1572 + Eat

1.5. Représentation VMA

Considérons un processus vectoriel {X;,t € Z}, de dimension (n, 1), stationnaire.

Remark 1. Tout comme dans le cas univarié, sous la condition de stationnarité, il est
possible d’appliquer le théoréme de Wold et de représenter X; sous la forme d’un processus

vectoriel moyenne mobile infini VM A (c0).

Nous allons a nouveau donner l'intuition du théoréme de Wold appliqué aux processus
vectoriels. On considére un processus stationnaire satisfaisant la représentation VAR (p)
suivante, Vt € Z :

d (L) Xt = Xt — (131th1 — q)gXt,Q — . — (I)pthp =c+é&

On sait que E (X;) = ® (1) "¢ = p, oil p est un vecteur de constante (hypothese de
stationnarité) de dimension (n,1).
On sait d’apres la propriété précédente que ce processus VAR (p) peut étre réexprimer

sous la forme d’un processus VAR (1) tel que :

d (L) Xt = V4 < Xt = Athl + vy
ou les processus X; et v;, ainsi que la matrice A on été définis précédemment. Deés lors,
en itérant vers le passé, on montre que le processus X; peut s’écrire sous la forme d’une

moyenne mobile d’ordre fini & ¢ donné.
jzt = Ut + Avt_l + A2Ut_2 4+ ... + Akat—k:

Si ’on suppose que les valeurs propres de la matrice A sont strictement inférieures a 1
en module (condition de stationnarité), alors klim AF = 0. Deés lors, le processus X; peut

—00

s’écrire sous la forme :

k oo
Xt :lfﬂgé ;Aivti = ZO Aivt,i =U (L) UVt

En reprenant la définition du processus )?t, on peut alors déterminer la décomposition

de Wold associée au processus VAR (p) X;.



Chapitre 5. Représentation VAR et Coinégration. Cours de C. Hurlin 11

Proposition 1.6. Tout processus { Xy, t € Z}, de dimension (n, 1) , stationnaire, satisfaisant

une représentation VAR (p), telle que, Vt € Z :
Xt = @1Xt_1 + ®2Xt—2 + ...+ ®pXt—p +cH+ e (115)

admet une représentation moyenne mobile convergente définie par :
Xi=p+Y v =p+V(L)e
=0

avec i1 = E (X;) = ® (1)"' ¢, o & est un bruit blanc vectoriel et ol la séquence des matrices
de dimension (n,n),{v;}.-, satistait 1y = I, et est absolument sommable au sens ou les

éléments @D; . de la matrice 1); satisfont la condition :
S I(Wh) <00 Wiz 1,V (k) € 1)
s=0

La condition de sommabilité, qui garantit la convergence des moments d’ordre deux du
processus X;, doit se comprendre dans ce contexte comme une condition de sommabilité sur
une séquence de matrices {9, }.-, . Cette condition se raméne & démontrer la sommabilité de
tous les éléments w;k de ces matrices, au sens traditionnel de la sommabilité d’une séquence

de scalaires (cf. chapitre 1).

Il est possible de déterminer de facon générale la forme des matrices de 1'opérateur

polynomial associée a la représentation VM A (00).

Proposition 1.7. Le polynome matriciel ¥ (L) = Y .2 1,L" associé a la représentation
VMA (00) d’un processus VAR (p) stationnaire, {X;,t € Z},Vt € Z :

Xt = @1Xt_1 + ®2Xt—2 + ...+ ®pXt—p +c+ Et (]_]_6)

satisfait la relation de récurrence suivante :

’(/Js = CI)11/J371 + @21/1372 +.t q)pdjsfp Vs> 1
avec Y, =0, Vs < 0.
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Preuve : Une fagon simple d’obtenir la représentation VM A (00) d'un processus VAR (p)
consiste a identifier les polynomes matriciels ® (L)™' et ¥ (L). En effet, dans le cas d'un

processus centré (¢ =0), on a :
X, =®(L) e =V (L)g <= @ (L)Y (L) =1,
Ce égalité peut se réecrire sous la forme :

lim [(I, — &L — ®,L° — ... — ®,L7) (I, — W, L — W,L* — .. — U, [P — ... — W, I¥)] = I,

k—o0

Dés lors, on montre par identification des termes de méme ordre que les matrices de
l'opérateur polyndmial associée a la représentation VM A (0o) satisfont une équation de
récurrence qui correspond & celle de la proposition.

Preuve : On considére un processus bi-varié stationnaire {Y;,t € Z} admettant une

représentation VAR (1) telle que :
O(L)Y,=cH+e

avec g i.i.d. (0,9), c=(31) et :

1 0 -0.2 —0.7 1—-0.2L —-0.7L
(D(L)_%*q)lL_(o 1)*(—0.3 —0.4>L_<—0.3L 1—0.4L)
Par application du théoreme de Wold, on sait que ce processus peut étre représenté

comme sous une forme VM A (c0) telle que :

Xt:[L—FZ'(/JiSt_i:[L“‘\D(L)St

1=0

Immeédiatement, on montre que

ean= (%, 3) ' (3)-(23)

Par définition, on a ® (L) ¥ (L) = I, ce qui peut se réecrire sous la forme :

lim [(Ig — (I)lL) (\IJO -0, L — \IJ2L2 — . — \IJPLP — .= \IjkLk)} =1

k—o0

Par identification des membres de méme terme, on montre que :

Vo =1,

—-0.2 —0.7 )

‘Pl:q’lz(—w —0.4



Chapitre 5. Représentation VAR et Coinégration. Cours de C. Hurlin 13

2
-0.2 —0.7
\1/2=c1>1\1/1=<1>§:< )

-03 —04

et de facon générale, on a :

U, =0, ;| =P} = ( :8:3 :8:1 > vn > 1

On retrouve ainsi la formule générale que ’on avait établi par itération vers le passé dans
le cas d'un VAR (1):

Vi=p+U(L)e=p+)y P,
i=0
On montre ainsi que :

(e \ 925 =02 —0.7\' [ e1s
o= ( You-1 ) - < 6.29 ) 2 < 0.3 =04 ) \ enpy

=0
2. Estimation des parameétres

Tous comme pour les processus AR univariés plusieurs méthodes d’estimation sont envisage-
ables pour les processus VAR. La premiére consiste tout simplement & appliquer les MCO.
La seconde principale méthode consiste en le maximum de vraisemblance.

2.1. Maximum de Vraisemblance

On considére un processus {X;,t € Z}, avec X; = (x4, ..., Zn,) satisfaisant la représentation
VAR (p) suivante, Vt € 7Z :

® (L) Xt = Xt — (I)lXt,1 — q)gXt,Q — . — (I)pthp =c+é&

On suppose que les innovations &; sont i.7.d. N (0, 2) et que I'on dispose de T'+p observations
du processus X;. On cherche & déterminer la vraisemblance conditionnelle de X; en fonction
des réalisations passées X; ;, i € [1,p|. Par définition, la distribution conditionnelle de X

s’écrit :
D (Xt/thlu thg, ceey thp) ~ N (C + (I)lthl + q)gXt,Q — ...+ q)pthpa Q)

Afin de simplifier les calculs, on pose :

1 c
N X oy
Xt - Xt_g H/ - (I)Q

Xy ®,
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On a alors :
D (Xe/Xio1, Xiegy s Xoy) ~ N (H’Xt, Q)

Si 'on note O le vecteur des paramétres & estimer :

c
P,

Dés lors la densité conditionnelle de X, s’écrit :

~ \/ ~
F X/ X1, X oy ooy Xy ©) = (2m) /2 |Q-1|% exp {—% (Xt — H’Xt> ot (Xt — H’Xt)]

En partant de cette expression, il est possible de dériver la vraisemblance sur ’ensemble de

Péchantillon {X,},_, conditionnellement aux valeurs initiales (Xo, X 1, X g, ..., X_,) s’écrit

T
f (XtaXt—l,Xt—Z---aXl/Xt—laXt—2a "'7Xt—p; @) = Hf (Xt/Xt—laXt—2a "'7Xt—p; @>

t=1

La log-vraisemblance d’un processus VAR (p) s’écrit donc :

T
L©) = Y log[f (X/ X1, Xi 2, ... Xi_; 0)]
t=1

_ _% log (277) + %log (27 - %i [(Xt . H’)N(t>,§2*1 (Xt . H’)N(tﬂ(zn

La maximisation de cette vraisemblance permet alors d’obtenir des estimateurs conver-

gents des parameétres Il et de la matrice de variance covariance des innovations ().

2.2. Détermination du nombre de retards

Pour déterminer le nombre de retards optimal pour un VAR (p), on peut utiliser plusieurs
méthodes. En particulier toutes les méthodes de comparaison de modéles étudiées dans le
chapitre précédent sont valides dés qu’elles ont été adaptées au cas vectoriel.

Une procédure type consiste a estimer tous les modeéles VAR pour des ordres p allant
de 0 & un certain ordre h fixé de fagon arbitraire (nombre de retards maximum pour la

taille d’échantillon considéré, ou nombre de retards maximum compatible avec une théorie
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ou une intuition économique). Pour chacun de ces modeles, on calcule les fonction AIC (p)

et SC (p) de la fagon suivante :

- 2
AIC (p) = In [det Q} + 2% (2.2)

A} N k*pln (T)

FC(p)=In [det 9 (2.3)

ou T est le nombre d’observations, k£ le nombre de variable du systéme, Q la matrice de

variance covariance des résidus estimés du modéle.

2.3. Prévisions

2.3.1. Le cas d’un VAR(1)
Considérons le cas d'un modele VAR (1) centré tel que Vt € Z :
X =P+ 01X + ¢4

Supposons que 'on dispose d’une réalisation sur un échantillon de T réalisations (X1, Xa, .., X7)
d’un estimateur convergent ®; de ®; et d’un estimateur convergent ®, de ¢, La formule qui
permet d’obtenir une prévision de la réalisation a la date 7'+ 1 du processus X; est donc

naturellement donnée par :
Xrir = E (Xesr /X, Xr1, .0, X1) = ©p + B X, (2.4)
A Thorizon T+ 2, on a :
Ko = B (Xepa) X1y Xr1y 0y X1) = B + 1 Xpy1 = <I + @1) Bo+ B2Xp  (2.5)

Proposition 2.1. De la méme fagon & un horizon h, la prévision d’'un VAR (1) est donnée

par :

Xron = E(Xpan) Xr, Xo1, 00y X1) = <I B+ B2 6?*1> By + DX,

Des lors, l'erreur de prévision s’écrit sous la forme :

XT+h - XT+h = XT+h - B (XT+h/XT7 XT—I; ceey Xl)

= Xpyp—F (XT+h/5T7 ET—1y -1 51)

h-1
7
= E Dierin_i
=0
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Par définition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance nulle. La

matrice de variance covariance de ’erreur de prévision est donc :
~ o~ !/
E | (Xrn— Zron) (Xran = Xren) /Xr, Xpo1,0 X

= b [(5T+h + ®erppr + .+ CI)’11_1€T+1) (€T+h + ®ieryn + .+ ¢?_15T+1)/}
h—1

= Q+) #0())
i=1

Proposition 2.2. Pour un processus VAR (1), la matrice de variance covariance de l’erreur

de prévision a un horizon h est déterminée par la relation :
~ / ~ holo .
E |:<XT+h - XT+h> <XT+h - XT+h> /X, X110y X1] =0+ Z P12 (@1)/
i=1

Les variances des erreurs de prévisions pour les processus univariés (xy s, Tay, ..., T3) sont

déterminés par la diagonale principale de cette matrice.

2.3.2. Le cas d’un VAR(p)

La variance de l'erreur de prévision s’obtient trés facilement & partir de la représentation
VMA (00) dun VAR d’ordre p quelconque. En effet, si X; est un processus stationnaire,

alors on peut I’écrire sous la forme :

e}

Xi=> thei=9(L)g

1=0

Deés lors, l'erreur de prévision s’écrit sous la forme :
Xrpn — Xron = Xoon — E(Xpgn /X, Xrog, .0, X0)

= Xpip— E(Xrin/er,er—1, ..., €1)

h—1
= § VET+h—i
i=0

Par définition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance nulle. La

matrice de variance covariance de I’erreur de prévision est donc :
~ ~ /
B\ (Xren = Kran) (Xren = Xren) Xz, Xr 1,00 X

= F [(5T+h +1erin1 + -+ Uy 6741) (Eren + V€T + .+ wh—15T+1)l]

h—1
= O+ Z Q2 (;)
i=1
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Proposition 2.3. Pour un processus VAR (p) , la matrice de variance covariance de 'erreur

de prévision a un horizon h est déterminée par la relation :

E {(XT-i-h — )A(:rurh)/ (XT—i-h — )A(T+h> /Xp, Xp_q,..., X1} =0+ Z%Q (1)

Les variances des erreurs de prévisions pour les processus univariés (xy4, Tay, ..., T3) sont

déterminés par la diagonale principale de cette matrice.

3. Dynamique d’un modéle VAR

Les modeles V AR sont souvent analysés au travers de leur dynamique et ce via la simulation

de chocs aléatoires et I'analyse de la décomposition de leur variance.

3.1. Analyse des chocs

On considére un processus {X;,t € Z}, avec X; = (21, ..., 7,,;) satisfaisant la représentation
VAR (p) suivante, Vt € Z :

@ (L) Xt = Xt — ®1Xt—1 — (pQXt_Q — . — ®pXt—p = C + Et

On suppose que les innovations &; sont i.i.d. (0,€) et que 'on dispose de T" + p réalisa-
tions de ce processus. On suppose en outre que les parameétres 2, ®; sont connus, mais la
méme analyse peut étre menée lorsque 1’on ne dispose que d’estimateurs convergents de ces

parametres.

Quelle est I'idée générale de ’analyse des chocs 7

Idée Générale Une fonction de réponse aux innovations résume l’information concernant
I’évolution d’une composante x;.qui intervient suite a une impulsion sur x;; a la date

T, en supposant que toutes les autres variables sont constantes pour t < T.

3.1.1. Exemple

On considére un processus bi-varié {Y;, ¢ € Z} admettant une représentation VAR (1) telle

que :

Yig = 3+02y10-1+0.Tys—1 +e1y
Yot = 1+ O.3y1,t,1 + 0-43/2,1571 + Eat
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On pose Y; = (Y14 ygjt)/ et & = (€14 62715),. On suppose que les chocs €1, et e, sont

corrélés. Cette hypothése est particulierement importante pour la suite de cet exemple.

2
N 01 012 . 1 0.5
E(gtgt) - ( 012 0'% > o ( 05 1 )

On cherche a identifier I'impact d’un choc unitaire sur y» 7 a la date 7" sur la dynamique
de la variable ¥;, aux périodes postérieures a T,en supposant les évolutions de ces deux

variables pour ¢ < T' connues et données. Cela revient & supposer :
627T:1 627,5:0 Vit >T

On cherche donc a déterminer la variation de y;, engendrée par ce choc. Pour cela

considérons la décomposition de Wold du processus Y; déterminée infra:

Yre =t Z Wy et

1=0

ou V¥, ; désigne la premiere ligne de la matrice W; issue de la représentation VM A :

i=U(L)e =Y e
1=0

(e \ 925 (=02 —0.7\' [ €14
= ( Yot ) - < 6.29 ) +ZZ_; < 03 04 ) \epes

On pourrait penser que suite au choc e 7 = 1, dans ce cas, la suite des réalisations y; 71,
soit donnée directement par les coefficients correspondants du vecteur ¥, ;. On obtiendrait
ainsi une fonction de réponse de la variable y; & une impulsion de la variable y;. C’est une

premiére possibilité de fonctions de réponse.

Le probléme ici c’est qu’en raison de la corrélation des deux chocs, I'impulsion initiale sur
€97 N'est pas sans influence sur I'innovation €1 7 qui entre elle aussi dans la représentation
moyenne mobile infinie de y; ;. Conditionnellement a la réalisation de €7, du fait de la
corrélation des deux chocs, la probabilité d’engendrer une innovations ¢; 7 non nulle est elle

méme non nulle.

Or généralement, ce qui intéressant sur le plan économique c’est d’envisager une impulsion
sur la composante orthogonale de €2, & €1,. C’est a dire, il convient d’isoler I'innovation

"propre” au processus ¥z, non "polluée” par la réaction de I'innovation y; ;. C’est pourquoi,
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il convient dans le cas général ou FE (g.}) 2 # I,, d’orthogonaliser les innovations. On

considére donc la décomposition suivante de la matrice de covariance des innovations :
/
Q=ADA

ol A est une matrice (2,2) triangulaire inférieure et ot D est une matrice diagonale. Dans

notre exemple, on a :

oo (7 ey (L 0y(A 0 Y 1w
o12 03 2_1%21 00%—2—? 01

D’ou dans notre exemple :

On pose:
Vi = Ailé‘t

On remarque alors que les innovations v; sont des combinaisons linéaires des innovations

du modeéle initial €; qui possédent une propriété d’indépendance puisque :

E(’U{U;) = 1E Stst (A 1)
= Ao Ay
— A'ADA’ (A’)1
= D

Donc la matrice de variance covariance des innovations v; est diagonale, ce qui prouve
que ces innovations ne sont pas corrélées. Dans notre exemple, il est treés simple de constater
que cette orthogonalisation correspond a la projection linéaire des €5, sur les €1+. Le résidu

v9; correspond a la composante orthogonale des €2 ;.

012 €1t

Vot = €24 — —5 €1t — €24 — —5—
o2 2

E (vse,) = E (vovy,) =0

Reprenons la décomposition de Wold associée a Y; il vient :

Yrt:,u‘i‘\D(L)é‘t:,U‘i‘Zq)llé‘t,l
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Or on pose g, = Avy, dés lors cette représentation VM A (00) peut se réécrire en fonction

d’innovations v; non corrélées.
Y; = \AI} (L) Er = lj, —|— qu/\;ivt_i = M + Z (@ﬁA) (] (31)
i=0 i=0
On obtient donc dans notre exemple :
(v (925 (=02 =07\ (1 0 [ vies
= ( Y21 > B < 6.29 > +;< —0.3 —04 05 1 )\ vauy

De fagon équivalente on peut réecrire le VAR en fonction des seules innovations orthog-

. €1t - 1 0 (%
= (50) = (os 1) (i)

Y1t = 3+ 0-2y1,t71 + 0-7y2,t71 + V1t
Yor = 14+03y1-1+ 0.4y2,1 + 0.5v1; + voy

onales :

Des lors, on construit de la méme facon la séquence des y; 741, obtenus conditionnellement

a un choc unitaire sur la composante orthogonale v, . Cela revient a supposer :
UQ’T:]. vg,t:() vVt >T

Voici la représentation de ces IRF" :

3.1.2. Cas général

On cherche ainsi de fagon générale a se ramener & une représentation ot les innovations sont

orthogonales.

Proposition 3.1. Dans le cas général ou E (g,}) = Q # I,,, on orthogonalise les innovations

de la fagon suivante. On pose :
V¢ = A_lgt (32)

ol la matrice A est issue de l'orthogonalisation de () :
Q= ADA (3.3)

ou A est une matrice (2,2) triangulaire inférieure et ou D est une matrice diagonale. On
cherche donc a récrire le systéme VAR non plus en fonction des innovations corrélés e;, mais

en fonction des innovations orthogonales v, qui satisfont :

E (v)) = D matrice diagonale (3.4)
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Figure 3.1: Fonction de Réponses de y;

Proposition 3.2. Cette phase d’orthogonalisation implique toutefois que I'ordre dans lequel
sont disposées les variables du V AR affecte I’analyse dynamique et en particulier I'analyse

des fonctions de réponse.

En effet, reprenons 1’exemple précédent. On considére un processus bi-varié {Y;,t € Z}

admettant une représentation VAR (1) telle que :

yig = 3+02y1-1+0.Tys—1 + 1y
Yor = 1+03y1—1+0.4ys,_1 +e2y

On suppose que les deux chocs €1 et €2 sont corrélés et ont des variances différentes.

1
cov (e1,462,) = 3 ol=1 05=2

Il existe deux fagons d’écrire le VAR, soit on pose Y; = (y1+ yg,t)', soit ’on écrit Y; =
(Y2t th)'. Le choix de I'ordre des variables va dés lors conditionner notre schéma d’orthog-

onalisation :

1. Cas 1 : on écrit ¥; = (y14 yg,t)' et er = (€14 52,,5)/. Deés lors, on pose :

2
AN - 01 012 . 1 0.5
E<€t€t) == < 019 0'% ) - < 0.5 2 )
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Dans ce cas, on a :

, (1 0\[(10 105
Q_‘4D‘4_<05 1)(0 1.75)(0 1 )

Les innovations orthogonales sont donc définit par

-1

. - -1 Ul,t . 1 0 81’t . 1 0 61,t

',Ut_A 6t<:>(1)2,t)_<0.5 1) (82’t)_<—0.5 1 Eat
Vit = €1t

< ’ ’

{ Vot = —561,15 + €94

Des lors vy mesure la composante de €5, orthogonale a € ;.

2. Cas 2 : on écrit Y; = (ya4 yl,t)' et er = (€94 81,15)/- Deés lors, on pose :

2
no__ . 0o J12 . 2 05
E<€t€t)_Q_<0’12 O'% )_<05 1 >
Dans ce cas, on a :

/ 10 2 0 1 025
Q_ADA_(O.% 1><0 g)(o 1 )

Les innovations orthogonales sont donc définit par :

-1
eS| Vo ¢ . 1 0 €2t - 1 0 €2t
=4 5“:’(1)”)_(0.25 1) (gl,t)_(—o.% 1)<51,t)

1
Vg = —5E2¢ + €14
@ ) 4 ) )
Vot = €2t

Dans ce cas, v9,; n’est rien d’autre que €3, qui par nature est corrélé avec € ;.

3. En conséquence, dans cet exemple on montre que () si 'on désire étudier I'impact
d’une innovation ”pure” du processus y,; sur le niveau de y 4, et que (i) on retient
cette méthode d’orthogonalisation, il convient d’écrire le systéme VAR sous la forme
Y = (y14 yz,t)'. Bien entendu, les fonctions de réponse obtenues dans les deux cas ne

sont pas identiques.

Reésultat De facon générale dans l’écriture d’un VAR, la variable, que l’on suppose économique-
ment étre la variable explicative, doit figurer aprés la variable dont on veut expliquer

les évolutions.

La démonstration de ce principe dans le cas général d’'un VAR & n variables est donnée

dans Hamilton (1994), pages 291 et suivantes.
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3.2. Décomposition de la variance

Définition Partant de la décomposition des résidus en innovations "pures” ou orthogonales,
on peut calculer quelle est la contribution de chaque innovation a la variance totale de
Uerreur de prévisions du processus ;. C’est ce que l'on appelle la décomposition de la

variance.

On considére processus { X;,t € Z}, avec X; = (11, ..., 2, ) satisfaisant la représentation
VAR (p) suivante, Vt € 7Z :

d (L) Xt = Xt — (131th1 — q)gXt,Q — . — (I)pthp =c+é&

On suppose que les innovations &; sont i.i.d. (0,2) On suppose que ce processus est station-

naire et peut étre représenté sous la forme d'un VM A (c0) :
X =) v =V(L)g
=0

avec 1, = I, L’erreur de prévision a 1’horizon h s’écrit est :

Xipn — )A(:rurh = Xeyn — E(Xewn/Xr, Xro1, ., Xq)
= Xin — E(Xign/er,er-1, -5 €1)

h—1
= § V€Tt h—i
=0

Par définition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance nulle. La

matrice de variance covariance de I'erreur de prévision est donc :

h—1

E |:(Xt+h — )?THL) (Xt+h - )?Tﬂz) /} =0+ Z (URY) (%)/

=1

Cette erreur de prévision est donc exprimée en fonction de la matrice de variance covari-

ance ) non diagonale des résidus &;.

. , . . /.
Pour obtenir une décomposition de la variance du vecteur X; = (21, ..., z,,) il suffit de
réexprimer cette matrice de variance covariance sous la forme d’une combinaison linéaire des

variances des innovations orthogonales v;.

Vy = Ailé‘t = & = A?)t (35)
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ou la matrice A est issue de I'orthogonalisation de €2 :

Q= ADA
On suppose que Vt € Z :
€14 U1t
_ €2t — a1 as .. Qp ) Va2t

o ( 1) (1) (1)

gn,t Un,t
ol a; désigne la i®™ colonne de la matrice A. Dés lors :

Q = E(eg;) = araivar (v14) + asagvar (vey) +

oo + apajvar (vp) (3.6)

En substituant cette expression dans la variance de la prévision pour un horizon h,
cela donne permet de réexprimer cette variance en fonction de la variance des innovations

”orthogonales” :
~ ~ /
E [(Xm — Xron) (Xeon — Xrin) }

= O+ Z (ERY) (¢z)/
n h—1
— Z {var (vj) Zwi [aja;] (wi),}

Proposition 3.3. A partir de cette formule, on est en mesure de calculer la contribution

d’une innovation pure v;; a la variance totale de la prévision a un horizon h :
/ / / !
var (vj;) [aja/j + 1, [ajaj] (V1) + oo + 4 [ajaj] (wh_l) ] (3.7)

4. La causalité

Une des questions que I'on peut se poser a partir d'un VAR est de savoir s’il existe une rela-
tion de causalité entre les différentes variables du systéme. Il existe ainsi plusieurs définitions

de la causalité :

e causalité au sens de Granger

e causalité au sens de Sims
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Nous nous limiterons a I’exposé de la causalité au sens de Granger qui est la plus fréquem-
ment utilisée en économétrie. On se restreint au cas d’un processus bi-varié (n = 2) que

I'on

4.1. Causalité au sens de Granger

La question est de savoir si la variable  ”cause” ou non la variable .

Definition 4.1. On dit que la variable x cause au sens de Granger la variable y si et

seulement si la connaissance du passé de x améliore la prévision de y a tout horizon.

De cette définition découle un corollaire :

Corollary 4.2. On dit que la variable x ne cause pas la variable y au sens de Granger, si

et seulement si :

E (yt+h/yt, Yi—1, -+, ?/1) =F (yt—i-h/yt: Yt—15 e+ Y1, Tty T—1y -y iUl)

De facon équivalente, on dit alors que la variable y est exogéne au sens des séries temporelles.

4.1.1. Application au cas d’un VAR (p) avec n = 2

Pour un VAR (p) avec n = 2 la condition de la causalité de Granger est immédiate a obtenir.

Résultat Dans le systéme bi-varié suivant VAR (p) :Vt € Z
1 1 2 2
Yt €1 T Yi—1 P11 P1o Yi—2
' ( Lt > ( C2 ) < qb%l ¢%2 > < Ti > ( ngl ¢§2 Ti—2
P p
N < fbll)l 12 ) ( Yt—p ) 1 < Eyt ) (4.1)
21 P22 Lt—p Eat
la variable x; ne cause pas la variable y; si et seulement si :

¢i2 = ¢%2 = ¢?2 == ¢1132 =0 (4~2)

Autrement dit, la variable x; ne cause pas la variable y; si et seulement si les matrices

®; sont toutes triangulaires inférieures pour Vi € [1,p)] .
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En effet, réécrivons le processus sous cette condition, on a :
1 2
Yt C1 11 0 Yi—1 ¢1; 0 Yt—2
' ( Lt > ( C2 ) < gb%l ¢%2 > < T > ( Q%l ngQ Ti—2
£5)(): ()
4.+ + ’ 4.3
< 1 Pho Lt—p Eat (4.3)

E (Yesn/Yt, Y1—1, -, y1) = 1 + Qsilyt + Qﬁlyt—l + .+ P Y—pt1

Des lors,

E (Yesh/Yt, Yt—1, -y Y1, Tty Ty—1, .., T1) = €1 + Cbhyt + Qﬁlyt—l + .+ P Y—pr1

On a bien alors :

E (yt+h/ytayt—17 "'ay1> =FE (yt-l-h/yt:yt—la vy Y1, Tty Ti—1,5 -y l'l)



Cointégration et Modéle a Correction d’Erreur

January 8, 2002

1. Cointegration
1.1. Cointégration
Rappelons la définition d’un porcessus intégré :

Definition 1.1. Un processus est (z:,t € Z) est un processus DS (Dif ferency Stationnary)
d’ordre d, ou un processus iintégré d’ordre d, si le processus filtré défini par (1 — L)d x; est
stationnaire.

Partant de la, on peut introduire la notion de cointégration :

Definition 1.2. On considére un processus vectoriel X; = (x4 mz,t...xN,t)' de dimension
(N, 1) intégré d’ordre d. Les processus (z;4,t € Z) sont dits cointégrés si et seulement si il
existe un vecteur o = (g as...a N)/ € RY tel que la combinaison linéaire o’ X; est stationnaire
ou intégré d’ordre 0. Le vecteur o correspond a un vecteur de cointégration.

Considérons ’exemple suivant :
Yt = VY2, + €1t (1.1)

Y2, = Y201 + €2 (1.2)

ol (e14,t € Z) et (e24,t € Z) sont deux bruits blancs non corrélés. La série yo ; est une marche
aléatoire intégrée d’ordre , I (1) puisque la différence premiére Ays; = €5 est stationnaire.
De la méme fagon, la série y; , proportionnelle a un choc stationnaire preés, a y; ; est elle aussi
non statioonaire et I (1). En effet la différence premieére

Ayr = YAyss + €10 = VE20 + €1
est stationnaire. Considérons a présent la combinaison linéaire

Y1t — VY2t = €1, (1.3)
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Cette combinaison est elle aussi stationnaire. On dit que les processus (yi:,t € Z) et
(Y24, t € Z) sont cointégrés de vecteur (1, —v) . Bien entendu, toute transformation monotone
du vecteur (1, —7) permet d’obtenir une autre relation de cointégration. C’est pourquoi le
vecteur (1, —v) constitue en fait une base de l’espace de cointégration.

La relation de cointégration s’assimile donc a une relation de long terme entre les variables
de l'espace de cointégration et permet de définir une ou plusieurs tendances stochastiques
communes. Bien entendu, les réalisations des processus de I’espace de cointégration peuvent
a tout moment ne pas satisfaire cette relation. Mais ces variables ne peuvent durablement
s’en écarter. On peut ainsi introduire la notion d’ECM : Modele & Correction d’Erreur.

2. Représentation VECM

2.1. Modéle A Correction d’Erreur : ECM

Il s’agit ici de proposer dans un modéle intégré une représentation statique qui constitue une
cible de long terme (la relation de cointégration) et une représentation dynamique de court
terme (I’ajustement a cette cible).

Reprenons ’exemple précédent :
Y1t = VY2, T €1t (2.1)

Y2, = Y2,6-1 + €2 (2.2)

Considérons I'équation de y; ; :
Yie = VY2,t T €1t

Yii—1 = VY241 T E1p—1 = VY2,0-1 + [Y1,0-1 — VY2,0-1]

On peut alors réécrire 1'équation de y; ; sous la forme suivante :

Ayre = = [y1,-1 — VY2-1] T 7AY2s + €12 (2.3)

Cette derniére équation constitue une représentation ECM. En effet, la dynamique du
taux de croissance de y;; est déterminée par une cible de long terme (la relation de cointé-
gration yi ;-1 — Yy24-1). Si il existe un écart positif a la période ¢ — 1 par rapport a cette
relation de long terme, alors le coefficient négatif devant la relation de long terme (—1),
implique une diminution du taux de croissance de y; & la date ¢. On dit que le coefficient
—1 constitue une force de rappel. Enfin, la composante dynamique du modeéle est représenté
par la partie YAy ;.

Considérons & présent le cas général avec N processus (2;¢,t € Z).
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Definition 2.1. On considére N processus (x;¢,t € Z) intégrés d’ordre un satisfaisant une
relation de cointégration représentée par le vecteur « telle que la combinaison linéaire :

My = 0o + 11 + QaTor + ... + ANTNt

soit stationnaire. Alors il existe une représentation ECM pour chaque processus (x;;,t € Z)
tel que :

p p p
Azig=c+ Y+ > BrDrigk+ Y Boildioy ko + > By dine i +e  (24)
k=1 k=1 k=1

Le coefficient v < 0 représente la force de rappel de 'ECM.

Si le coefficient v devant le résidu de la relation de cointégration est positif ou nul, la
représentation ECM n’est pas valide.

Exemple
2.2. Généralisation de la représentation VECM
On considére un processus VAR (p), noté X, de dimension (N, 1) tel que :
Xt = AO + Althl + AgXt,Q + ..+ Apthp + &¢

Nous allons représenter ce processus sous la forme d’'un VECM. Pour cela on considére
I’équation suivante :

Xt — Xt,1 = A[) + (Al — I) thl + AQXt72 + ..+ Apthp + &

S A=A+ (A -1 (X — X))+ (Ao + A — DX o+ +AX ,+ &
<~ AXt = A[) + (Al — I) AXt—l + (AQ + Al — I) (Xt_g — Xt_3> + ..+ ApXt—p + &

Et ainsi de suite. On se raméne finallement & une représentation susceptible d’étre un
VECM :

AXt = B[) + BlAXt—l + BQAX,:_Q + ...+ Bp—lAXt—p—H + HXt—l + &

ou les matrices B; sont fonctions des matrices A; et ou
p
T=> A1
k=1

Considérons I'exemple d’'un VAR (2) :

X = Ao+ A X1+ A Xy 9+ &4
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On obtient de cette facon 1’équation :
Xi—Xi 1 =4+ A1 — D Xi 1+ A Xy 5+
— AX; = Ao + (Al — I) (Xt,1 — thg) + (Ag + A — I)Xt72 + &

<~ AXt :A0+(A1 —I)AXt_1+(A2+A1 —I)Xt_2—|—€t

Mais il convient de faire apparitre le niveau de X;_; pour éventuellement faire apparaitre
les résidus des relations de cointégration de la période précédente. Pour cela, on réalise
I’opération suivante :

AXt - AO + (Al — I) AXt—l + (A2 +A1 - I) Xt—2
—(A2+A1—I)X+(A2+A1—I>Xt_1+€t

On obtient finalement :
AXt = AO — AgAXt,1 + (Al + Ag — I) Xt,1 + &

ou encore
AXt = BO + BIAXt—l + HXt—l + Et

avec Blz—AQ, BOZA[) etH:(A1+A2—I).

Definition 2.2. De facon générale, la matrice Il peut s’écrire sous la forme :
P
M=> A—I1=dp
k=1

ot le vecteur « est la force de rappel vers I'équilibre de long terme et (3 la matrice dont les
vecteurs colonnes sont constitués par les coefficients des différentes relations de cointégration
pouvant exister entre les éléments du vecteur X;. Le rang de la matrice II détermine le nombre
de relations de cointégration présentes entre les N variables du vecteur X;.

r = nombre de relations de cointégration

Si le rang de la matrice II (c’est a dire le nombre de colonnes linéairement indépendantes)
est égal a la dimension N du V AR alors toutes les variables du VAR sont stationnaires I (0)
et le probléme de la cointégration ne se pose pas.

Definition 2.3. Si en revanche, le rang de la matrice 11 satisfait :
1<r<N-1
alors il existe r relations de cointégration et la représentation VECM est valide :
AX; = By+ BiAX; 1+ BoAX; o+ ... + Bp 1 AXy pin + 'y + &4

avec |, = X1
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2.3. Test du nombre de relation de cointégration

Le test de Johansen (1988) est fondé sur l'estimation de
AXt = B[) + BlAXt_l + BQAXt_Q + ...+ Bp_lAXt_p+1 + HY;_l + &

Ce test est fondé sur les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres les plus
élevées de la matrice II. Nous ne présenterons ici que le test de la trace. A partir des valeurs
propres de la matrice II, on construit la statistique :

N
Mrace (1) = =T Z log (1 —\)
1=r+1
ou T est le nombre d’observations, r le rang de la matrice, \; la i®™ valeur propre et N
le nombre de variables du VAR. Cette statistique suit une loi de probabilité tabulée par

Johansen et Juselius (1990). Ce test fonctionne par exclusion d’hypothéses alternatives :

1. Test Hy : r = 0 contre Hy : r > 0. Test de 'hypothése aucune relation de cointégration
contre au moins une relation. Si Ajqce (0) est supérieur a la valeur lue dans la table
au seuil a%, on rejette Hy, il existe au moins une relation, on passe alors a ’étape
suivante, sinon on arréte et r = 0.

2. Test Hy : » = 1 contre Hy : » > 1. Test de ’hypothése une relation de cointégration
contre au moins deux relation. Si Ajqce (1) est supérieur a la valeur lue dans la table
au seuil a%, on rejette Hy, il existe au moins une relation, on passe alors a ’étape
suivante, sinon on arréte et r = 1.

Et ainsi de suite jusqu’a la derniére étape (si elle est nécessaire) :

1. Test Hy: r = N — 1 contre H; : » > N — 1. Test de 'hypothése N — 1 relation
de cointégration contre au moins N — 1 relations. Si Aygee (IV — 1) est supérieur a la
valeur lue dans la table au seuil a%, on rejette Hy, il existe N relations (en fait dans
ce cas les N variables sont I (0)) sinon r = N — 1.

Sous Eviews vous disposez directement des valeurs Aqce () pour 7 = 1, N ainsi que les
seuils tabulés par Johansen.



