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Exercice 1 : Test de Distribution et GMM

Cet exercice est basé sur larticle " Testing Distributional Assumptions: A GMM Approach" de Bontemps
et Nour Meddahi (2006). L’objectif de Particle est de construire un test de distribution fondé sur les GMM.
On dispose d’un échantillon {z1,..,zy} de réalisations d’une variable aléatoire X et ’hypothése nulle testée
est de la forme Hy : X suit une distribution particuliére (normal, Student, gamma, beta, uniforme etc..). On
admet que si X suit une loi de Student a v degrés de liberté, alors on peut définir des polynémes orthonormés
dits polyndomes de Romanovski, notés P, (z;v) tels que :

L J(w=2n)(v—2n-2) oy nw—n+1)(v—2n-2) .
P"H(x’v)_\/ (n+1v(v—n) wbn (730) \/(n+1)(v—n)(v—2n+2)P"_l( i) )

Les trois premiers polynomes vérifient :

v—2
v

Py (z;v) = T (2)

Py(miv) = | 2= (”‘29;2 _ 1) 3)

2(v—1) v
Py (z;0) = (v6_v?1)1(i)1_)6) (v;4m3—3x> (4)

La propriété essentielle de ces polyndmes orthonormés est que si la variable x suit effectivement une loi de
Student a v degrés de liberté, alors :

E[P,(z;v))]=0 Vn>1 (5)
Question 1 (1.5 points) :
E[Pl(m;v)]:0®q/U;2E(x):0©E(x):0 (6)
v—4 |v—-2 9
E[Py(z;v)] = 0& 2(1}1)|:UE(33)—1:|=0
& B(?) = — (7)
E[Ps(zv)] = 0 (”6_1}2(1’1_)6) [U;4E(3)—3E(x)}:0

- “;4}3(953):0

& E(2®)=0 (8)

On retrouve la définition des trois premiers moments de la loi de Student.
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Question 2 (1 point) : On a :

g(mN,v) =

-

T
=" Pu(aiv) (9)

avec :

[o— T
1 v2 Zt:l T
v— v— T
g (xN7’U) = \/T 2(v741) ( v2 Zt:l 31‘12 - T) (10)
(v=2)(v—6) (v;ﬁl 23:1 33? -3 Z;’F:l xz)

6v(v—1)

Question 3 (2 points) : Bontemps et Nour Meddahi (2006) montrent que pour p conditions d’orthogonalités
E[P, (z;v)] =0,n=1,..,p, un test fondé sur la statistique :

g(@n,0) B (wx,0) 5 52 (p) (11)
Y= Z E [g (xtvv)g(xtfhuv)/] (12)
h=—o00

Le nombre de degré de liberté correspond ici au nombre de conditions d’orthogonalité puisque aucun
parameétre n’est estimé contrairement au cas de la J-statistique.

Exercice 2 (3 points) : Famille de Pearson et Méthode de Moments

On attribue souvent a Karl Pearson la "paternité" de la méthode des moments (voir Berra et Bilias,
2002, pour une revue historique) et 'objectif de cet exercice est de comprendre le lien entre les propriétés des
distribution de la famille de Pearson et les méthodes de moments. On admet que si une fonctin de densité
q (.) appartient a la famille de lois de Pearson, le ratio ¢’ (.) /¢ (.) est égal au ratio de deux polynomes A (x)
et B (z) tels que :

¢z A@)  —(z+a)
q(x) B(z) co+crz+ con?

La famille de Pearson inclut notamment les distributions normales, Student, gamma, beta et uniforme.

(13)

Question 1 (2 points) : Dans le cas normal on a

q/ (IE) — (1‘ — :u) (14)

q(@ _ z
- (Jrl)v—i—mg

(15)

Estimateurs de Moments

On cherche a présent & estimer par la méthode des moments les parametres 6 = (a, cg, ¢1, ¢2) associés a
une distribution donnée. On admet que dans le cas d’une fonction de distribution appartenant a la famille
de Pearson, on a une relation de récurrence sur les moments de la forme :

[c2(j+2) -1 E X =[a—c1 (j+ 1) E[X] —cjE[X77'] j>1 (16)

Question 1 (1 point) : Il est nécessaire de retenir 4 conditions d’orthogonalité pour que le systéme soit
juste identifié.
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Question 2 (1 point) : On considére 4 conditions définies par exemple par :

(3co — 1) E [X?] = (a —2¢1) E[X] — co
(4e; — 1) E [X?] = (a — 3c1) E [X?] — 2¢0E [X]
(5e2 — 1) E [X*'] = (a — 4c1) E [X?] — 3¢ E [X?]
(6co — 1) E [X°] = (a — 5¢1) E [X?'] — deoE [X?]

Ce qui peut se récrire sous la forme vectorielle :

Elh(X;0)] = (21)
avec :
(Bca —1) X* — (a—2c1) X2+ o )
v | (dee—1)X? — (a—3c1) X+ 2¢0X
R0 = | (56, — 1) X4 — (a — dey) X3 + 3 X2 (22)
(6cy — 1) X5 (a —5c1) X* 4+ 4cp X3
Question 3 (1 point) : La contrepartie empirique de ces conditions d’orthogonalité est :
1~
(X;0) N >zt h(@i;0) (23)
(3ca — 1) Zf]z:l x? — (a — 2¢1) ZN 1 LEz + Ncg
X0 :i (402_1)21':1 3}_(0’_361)21 1LE +2COZz 1x11 24
g ( ) ) N N 4 N 2 ( )
(502 - 1) Zi:l T — (a - 461) Zz 1 ‘T + 3co Zz 1%
(6ca — 1) Zl]\il x? — (a —5e1) va L@+ 4eg ZZ L x?
Question 4 (1 point) : L’estimateur des moments classiques 0 construit par Pearson vérifie :
g (X;/G\) = (25)
ou encore N N
(382 - 1) Zi:l IEZZ - (a - 261) Zi:l x; + N/C\O =0
(42— 1) X1 a7 — (@—361) D, f + 26 X, -1 =0 (26)
(5% ~ )Tt~ (@~ 40) S o 485 L o =0
(682 — 1) iy 2% — (@—561) Xy af + 480 iy af = 0
Question 5 (3 points) : Dans le cas d’une loi normale on sait que a = —pu, co = 02, ¢c; =0 et c; =0. On a

donc uniquement un seul paramétre o & estimer et donc on se limite & une condition d’orthogonalité,

par exemple :
E[h(X;0)] =

avec :
h(X;0) = [-X*+ pX + 07

ce qui peut se récrire :
0? = B (X?) - uB(X) = E(X?) - E(X)?

avec F (X) = 0. On retrouve bien évidemment un estimateur 0 standard de la variance :

g (X;@) =0

(362_1)27( 1%‘2—(&—2(}1)2?[:13:&4—]\]80:0
e ()X 2 - (—m) X i+ NG© =0
&0’ =(1/N)Tr, o

ou encore

(27)
(28)

(29)



