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Exercice 1 (13 points) : Modèle Probit1

On considère un modèle dichotomique tel que :

yi =

(
1

0
si y�i � 0
si y�i < 0

; (1)

où la variable latente y�i véri�e :
y�i = �+ �xi + "i; (2)

où "i N:i:d: (0; 1) et où la variable xi est une variable dichotomique prenant deux valeurs f0; 1g.
On dispose de 100 observations réparties de la façon suivante :

Nombre d�Observations yi xi

16 observations yi = 1 xi = 1

26 observations yi = 1 xi = 0

32 observations yi = 0 xi = 1

26 observations yi = 0 xi = 0

Question 1 (1 point) : Déterminez en fonction des paramètres � et �, et de la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite, noté � (:) ; la probabilité d�apparition de
l�évenement yi = 1; notée Pr (yi = 1) :

Question 2 (2 points) : Déterminez la fonction de log-vraisemblance de ce modèle probit.

Question 3 (2 points) : Montrez que les réalisations des estimateurs du maximum de vraisem-
blance (MV) des paramètres � et � valent :

b� = ��1 (0:5) = 0; (3)

b� = ��1 (1=3) = �0:43;
Remarque : on préconise de considérer un changement de variable dans la log-vraisemblance
du modèle en posant z1 = �(�+ �) et z2 = �(�) ; de déterminer les quantités optimalesbz1 et bz2 qui annulent le gradient, et en déduire en�n les estimateurs du MV.

Question 4 (2 points) : Montrez que l�estimation de l�e¤et marginal associé à la variable x
est égal pour tous les individus à �1=6. Remarque : on rappelle que la variable xi est
dichotomique et ne peut prendre que deux valeurs, i.e. 0 et 1.

Question 5 (2 points) : Testez l�hypothèse nulle H0 : � = 0 en utilisant un test de ratio de
vraisemblance.

1D�après l�exemple donné dans le polycopié de cours de Jean Marc Robin "Econométrie des Variables Qual-
itatives", Université Paris 1.
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Question 6 (2 point) : Donnez la valeur du R2 de Mac Fadden de ce modèle.

Question 7 (2 points) : Calculez les probabilités estimées de réalisation de l�événement pour
les di¤érents types d�individus de l�échantillon et tracez la ROC curve de ce modèle probit.

Exercice 2 (8 points) : Modèle Logit Conditionnel

On considère une enquête sur les modes de transport reliant trois villes qui a été menée
en Australie en 1986 auprès de 210 personnes (Bradley, 1993; Hensher et Greene, 2002). Les
personnes interrogées pouvaient choisir entre l�avion, le train, le bus ou la voiture. L�enquête
leur demandait pour chaque mode de transport d�indiquer le temps de transfert entre leur
domicile et le lieu de départ2 (variable tps_transf), le temps de trajet (variable tps_trajet) et
le coût du voyage (variable cout). Le mode de transport vaut 1 pour l�avion, 2 pour le train, 3
pour le bus et 4 pour la voiture.

Question 1 (0.5 point) : Quel modèle proposeriez vous pour modéliser dans ce cas les choix
de moyen des transports des individus? Quels sont ses principaux avantages ?

Question 2 (0.5 point) : En supposant qu�il n�existe pas de données manquantes, combien
le �chier de données comporte-t-il d�observations au total (nombre de lignes) ? Vous
justi�erez précisèment votre réponse.

Question 3 (1 point) On considère à présent le même modèle en introduisant des constantes
spéci�ques à chaque mode de transport (sauf pour la voiture) sous la forme suivante :

Pr (yi = j) =
exp (xi;j�)P4
k=1 exp (xi;k�)

; 8j 2 f1; 2; 3; 4g ; (4)

où l�index véri�e la relation :

xi;j� = �1 � I(j=1) + �2 � I(j=2) + �3 � I(j=3) + �4 � tps_transi;j
+�5 � tps_trajeti;j + �6 � couti;j ; (5)

et où I(j=z) désigne une variable dummy prenant la valeur 1 si j = z; et 0 sinon. Com-
mentez cette spéci�cation. Peut-on analyser le signe des coe¢ cients �1; �2 et �3 associés
aux variables dummies ?

Question 4 (2 points) : A partir des résultats d�estimation du modèle de la question 4 (cf.
�gure 1) et des caractéristiques individuelles (cf. �gure 2), (i) calculez la probabilité que
l�individu 2 choisse les di¤érents modes de transport. (ii) Quelle prévision donne alors le
modèle?

Question 5 (2 points) : Calculez pour l�individu 2 l�e¤et marginal d�une hausse de 1 unité du
coût de transport associé à la modalité voiture sur la probabilité qu�il prenne la voiture.
Commentez.

Question 6 (2 points) : Calculez la log-vraisemblance du modèle de la question 4 associée à
l�individu 2, sachant que cet individu a e¤ectivement choisit la voiture comme mode de
transport.

2Ce temps est nul dans le cas de la voiture.
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