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Exercice 1 (13 points) : Modeéle Probit!

Question 1 (1 point) : Sous ces hypothese, la probabilité d’apparition de ’évenement y; = 1

s’écrit :
Pr(y;=1) = Pr(y; =0)
= Pr(e; > —a—fz;)
1—-Pr (&‘i < —Oé—ﬁilii) (1)

Sachant que ¢; N.i.d.(0,1), et que la loi normale est symétrique, on obtient finalement :
Pr(y;=1)=Pr(e; < a+ fBz;) (2)

ou encore
Pr(y; =1) = ®(a+ fz;) (1 point) (3)

ou P (.) désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Question 2 (2 points) : La log-vraisemblance de ce modele probit s’écrit de la fagon habituelle

N
log L(y; o, 8) = > yilog[® (a+ z:8)] + (1 — y;) log [1 — @ (a + 2;8)] (4)
i=1
Dans le cadre de cette application, on obtient alors :
log L (y;a, ) = 16 x log [® (o + )] + 26 x log [® (av)]
+32 x log [l — @ (a + B)] + 26 x log [1 — @ ()] (5)

Question 3 (2 points) : On cherche les estimateurs du MV (a, B) tels que :

(&,3) = argmax[log L (y; a, f)] (6)
{a,8}

1D apres exemple donné dans le polycopié de cours de Jean Marc Robin "Econométrie des Variables Qual-
itatives", Université Paris 1.
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Considérons le changement de variable suivant :
21=®(a+ ) 20=27 ()
La log-vraisemblance s’écrit alors :

16 x log (z1) + 26 x log (22)
+32 x log (1 — z1) + 26 x log (1 — 22)

log L (y;Zl,Zz)

On cherche alors le couple (21, 23) tel que :

(21,22) = argmax [log L (y; 21, 22)]
{z1,22}
Les conditions nécessaires s’écrivent :
OL (y;21,22)| 16 32 _0
821 % 21 1— 21
OL (y;21,22)| 26 26 0
822 22 22 1 - 22
D’ou 'on tire que :
~ 1 1
Z1=— Z2og=—
T3 P2

On en déduit alors les estimateurs de MV & et B puisque :

y=o71(05)=0

o~

a = (Dil (ZQ

B=0"1(3)-0 (%)= " (1/3) — ' (0.5) = —0.43

Bonus : condition nécessaire (+ 1 point). La matrice jacobienne dans le systéme (21, 22)

est définie négative, puisque :

O’L(ysz1,22)  9°L(yiz1,22)

_ 16 _ 32
Bzf 021022 _ ’z\f (1-%1)2
®L(y;z1,22)  92L(y;z1,22) - 0 26 _
021022 az% (/2’\1 ,2\2) z5
[ =216 0
B 0 —208

Question 4 (2 points) : Déterminons leffet marginal associé a la variable x.

0

26
(1-%22)

)

Sachant que la

(15)

variable x; est dichotomique, cet effet marginal s’écrit sous la forme suivante :

Epilz; = Pr(y; = 1|z; =1) = Pr(y; = 1|x; = 0)

ou encore
Epz‘\ri =< (a +6) - (a)

(16)

(17)

On vérifie d’ores et déja, qu’étant donné la nature dichotomique de la variable z; et
la spécification du modele, I'effet marginal de la variable x; est le méme pour tous les
individus ¢ = 1, .., N de I’échantillon. L’estimation de 'effet marginal vaut :

/E\pi‘il?i % (a + B) -9 (a)
= 217:7:\2
11
T3 2
1



Examen Mai 2006 - Cours de C. Hurlin - Master ESA 3

Question 5 (2 points) : On cherche a 'hypothese nulle Hy : 8 = 0 en utilisant un test de ratio
de vraisemblance. On doit donc considérer la statistique suivante :-ou L (y; @, 0) désigne
la log-vraisemblance du modeéle probit obtenue sous ’hypothése nulle Hy : § = 0. On sait
que sous ’hypothése alternative, on a :

a=0 B=a0"(1/3)=-043 (19)
Dés lors la valeur de la log-vraisemblance sous ’hypothése alternative est :
log L (y:8,5) = log L(y:%1,%)
= 16 x log(z1) + 26 x log (22)

+32 x log (1 — Z1) + 26 x log (1 — 22)
= 16 x log(1/3) + 32 x log (2/3) + 2 x 26 x log (1/2) (20)

—66.59 (21)
Sous I’hypotheése nulle la log-vraisemblance s’écrit de la fagon suivante :
log L (y;,0) = 16 x log[® (a)] + 26 x log [P ()]
+32 x log[1 — @ ()] + 26 x log [1 — @ ()]
= 42 xlog[® (a)] + 58 x log[1 — @ ()] (22)

On pose z = ® (a), il vient :
log L (y;2,0) = 42 x log (2) + 58 x log (1 — 2)

Dés lors la maximisation de la vraisemblance donne :

dlog L (y; z,0) 42 58

=—= - =0 23
0z > z 1=z (23)
D’om 1'on tire que :
po 22 0.42 (24)
z=—=0.
100
Par conséquent, la valeur de la log-vraisemblance sous 'hypothése nulle est :
log L(y;2,0) = 42 xlog(z)+ 58 xlog (1l —%)
= 42 xlog(0.42) 4+ 58 x log (1 — 0.42)
= —68.02 (25)
On en déduit la valeur de la statistique LRT :
LRT = —2x |log L(y;a,0)—log L (y;a,Bﬂ
= —2x(—68.02 —66.59)
= 286 (26)

Sous Hy, cette statistique suit une loi du chi-deux & 1 degré de liberté. Pour un risque de
premiére espéce, le seuil critique est égal a4 3.84, donc on ne peut rejetter Hy : 5 = 0.

Question 6 (2 point) : Par définition, on a :

log L (y,&,@)

2
de McFadd 197) =1— ———=
R de McFadden (1974) og L (7. 2.0)

(27)

Donc ici, on a :
—66.59

—68.02

R? de McFadden (1974) = 1 — 0.021 (28)
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Question 7 (2 points) : Calculons les probabilités estimées de réalisation de 1’événement
y; = 1 a partir de la formule suivante :

Pr(y=1) =2 (a + Bwi) = & (—0.43z;)

Nombre d’Observations Yi T Pr(y; =1)
16 observations =1 x;=1 %
26 observations =1 x;= %
32 observations =0 x;=1 %
26 observations =0 x;=0 %

ROC Curve cf. cours

Exercice 2 (8 points) : Modele Logit Conditionnel

Question 1 (0.5 point) : Modele logit conditionnel. cf. cours

Question 2 (0.5 point) : En supposant qu’il n’existe pas de données manquantes, pour chaque
individu et pour chaque variable explicative, sont reportées quatre valeurs correspondant
aux quatre modalités (avion, train, bus et voiture). Sachant qu’il y 210 individus dans la
base, on doit donc avoir pour chaque variable explicative un total de 840 observations.

Question 3 (1 point). Dans cette spécification on observe que 34 = 0. Si 3; > 0, cela signifie
que toutes choses égales par ailleurs, la probabilité de prendre la modalité de transport j
est supérieure la probabilité de prendre la voiture.

Question 4 (1 point) : Dans le cadre du modele logit conditionnel, on montre que pour
Iindividu n°2 :

To1f = —2.540 @90f = —2.155 @938 = —3.771 @948 = —1.171 (29)
avec
Z‘gJﬂ = fq* H(j:l) + By * ]I(jzg) + B3 * ]I(j:3) + By * tps_transs ;
—5—35 *tps_trajets j + BG * couts j, (30)

Les probabilités estimées sont définies par :

—~ o exXp (xQ,jB>
Pr(y2 =j) = ST (xzkg)

(31)

On montre alors que :

Pr(y; =1) = 0.1495 Pr(y, =2) = 0.2196 Pr(y, = 3) = 0.0436 Pr(y, = 4) = 0.5873
(32)
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Question 5 (2 points) : L’EM associé au cout de transport (noté par simplification w; ;) est

défini par :
OPrlyi=j) _ _9 exp (#i5)
ow; ; Ow; Zizl exp (24 10)

4
= lﬁe xexp (wi,;8) * ) exp (zix8) — Bg * exp (z:,55) * exp (w1 ;)
k=1

4 -2
* [Z exp <zi,kﬁ>] (33)
k=1

On obtient alors :

OPr (y; = j) _ By exp (z;,;3)
ow; {22:1 exp (2:.1)
= (35)

—5 ¢ *[1—exp (z:;0)] (34)

Pour lindividu 2, la modalité voiture (j = 4), l'effet maginal du cott de transport vaut :

OPr(y; =4) — _0.0130 exp (—1.171)
ow; ; )

i {Zizl exp (z;k/3)

—  0.0056 (37)

— ¢ ¥ [l —exp (—1.171)] (36)

On vérifie que dans ce cas, une hausse du cotit du voyage diminue la probabilité de prendre
la voiture.

Question 6 (2 points) : Pour un individu 4, la log vraisemblance associée & un modele logit
conditionnel s’écrit alors :

4 4
log L (y,8) = Y uiji ;B — log [Z exp (xmﬂ)] (38)
j=1 k=1
Ici on a donc pour l'individu 2 :
4 4
logL(y,8) = Y ya;r2;8—log [Z exp ($2,jﬁ)] (39)
j=1 k=1

1
= @948 —log [Z exp (952,;'5)1 (40)
k=1

puisque l'individu 2 a choisit au final de prendre la voiture (y24 = 1, y2 ; = 0, pour j # 4).
Dés lors, pour la valeur estimée des parameétres on obtient :

4
22,48 — log [Z exp (1’233)] (41)
k=1

—1.171 — log [Z exp (xzﬁ)] (42)
k=1
—0.532 (43)

log L (y B)



