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Exercice 1 (12 points) : Modèle Tobit Simple Censuré

Le but de cet exercice est d’évaluer l’impact d’une action marketing sur le chiffre d’affaire d’une société
de cosmétique. Cette société dispose pour cela de données d’enquête concernant la consommation annuelle
du type de produit cosmétique concerné, notées ci, récoltées auprès d’un échantillon de 10 000 individus.
Pour chaque individu, indicé i, on dispose d’observations concernant:

• son revenu annuel moyen désigné par la variable ri, exprimé en milliers d’euros
• le prix moyen des biens en euros relevé à partir des différents achats effectués par l’individu i, noté pi.
• s’il a été ou non l’objet dans l’année d’une opération marketing. La variable dichotomique correspon-
dante est codée mi = 1 s’il y a une action marketing et mi = 0 sinon.

• la catégorie socio-professionnelle (CSP) de l’individu représentée par une variable polytomique si codée
respectivement 1 pour ”chômeurs”, 2 pour un statut ”cadres et cadres supérieurs, 3 pour ”retraités”
et 0 pour le statut ”ouvriers et employés” qui sera considéré comme référence.

On considère alors le modèle tobit simple censuré suivant :

ci =
c∗i
0

si c∗i > 0
si c∗i ≤ 0 (1)

où ci désigne une variable inobservable telle que :

c∗i = β0 + β1ri + β2pi + β3mi + β4 si + εi (2)

où εi est N.i.d. 0,σ2ε .

Partie I : Analyse de la spécification et modèle probit (7 points)

Question 1 (2 points) : (i) Précisez le signe attendu des paramètres théoriques βj , j = 0, 1, 2, 3 en
justifiant économiquement votre réponse. Que peut on conclure quant au signe de β4 ? On définit des
variables dichotomiques csp(j)i associées à la CSP de l’individu i :

csp
(j)
i =

1
0

si si = j
sinon

j = 0, 1, 2, 3, i = 1, ..,N

(ii) Proposez une écriture du modèle (2) en substituant la variable si par autant de variables di-
chotomiques csp(j)i qu’il est nécessaire et commentez les signes des coefficients γj associés à ces vari-
ables.

Question 2 (1.5 points) : On construit une variable dichotomique zi valant 1 si la consommation observée
de l’individu i est strictement positive et 0 dans le cas contraire. Dérivez la probabilité que l’agent i
consomme effectivement un produit cosmétique de cette gamme en fonction des vecteurs de paramètres
β = (β1 β2 β3)

3 et γ = (γ1 γ2 γ3)
3, d’une constante θ et de la variance des résidus σ2ε.

Question 3 (1.5 points) : Les paramètres du modèle probit associé à la probabilité de consommer ont été
estimés à partir des 10 000 individus de l’échantillon par maximum de vraisemblance. Le résultat de
ces estimations est reproduit sur la figure (1). Commentez ces résultats.



Figure 1: Résultats d’Estimation du Modèle Probit

Question 4 (2 points) : On s’intéresse au sous échantillon des individus appartenant à la CSP ”cadres
et cadres supérieurs”. On suppose que le revenu moyen annuel de ces individus est de 20000 euros,
que le prix moyen de leurs achats est de 30 euros. Calculez pour l’individu moyen de cette CSP, la
déformation de la probabilité d’achat imputable à l’action marketing.

Partie II : Modèle Tobit (5 points) Les résultats d’estimation par maximum de vraisemblance du
modèle tobit simple censuré sont reportés sur la figure (2). On admet que l’estimateur du maximum de
vraisemblance est convergent. On note

xi
(1,K)

= 1 ri pimi csp
(1)
i csp

(2)
i csp

(3)
i

Υ
(K,1)

= (θ β1 β2 β3 γ1 γ2 γ3)

Question 1 (1.5 points) : On considère l’individu moyen de la CSP des ”cadres et cadres supérieurs”
(csp(2)i = 1) pour lequel on rappelle que ri = 20 et p = 30. Calculez pour cet individu une prévision
du niveau de consommation potentiel E (c∗i /xi) en l’absence d’action marketing, puis refaites le même
calcul en cas d’action marketing. Quelle est alors la variation de consommation potentielle c∗i imputable,
toutes choses égales par ailleurs, à ce type d’action marketing ?

Question 2 (1.5 points) : La société X vous demande d’évaluer (toujours pour le même individu moyen)
la variation de la consommation effective imputable à l’action marketing. Vous calculerez pour cela
la prévision de la variable dépendante E (ci/xi) avec ou sans action marketing, et vous en déduirez la
variation consommation effective imputable à cette action marketing.

2



Figure 2: Estimation du Modèle Tobit

Question 3 (2 points) : Déterminez l’effet marginal associé au revenu ri et décomposez cet effet marginal
en un effet sur la probabilité de consommer et un effet sur le montant de consommation lorsque cette
dernière est observable (McDonald1 et Moffit 1980). Appliquez cette décomposition à l’individu moyen
de la CSP ”cadres et cadres supérieurs” en l’absence d’action marketing.

1McDonald, J. and R. Moffitt (1980) ”The Uses of Tobit Analysis”, Review of Economic and Statistics, 62, pp. 318-321
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Exercice 2 (10 points) : Modèle de déséquilibre

On cherche dans le cadre de cet exercice à construire la log-vraisemblance associée à un modèle de
déséquilibre suivant la méthodologie proposée par Nelson et Maddala (1974)2. Ce type de modèle se classe
dans la famille des modèles à régime inobservable et présentent de fortes similarités avec les modèles Tobit
censurés.

Les modèles de déséquilibre sont fondés sur l’idée selon laquelle les prix ne s’ajustent qu’imparfaitement
et qu’ils ne peuvent à tout moment équilibrer l’offre et la demande sur le marché étudié (Benassy 19763).
On note Dt la demande qui dépend d’un ensemble de facteurs X1,t et St l’offre supposée dépendre d’un
ensemble de facteurs X2,t.

Dt = X1,tβ1 + ε1,t (3)

St = X2,tβ2 + ε2,t (4)

où ε1,t et ε2,t désignent les résidus des deux régimes,βi ∈ RK pour i = 1, 2 et où les variables explicativesX1,t
et X2,t sont continues et observables. En revanche, on suppose que l’offre et la demande sur le marché
ne sont pas directement observables. En l’absence d’ajustement des prix, la règle nous permet toutefois
de postuler que la quantité effectivement échangée sur le marché notée Qt, qui est observable,
correspond au minimum de l’offre et la demande.

Qt = min (Dt, St) (5)

Ainsi par exemple, on observe la demande (Qt = Dt) dans le cas d’un régime de demande c’est à
dire lorsque Dt < St. On suppose pour simplifier que le vecteur des résidus εt = (ε1,t ε2,t)

3 est i.i.d. et
normalement distribué N (0,Ω) , avec :

Ω = E (εtε
3
t) =

σ21 0
0 σ22

(6)

On cherche ici à construire la log-vraisemblance associée à un échantillon de T observations q = (q1, .., qT )
et x = (x31, ..., x3T )

3 avec x = (x1,t x2,t) pour un ensemble de paramètres θ = β31 β
3
2 σ

2
1 σ

2
2
3
.

L (θ) = L (θ, q, x) =
T

t=1

log [fQt
(qt, θ)] (7)

où fQt (qt, θ) désigne la densité marginale deQt associée à une observation qt.A partir de cette vraisemblance,
Nelson et Maddala (1974) construisent des estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres β.

Les questions peuvent être traitées indépendamment les unes des autres en utilisant les résultats fournis.

On cherche tout d’abord à construire la densité marginale fQt (qt, θ), notée fQt (qt) pour simplifier les
notations, à la base de la construction de la log-vraisemblance. Pour cela, on admet que :

fQt (qt) = fQt|Dt<St (qt) + fQt|St<Qt
(qt) (8)

où fQt|Dt<St (qt) désigne la densité marginale de Qt sous l’hypothèse Dt < St et fQt|St<Qt
(qt) désigne la

densité marginale de Qt sous l’hypothèse St < Dt. On note gDt,St (dt, st) la densité jointe de Dt et St pour
des réalisations respectives dt et st de la demande et de l’offre.

Question 1 (3 points) : En remarquant que la densité marginale de la demande Dt s’écrit :

fDt (dt) =
∞

−∞
gDt,St (dt, z) dz

2Nelson, F.D,.et Maddala, G.S., (1974), “Maximum Likelihood Methods for Models of Markets in Disequilibrium”, Econo-
metrica, 42, No. 6, November, pp. 1013-1030.

3Benassy, J.P. (1976), ”Macroéconomie et théorie du déséquilibre”, Dunod
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montrez que la densité marginale de la quantité Qt lorsque Dt < St s’écrit sous la forme :

fQt|Dt<St (qt) =
∞

qt=dt

gDt,St (dt, z) dz (9)

et que de façon symétrique :

fQt|St<Dt
(qt) =

∞

qt=st

gDt,St (z, st) dz (10)

Question 2 (2 points) : En reprenant la définition de la densité marginale d’un vecteur de variables
normales, montrez que la densité jointe gDt,St (dt, st)des variables Dt et St s’écrit :

gDt,St (dt, st) =
1√
2πσ1

exp −1
2

qt − x31,tβ1
σ1

2

× 1√
2πσ2

exp −1
2

st − x32,tβ2
σ2

2

(11)

Question 3 (3 points) : A partir des résultats des questions 1 et 2, montrez que la densité marginale de la
quantité échangée Qt lorsque l’on est en régime de demande Dt < St peut s’écrire sous la forme :

fQt|Dt<St (qt) =
1

σ1
φ

qt − x31,tβ1
σ1

× 1√
2πσ2

∞

qt

exp −1
2

z − x32,tβ2
σ2

2

dz

où φ (.) désigne la fonction de densité de la loi normale centrée réduite. En posant un changement de
variable z = z − x32,tβ2 /σ2, avec dz = dz σ2, montrez que cette expression se ramène à :

fQt|Dt<St (qt) =
1

σ1
φ

qt − x31,tβ1
σ1

×Φ x32,tβ2 − qt
σ2

(12)

où Φ (.) désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Question 4 (2 points) : On admet que de façon, symétrique

fQt|St<Qt
(qt) =

1

σ2
φ

qt − x32,tβ2
σ2

×Φ x31,tβ1 − qt
σ1

(13)

Montrez que la log-vraisemblance du modèle de déséquilibre s’écrit alors :

L (θ) =
T

t=1

log
1

σ1
φ

qt − x31,tβ1
σ1

×Φ x32,tβ2 − qt
σ2

+
1

σ2
φ

qt − x32,tβ2
σ2

×Φ x31,tβ1 − qt
σ1

Que devient cette expression lorsque σ1 tend vers 0 ? Quels problèmes cela pose-t-il en termes d’opti-
misation numérique lorsque l’on cherche à déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance des
paramètres ?
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