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Exercice 1 (13 points) : Modèle Logit1

On considère une variable dichotomique prenant deux modalités (0, 1) et telle que :

Pr (yi = 1) = Λ (α+ βxi) (1)

où Λ (.) désigne la fonction de répartition de la loi logistique et xi désigne une variable di-
chotomique prenant deux valeurs {0; 1}. On dispose de 100 observations réparties de la façon
suivante :

Nombre d’Observations yi xi

16 observations yi = 1 xi = 1

26 observations yi = 1 xi = 0

32 observations yi = 0 xi = 1

26 observations yi = 0 xi = 0

Question 1 (1 point) : Déterminez en fonction des paramètres α et β, et de la variable
explicative xi, la probabilité d’apparition de l’évenement yi = 1

Question 2 (2 points) : Montrez que la fonction de log-vraisemblance de ce modèle logit peut
s’écrire sous la forme :

ln L (y;α, β) = −48× ln [1 + exp (−α− β)]− 52× ln [1 + exp (−α)]

−58× α− 32× β, (2)

Question 3 (2 points) : Montrez que les réalisations des estimateurs du maximum de vraisem-
blance (MV) des paramètres α et β valent :

α̂ = 0, (3)

β̂ = − ln (2) , (4)

Question 4 (2 points) : Montrez que l’estimation de l’effet marginal associé à la variable x
est égal pour tous les individus à −1/6. Remarque : on rappelle que la variable xi est
dichotomique et ne peut prendre que deux valeurs, i.e. 0 et 1.

Question 5 (2 points) : Testez l’hypothèse nulle H0 : β = 0 au seuil de risque de 5% en
utilisant un test de ratio de vraisemblance.

Q uestion 6 (2 point) : Donnez la valeur du R2 de Mac Fadden de ce modèle.

1D’après l’exemple donné dans le polycopié de cours de Jean Marc Robin "Econométrie des Variables Qual-
itatives", Université Paris 1.
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Question 7 (2 points) : Calculez les probabilités estimées de réalisation de l’événement pour
les différents d’individus de l’échantillon et tracez la ROC curve de ce modèle Logit.

Exercice 2 (8 points) : Probit polytomique ordonné2

On s’intéresse aux déterminants de la fréquentation F du cinéma. On observe uniquement
si l’individu i ne va jamais au cinéma (Fi = 0), va au cinéma au moins une fois tous les deux
mois (Fi = 1), moins d’une fois par moins (Fi = 2) ou au moins une fois par mois (Fi = 3). On
estime pour cela un modèle probit polytomique à seuils inconnus tel que :

Fi =


0
1
2
3

si s0 < y∗i ≤ s1
si s1 < y∗i ≤ s2
si s2 < y∗i ≤ s3
si s3 < y∗i < s4

, ∀i = 1.., N, (5)

où sj+1 ≥ sj et où la variable latente y∗i est définie par

y∗i = xiβ + εi, (6)

avec xi =
(
x1i ..x

K
i

)
, β = (β1...βK)

′ ∈ RK , εi N.i.d.
(
0, σ2ε

)
. Les variables explicatives retenues

sont :

• l’âge et le carré de l’âge (Age2, mesurée en années).

• le diplôme avec six modalités qui sont dans l’ordre : >Bac+2, Bac+2, Bac, BEP-CAP,
Brevet, et aucun diplôme (modalité de référence).

• le revenu par tranche. Par exemple, rev_46000=1 si l’individu gagne entre 37000€ et
46000€ par an, la modalité de référence étant un revenu inférieur ou égal à 27000 euros.

• la zone d’habitation. Par exemple, ville_10000=1 si l’individu habite une ville de moins
de 10000 habitants et ville_plus une ville de plus de 50000 habitants. La modalité de
référence correspond aux villes de 10000 à 50000 habitants.

Question 1 (1 point) : A partir de la sortie de résultats Stata ci-jointe, donnez une estimation
des seuils si, i = {0, ., 4} .

Question 2 (1 point) : Commentez les résultats. En particulier commentez l’effet de l’âge et
interprétez l’effet du diplôme.

Question 3 (1 point) : Exprimez la probabilité estimée d’aller au cinéma au moins une fois
tous les deux mois en fonction des paramètres β, σ2 et si. Le programme n’estime ni la
constante de la régression, ni la variance σ2, pourquoi ?

Question 4 (1 point) : Quelle est la probabilité estimée d’aller au cinéma au moins une fois
tous les deux mois pour un individu ayant le bac, de 35 ans, habitant une ville de 20000
habitants et gagnant 25000 euros par an ?

2D’après le contrôle 2009 du cours de Jean Marc Robin "Econométrie des Variables Qualitatives", Université
Paris 1, proposé par Jérôme Lê (PSE).
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Question 5 (2 points) : Supposons que l’on ait seulement comme variable explicative l’âge
et son carré, et que l’index soit défini par :

xiβ̂ = β̂1agei + β̂2 (agei)
2
, (7)

Calculez analytiquement l’effet de l’âge sur la probabilité d’aller au cinéma au moins une
fois tous les deux mois. Donnez la valeur de cet effet marginal pour un individu de 35 ans
en supposant β̂1 = −0.0505771 et β̂2 = 0.0002515, ŝ2 = −0.2379 et ŝ1 = −1.178.

Question 6 (2 points) : On considère à présent le modèle complet. Définissez l’effet marginal
du diplôme du baccalauréat sur la probabilité d’aller au cinéma au moins une fois tous
les deux mois. Remarque : On notera Zj , j = {0, 1, .., 5} la variable représentant les
différents niveaux de diplôme avec Z0 la référence et Z3 la modalité Bac. On notera γωi
la partie de l’index hors diplôme et πj le coeffi cient du diplôme, pour les modalités j.

Question 7 (1 point) : Ecrivez la contribution d’un individu à la vraisemblance et donnez
l’expression de la vraisemblance de l’échantillon.




