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Exercice 1 Tests Paramétriques.

Question 1 (1.5 point) On sait que (N — 1) 5% /0?2 suit un x? (N — 1) .Par ailleurs, la variable
correspond & une somme de variables normales i.i.d. et donc suit elle aussi une loi normale
de parametres (0.5 point) :

E(Xy)=m V(Xy)=0*/N (1)

Par ailleurs, si I'on suppose que les deux variables (N — 1) 5% /0 et (YN - m) J/ov N sont
indéprendantes (0.5 point), alors la variable transformée z vérifie :

(YN — m) /a\/ﬁ

(N-1)S% /o2
T N1

~ Student (N —1) 0.5 point

ou de fagon équivalente (0.5 point) :

Xn—m

m ~ Student (N — 1) (2)

Question 2 (1 point) On peut traduire ce souhait par un test bilatéral de la forme :
Ho:m=0 (3)

lem;éO (4)

Dans ce test, le risque de premiére espéce correspond alors a la probabilité de rejetter
I’hypothése de nullité des rendements moyens alors que les rendements moyens de l'actif
sont effectivement nuls.

Question 3 (2 points) On sait que :
W={Xy,.,Xy|Xn>K} (5)

Or sous Hyp, on a m =0 et donc :

XN
Sn/VN

Dés lors, par définition du risque I, on a (0.5 point) :

~ Student (N — 1) 0.5 point (6)

a=Pr {XN > K| &V)j]\V/N ~ Student (N — 1)} (7)

ou encore : . o
XN K Xy

Sn/VN ~ Sx/VN| S /YN

a=Pr [ ~ Student (N — 1)} (8)
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D’ou 'on tire que (0.5 point) :
SN
K=F1'(1-a)—= 9
( ) VN ©)

ou F'(.) désigne la fonction de répartition de la loi de Student & N — 1 degrés de liberté. Le
seuil critique de ce test dépend de 'échantillon via la quantité Sy (0.5 point).

Question 4 (2 points) On considére le méme test Hy : m = 0 contre Hy : m > 0, mais en
utilisant cette fois une statistique, dite statistique de Student, et une région critique de la
forme : o

W {X Xy| —2N >A} (10)
= Ly AN| 7=
Sn/VN
ol A est une constante déterminée par le niveau de risque de premiére espéce égal & a%. Par
définition, on a :

Xy ’ Xy :
a=Pr| ———= > A| ———= ~ Student (N — 1)> (0.5point) (11)
<SN/\/N Sn/VN
Donc :
A=F1(1-a) (12)
Ici, on a pour N —1=15:
A=F71(0.95) = 1.7531 (13)
et donc : o
W {X X XN >17531} (0.5 point)
= 1yy AN . .0 potn
Sn/VN
Or ici, on a : o
XN 1.5

= =3 (0.5 point 14
Sy/VN  0.2/4/16 ( ) (14)
La réalisation de la statistique de Student appartient & la RC W, donc pour un risque de
premiére espéce de 5%, on rejete ’hypothése de nullité des rendements moyens contre une
alternative de rendements strictement positifs. (0.5 point)

Question 5 (1 point) On considére a présent le test bilatéral Hy : m = 0 contre Hy : m # 0. (4).
La région d’accpetation (RA) de ce test fondée correspond a l'intersection des deux RA des
deux tests unliatéraux Hy : m = 0 contre H1 : m > 0 et Hy : m = 0 contre Hy : m > 0, c’est
a dire (0.5 point) :

Hp : m =0 contre H1:m>O:W—{X1,..,XN] <B} (15)
Sn/VN
H, 0 contre Hy :m < 0: W {X X X >A} (16)
0:m= ntr 1:m : = 1,y XN| ———=
Sn/VN

Toutefois les seuils A et B doivent étre déterminés pour un niveau de risque de /2% afin de
garantir un risque I de a% pour le test bilatéral. Soient (0.5 point) :

B=F1(1-a/2) (17)

A=F"1(a/2) (18)
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Deés lors, 'intersection des deux RA nous donne pour le test bilatéral une RA définie par :

W:{XLWXM14<&5$N<B} (19)
ou encore _
W = {Xl,..,XN| F1(a/2) < _AN_ <F_1(1—a/2)} (20)
Sn/VN
Dans notre échantillon, cela donne (N = 16) une RC de la forme :
W= {Xl,..,XN| AN [F*l (9) , Pl (1 - a)]} (21)
Sn/VN 2 2
ou encore _
W= {Xl, X SN)%N ¢ [—2.1314 ; 2.1314]} 0.5 point (22)
Puisque ici, on a : o
XN 1.5

Sv/VN 0236 (23)

La réalisation de la statistique de Student appartient a la RC W, donc pour un risque de
premiére espéce de 5%, on rejete 'hypothése de nullité des rendements moyens contre une
alternative de rendements strictement positifs. (0.5 point) .

Question 6 (1.5 points) On sait que

YN —m
—————= ~ Student (N — 1) (24)
Sn/VN
Dés lors on a par définition :
(Xn —m)
Pr |ty o < ——== <ti_ap| =1—« 25
[ NG 1 /2] (25)

ol ty /5 et t1_qo 2 désignent respectivement les fractiles d’ordre /2 et 1-a/2 de la loi Student (N — 1) .
On en déduit finalement (0.5 point):

—_ SN ~ SN
ICl—a = |:XN - ﬁtlfa/Z;XN - \/Nta/2:| (26)
puisque la loi de Student est symétrique. Application Numérique : SJQV =4et Xy =15 N =16,
a=5%

tl—a/2 — 2131 (27)
D’om l'on tire que :
1Ch.95 = [1 5 — i2 131; 1.5 — i2 131] = [0.4343; 2.5657] (28)
0.95 - . ’\/E . ) . ’\/E . - . I N

On remarque que cet intervalle ne comprend pas la valeur nulle.
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Question 7 (2 points) On admet que

G o= |Xy - 2NF (1——>;X _ 2N g (f) 29
o= X - o 3 Xy —Sr (5 (29)
Supposons que cet intervalle de confiance ne couvre pas la valeur nulle (0 ¢ IC;_,), alors
cela implique que

— SN o
XN—\/—NF<1—§)>O (30)
Deés lors, : o
XN (6% .
=N S F(1-2) 1 point 31
som > F-3) 1 (31)

Or, rappelons que la RC du test bilatéral est :

W = {Xl,..,XN| SN)j]\V/N ¢ [F*l (%) . Pl (1 - ;‘)]} (32)

Donc si X/ (SN/\/]V) > F (1 — %), alors X/ (SN/\/]V) appartient a la RC, ce qui
conduit a rejeter Hyp. On doit donc rejeter 'hypothése nulle de nullité des rendements (1
point). A Dinverse, si 'intervalle de confiance a 1-a% couvre la valeur nulle on est conduit a
ne pas rejeter Hg : m = 0 pour un risque I de a%. Au vu de I'IC de la question 6, on conclut
au rejet de Hyp : m =0 (+ 1 point bonus)
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Exercice 2 Tests d’Indépendance : le cas de la Presse. Baréme : 4 points. D’aprés un exercice
fourni par Mme Bessec (Université Paris 1X dauphine)

1 point pour le tableau de contingence

0.5 point pour la condition de regroupement
1 point pour la statistique

0.5 point pour le seuil critique

1 pour la conclusion

Figure 1:
- Tableau des effectifs theoriques

Siles 2 variables sont indépendantes, p =p wp = & T =pp =— - Doy

3 T - de 25 ans 25-80ans | S0 anset+ Total

rare a1 45 24 100

occasionnelle Trh 11248 a1 250

fréquente 46 5 67 5 36 150

Total 1455 235 120 a00

Tous les effectifs théoriques sont supérieurs & 4. On peut donc utiliser la loi du chi-deux pour
effectuer un test d'indépendance entre les 2 variables.

- Hypothése : H, : indépendance des variables X et I
- Statistique et leisous A
T o i 2
T 7 Py
-Eegle de decision :
Wtelque Aze
C:CPE = c= g}, =949 auseunil a=5%.

H—?’DZfoc—n =7 car Fyz4 Wi j (voir ci-dessus)

- Conclusion :

- z _ 4
(BO-31F  (50-36)
31 36
On rejette donc A, aux deux seuils. Les deux wariables ne sont pas indépendantes. On

Iei, AL, = =416 Wa

retrouve donc a ce niveau les résultats de la question 2.
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Exercice 3 Mazximum de Vraisemblance . Baréme : 5 points

On considére une variable aléatoire X & valeur dans N supposée suivre une loi géométrique de
parameétre 6 > 1. On rappelle que la fonction de densité de X est définie par :

r—1 .
f(x;e):{ (1-H""1 size{1,2,3,.} (39)

0 sinon

On considére un N-échantillon {X7,.., Xn} ou les variables X; sont supposées i.i.d. de méme loi
que X.

Question 1 (1.5 point) La vraisemblance s’écrit de la fagon suivante :

1 1" !
L0 Xi0) =TT f w50) = o TV, (1 5) 31
Ce qui peut se réecrire sous la forme :
N 1 1 D imy mi—l
L(Xy,.., Xn;0) =][0; [ (zis0) = oy <1 - 0) (35)
La log-vraisemblance devient :
al 6—1
logL(X1,.,Xn;0) = —Nlog(0)+ Z (x; — 1) log ()
i=1 0
N N
= —Nlog(6) + Y (zi—1)log (6 —1) = > (z; — 1)log (6) (36)
i=1 =1
En simplifiant, il vient :
N
log L (X1,..,Xn;0) = —Nlog(6)+ > (z; —1)log (6 sz log (0) + N log (6)
i=1

N
= (Z T — N) log (6 Z z; log (0 (37)
i=1

Question 2 (2 points) Par définition :
0= argmax log L (X1, .., Xn;0)

Les conditions CN et CS de la maximisation de la vraisemblance sont les suivantes.

dlog L (X1,.,Xn;0) [ 1 N e
5 (0_1) <;x,—N —9;%0 (38)

En réarrangeant les termes, il vient :

N N
0> @i—ON—(0—-1)> z=0 (39)
=1 i=1
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N N N
i=1 i=1 i=1
D’ou l'on tire que (1 point) :
. 1 &
NI
On vérifie que ¢’est un maximum puisque (1 point) :
&2log L (X1,.., Xn;0) 1 N 1 Y
= - i—N|+5 i
o0° P\ 2
1 — 1
- - (NXy-N)+-NX
(0 o 1)2 ( N ) 92 N
1 — _
IO [—92 (N Xy - N) +NXN(9—1)2}
1 _ _ _ _
= Fuo1? [—6°N Xy + N6* + N Xn6> —2N Xn0+ NX ]
1 — _
= Fo_1p [N6® —2N X n0 + NX n| (42)

Or au point optimal 0= X, donc on a :

PlogL(X1,..,Xn:0 1 - . _
og L ( Lo N; ) — ﬁ[NX?V_QNX?V_FNXN}
1 — o
_ ﬁ{—NXN—FNXN]
Xy (Xn-1)
~NXy(Xy-—1
= —2 N—( = 2) (43)
Xy (Xn-1)
D’ou l'on tire finalement :
PlogL(X1,..,XnN:0 —-N
gL (X, Xnif) S — (44)
00 i—xy Xn(Xn-1)

puisque Xy > 0.

Question 3 (1.5 point) Montrez que cet estimateur 0 est sans biais et convergent. On sait que :
— 1

E(G) :E(XN):NZ;E(XZ-)ze (45)
1=

L’estimateur est sans biais (0.5 point). Sa variance vaut (0.5 point) :

N
. — 1 0(6—1
V(@):V(XN):NZZV()Q):W (46)
i=1
On en déduit que :
v (0o "

7
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L’estimateur est donc convergent en probabilité (0.5 point).

920 (48)

N—oo

Question 4 (1 point) Calculons la borne FDCR dans ce cas :

1
FDCR = — (49)
In
avec :
0?log L (X1,.., Xn;0 N
IN:E— og ( 1;7 N’) :|:E [ (50)
00 0 Xy (Xn-1)
Dés lors, on a (attention l’espérance est un opérateur linéaire, on ne peut effectuer le calcul
directement) :
1 _
FDCR = NE [XN (XN — 1)]
1 _
= ¥F XA - X
R )
= B [Xy-E(Xy)
1
= —V(X
SV (%)
0(0—1)
- (51)
On retrouve donc : 60— 1)
v (9) = FDCR = —— (52)

L’estimateur du MV est efficace.



