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Exercice 1 Mazimum de Vraisemblance et loi exponentielle. Baréme : 5 points

Une société de vente a distance cherche & étudier la durée, notée D, qui s’écoule entre deux
appels sur une plateforme téléphonique. On suppose que D suit une loi exponentielle de paramétre
f admettant pour fonction de densité :

1 d
Elle dispose pour cela d'un N-échantillon aléatoire {Dy,.., Dy} i.i.d. de méme loi que D. On
admet que les deux premiers moments de la v.a.r. D sont définis par :

E(D)=6 V(D)=#6% (2)

On suppose que le parameétre 6 est inconnu et I’on se propose de l'estimer par la méthode du
maximum de vraisemblance.

Question 1 (1 point) Etant donnée la définition de la variable D, quel contrainte doit satisfaire
le coefficient 6 ?

Question 2 (1.5 points) Montrez que la log-vraisemblance associée au N-échantillon { Dy, .., Dy}

s’écrit :
N

InL(Dy,..,Dy;0) = —N1n () — %ZDi. (3)
=1

Question 3 (1.5 points) Montrez que l'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre
0, noté 6, correspond a la moyenne empirique de I’échantillon, i.e. Dy = (1/N) ZZ]\L 1 di.

Question 4 (1 point) Montrez que 'estimateur du maximum de vraisemblance est sans biais et
convergent.

Exercice 2 Tests paramétriques: Baréme : 10 points

Une société cherche a établir le profil des ventes d’un produit A en fonction des ventes d’autres
produits de sa gamme. Elle considére pour cela un modeéle de régression linéaire liant le logarithme
des ventes mensuelles du produit A, notées g4, au logarithme des ventes mensuelles d’un produit
B, notées gp. Ce modeéle de régression s’écrit sous la forme suivante :

ga=a+bgp+e (4)



ou ¢ désigne un terme d’erreur aléatoire, et oul a et b sont deux paramétres réels. A partir d’un
échantillon de T' observations {ga1,..,qar} et {¢B1,..,¢B1}, la direction commerciale souhaite

effectuer le test suivant :
Ho :b=1 (5)

Hi:b>1 (6)

On admet que la région critique du test UPP de niveau a de 'hypothése nulle Hy : b = 1 contre
Hi: b>1 est de la forme :
W ={qa1,-~q81 | ty > A} (7)

ol A est une constante déterminée par le risque de premiére espéce et ol t, désigne une statistique
(dite statistique de Student) dont la loi sous Hy est supposée connue et telle que :

ty ~t (T —1) (8)

Hy

ot t (T — 1) désigne la loi de Student & T'— 1 degrés de liberté.

Question préliminaire A (0.5 point) Quelle est la signification économique du parameétre a 7
Remarque : on rappelle que si

log (Y) = c+dlog (X) 9)
alors : 9 X

Question préliminaire B (0.5 point) Commentez la forme de la région critique.

Question 1 (1 point) Déterminez le seuil critique A en fonction du risque de premiére espéce «,
de la taille de I’échantillon T, et de la fonction de répartion de la loi de Student ¢ (7" — 1),
notée Gr_1 (), Yz € R.

Question 2 (1 point) On suppose que la société observe une réalisation de la statistique de Stu-
dent ¢, égale & 2.34 dans un échantillon comportant 7' = 30 observations de ventes mensuelles.
Quelle conclusion doit-elle tirer quant a la valeur de b pour un niveau de risque o de 5% ?

Question 3 (1 point) A partir des seules hypothéses fournies, est-il possible d’exprimez la fonc-
tion puissance de ce test 7 Justifiez précisément votre réponse.

Question 4 (1 point) A partir des données historiques de ventes du produit B et de trajectoires
tirées au hasard pour les résidus ¢, on simule 100 pseudos-échantillons de 30 valeurs de ventes
g pour chacune des valeurs suivantes du parameétre b : b = 1.5, b = 2 et b = 3. Pour chaque
pseudo-échantillon, on calcule la statistique de Student ¢,. Dans le tableau ci-dessous, les 100
valeurs de la statistique ¢, sont réparties par rapport a la valeur du seuil critique A pour un
niveau de risque de 10%, a savoir A = 1.311. A partir de ces informations, tracez la fonction
puissance du test pour un niveau de risque de premiere espece de 10%.

Tableau 1 : Puissance empirique

b=15 b=2 b=3
Nombre d’échantillons avec £, > 1.311 17 36 95
Nombre d’échantillons avec £, < 1.311 83 64 5




Question 5 (2 points) On considére finalement le test bilatéral :
Hy:b=1 (11)
Hy:b#1 (12)

Déterminez la région d’acceptation de ce test en fonction du risque de premiére espéce «, de
la taille de I’échantillon 7', et de la fonction de répartion de la loi ¢ (T' — 1), notée Gpr_; (z),
Vz € R.

Question 6 (1 point) Sil’on suppose que la société dispose d’un échantillon de trés grande taille
(T — o0), sous quelles conditions sur la valeur absolue de la statistique de Student t;, pourra-
t-on dire que le parameétre b est significativement différent de 1 (autrement dit, que 1’on rejette
Hp : b=1) au seuil de risque de 5% ?

Question 7 (2 points) On suppose que la société dispose d’un échantillon de treés grande taille
(T' — o0) et que la réalisation de la statistique de Student ¢; est égale a -1.645. A partir de
quel seuil de risque de premiére espéce a pourrait-on conclure au non rejet de I’hypothése
nulle Hy : b = 1 contre une alternative Hy : b % 1 7 Remarque : montrez que ce seuil de
risque vaut :

o =2x[1-Gu ()] (13)

0t Goo (x) désigne la fonction de répartition de la de Student avec un degré de liberté infini
(loi normale).

Exercice 3 Test d’Adéquation : Baréme : 5 points.

On souhaite tester si une variable X suit une loi binomiale négative de paramétre n et p, notée
NegBin(n, p) . On rappelle que la loi binomiale négative est une distribution de probabilité discréte.
Elle décrit la situation suivante: une expérience consiste en une série de tirages indépendants,
donnant un succes avec probabilité p et un échec avec une probabilité complémentaire. Cette
expérience se poursuit jusqu’a l'obtention d’un nombre donné n de succés. La variable aléatoire
représentant le nombre d’échecs (avant I'obtention du nombre donné n de succeés) suit alors une
loi binomiale négative'. Ainsi, si X suit une loi NegBin(n,p), avec n > 0 et 0 < p < 1, alors la
probabilité que X soit égale a k est égale a :

Pr(X=k=Cr, xp"x(1-p", Vke{0,1,2,..}, (14)
ot le coefficient binomial Cﬁ 41 est défini par :
i _ (k+n—1)
Crik-1= m (15)

On considére un échantillon de 100 variables aléatoires indépendantes {X1,..Xn} de méme loi
que X. Pour ces 100 variables, on observe les effectifs empiriques suivants :

X; 0 1 2 3 4
Nombres d’observations 16 18 19 16 11

5 6 7 Total
9 6 5

100

Testez au seuil de 5%, 'hypothése selon laquelle la variable X suit une loi binomiale négative
de parameétres p = 0.5 et n = 3.

'Source : Wikipedia. Article "loi binomiale négative".



