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Exercice 1 Barème : 22 points.

Question 1 (2 points) Première façon

E (ba) = a (0:5 point) (1)

V (ba) = a2

T
(0:5 point) (2)

Donc
lim
T!1

V (ba) = 0 (0:5 point) (3)

Il s�ensuit que
p lim
T!1

ba = a (0:5 point)

Autre façon (2 points + 1 point bonus) : Les variables ft1; ::; tT g sont i:i:d:; d�après la loi
faible des grands nombres, il vient immédiatement :

p lim
T!1

ba = a (4)

Question 2 (2 points) On sait que :

E [(ba� a)]2 = V (ba) = a2

T
(5)

Dès lors,
lim
T!1

E [(ba� a)]2 = 0 1 point (6)

Donc : ba m:s:�!
T!1

a 1 point (7)

Question 3 (2 points) On admet que ba m:s:�!
T!1

a (8)

Dès lors, quelle que soit les valeurs k > 0 et r > 0, on a :

Pr [jba� aj > k] � 1

kr
E (jba� ajr) 1 point

Pour r = 2; il vient :

Pr [jba� aj > k] � 1

k2
E
�
jba� aj2� 1 point (9)

() k2 Pr [jba� aj > k] � V (ba) 1 point

D�où �nalement

k2 � Pr [jba� aj > k] � a2

T
(10)
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Question 4 (2 points) Les variables ft1; ::; tT g sont i:i:d: avec E (t) = a et E (t) = a2 (0.5 point).
Dès lors, par application du théorème central limite (0.5 point), il vient :

p
T

 
1

T

TX
t=1

ti � a
!

d:�!
T!1

N
�
0; a2

�
(11)

Dès lors (1 point) : p
T (ba� a) d:�!

T!1
N
�
0; a2

�
(12)

Question 5 (2 points) La log-vraisemblance de ft1; ::; tT g s�écrit :

logL (t1; ::; tT ; a) = �T log (a)�
TX
i=1

ti
a
1 point (13)

Dès lors, il vient :

@ logL (t1; ::; tT ; a)

@a

����ba = �Tba +
TX
i=1

tiba2 = 0 (14)

Pour ba > 0; il vient :
ba = 1

T

TX
t=1

ti 0:5 point (15)

On véri�e la condition su¢ sante :

@2 logL (t1; ::; tT ; a)

@a2

����ba =
Tba2 �

TX
i=1

2tiba3
=

Tba2 � 2Tbaba3
= � Tba2 < 0 0:5 point (16)

Question 6 (2 points) La borne FDCR est dé�nie par l�inverse de la quantité d�information de
Fisher:

IT (a) = E
�
�@

2 logL (t1; ::; tT ; a)

@a2

�
= E

�
T

a2

�
=

T

a2
1 point (17)

On sait que :

V (ba) = a2

T
=

1

IT (a)
0:5 point (18)

L�estilateur ba est e¢ cace au sens de la borne FDCR (0:5 point).
Partie II. Tests paramétriques ( points)
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Question 7 (2 points) On sait que :

L (t1; ::; tT ; a) =
1

aT
exp

 
�

TX
i=1

ti
a

!
1 point (19)

Dès lors, il vient

L (t1; ::; tT ; a0)

L (t1; ::; tT ; a1)
=

�
a1
a0

�T
exp

"�
a0 � a1
a1a0

� TX
i=1

ti

#
1 point (20)

Question 8 (2 points) D�après le lemme de Neyman Pearson, la la région critique du test UPP
de niveau �% est de la forme :

W =

�
t1; :; t T j

L (t1; ::; tT ; a0)

L (t1; ::; tT ; a1)
� K

�
; (21)

où K est une constante déterminée par le risque de première espèce � (0. point). Il vient :

L (t1; ::; tT ; a0)

L (t1; ::; tT ; a1)
=

�
a1
a0

�T
exp

"�
a0 � a1
a1a0

� TX
i=1

ti

#
� K; (22)

, exp

"�
a0 � a1
a1a0

� TX
i=1

ti

#
� K

�
a1
a0

�T
; (23)

,
�
a0 � a1
a1a0

� TX
i=1

ti � log
"
K

�
a1
a0

�T#
; (24)

Ici on a a1 > a0; donc il vient :

1

T

TX
i=1

ti >
1

T

a1a0
a0 � a1

log

"
K

�
a1
a0

�T#
; (25)

où encore :
1

T

TX
i=1

ti > C 1 point (26)

où C est constante déterminée par le risque de première espèce.

W = f t1; :; t T j ba > Cg ; 0:5 point (27)

Question 9 (2 points) D�après le théorème central limite,

p
T (ba� a) d:�!

T!1
N
�
0; a2

�
(28)

Donc pour un échantillon de très grande taille :

ba � N �a; a2
T

�
0:5 point (29)
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Dès lors, il vient :
� = Pr [ba > C j a = a0] 0:5 point (30)

, 1� � = Pr
� ba� ao
a0=
p
T
� C � ao
a0=
p
T

���� ba� aoa0=
p
T
� N (0; 1)

�
0:5 point (31)

, ��1 (1� �) = C � ao
a0=
p
T

(32)

, C ' a0 +
aop
T
��1 (1� �) 0:5 point (33)

Question 10 (2 points) La puissance P de ce test en fonction est dé�nie par :

P = Pr [ba > C j a = a1] 0:5 point (34)

, P = 1� Pr
� ba� a1
a1=
p
T
� C � a1
a1=
p
T

���� ba� a1a1=
p
T
� N (0; 1)

�
0:5 point (35)

, P = 1� �
�
C � a1
a1=
p
T

�
(36)

, P = 1� �
�
a0 � a1
a1=
p
T
+
ao
a1
��1 (1� �)

�
0:5 point (37)

Question 11 (2 points) On considère à présent le test bilatéral suivant :

H0 : a = a0; (38)

H1 : a 6= a1: (39)

On sait que la région d�acceptation de ce test correspond à l�intersection des régions d�acceptation
des tests unilatéraux correspondants de niveau �=2 (1 point). Dès lors, il vient que pour un
échantillon de grande taille :

W =

�
t1; :; t T j a0 +

aop
T
��1

��
2

�
< ba < a0 + aop

T
��1

�
1� �

2

��
; 1 point (40)
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