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Exercice 1 Baréme : 22 points

Question 1 (2 points) Premiere fagon

E (3) —=b (0.5 point) (1)
v (b) = % (0.5 point) 2)
oo lim v (E) =0 (0.5 point) (3)

Il s’ensuit que R
plimb=1>b (0.5 point)

N—o0

Autre fagon (2 points + 1 point bonus) : Les variables {X7,.., Xy} sont i.i.d., d’apres la loi
faible des grands nombres, il vient immédiatement :

plimb=b (4)

N—oo

Question 2 (2 points) On sait que :

E[(B—bﬂ :V(Z) :% (5)

Deés lors,
o 2
lim E [(b - b) } —0 1 point (6)
N—o0
Donc : R
b ™% b 1 point (7)
N—o0
Question 3 (2 points) On admet que N
b % p (8)
N—o0

Deés lors, quelle que soit les valeurs ¢ >0 et r > 0, on a :

Pr [/b\— b’ > c} < C—lr]E (‘3— b T) 1 point
Pour r = 2, il vient :
Pr[B—b‘ >c} gleE (‘3—1}’2) 9)
— Pr [g—b‘ > c] §V</b\) 1 point
D’ou finalement R b
c2xPr[b—b‘>c}§N (10)




Question 4 (2 points) Les variables {X1,.., Xy} sont i.i.d. avec E(X;) = bet V(X;) =b (0.5

point). Deés lors, par application du théoréme central limite (0.5 point), il vient :

N
1 d.
VN (N;XZ - b) 2 N(0.D)
Dés lors (1 point) :
VN (B_ b) ., N(0,b)
N—o0

Question 5 (2 points) La vraisemblance de {X7,.., Xy} s’écrit :

N b pXi
L(Xy,..,Xn;b) = -
( 19 ANy ) 11316 XZ |
—bN ﬁ b
= e
i=1 Xi !
La log-vraisemblance de { X7, .., Xy} s’écrit :
N N
InL(X1,., Xn;b) = =bN +In(b) Y X; =Y In(X;!) 1 point
i=1 i=1

Deés lors, il vient :

dlnL (Xy,.,Xn;b) 1
— N+-5°X;
ab >

Pour b > 0, il vient :

OlnL(Xy,..,XnN;b)
ob

1 N
‘ =-N+=) X;=0
b b3

1 X
b:NZXi 0.5 point

i=1
On vérifie la condition suffisante :
PInL (X, .., Xn:b) 1 .
b2 - T EXi <0 (0.5 point)
=

(11)

(12)

(17)

(18)

Question 6 (2 points) La borne FDCR est définie par I'inverse de la quantité d’information de

Fisher:

_82IHL(X1,..,XN;Z)):|

Iy (b) = E[ b2

:E(

(Xi)

T/~

Il
1\3"‘
&=

> o
~
Il
—_

(1 point)

@\2%\



On sait que :

v (E) - % - INl(b) (0.5 point) (22)

L’estimateur b est efficace au sens de la borne FDCR (0.5 point).
Partie II. Tests paramétriques ( points)

Question 7 (2 points) On sait que :

N pXi
L(X1,.,Xn;b)=e N %1 (23)
=1 1

Deés lors, il vient

m\
Z
=

N
I
—

L (X1, .., Xn;bo)
L(X1,..,XnN;b1)

('B‘
E
=

X;
_ N [ (bO) (24)
1L\ 5
Sy X
= Ni=bo) o <bo> 1 1 point (25)

Question 8 (2 points) D’aprées le lemme de Neyman Pearson, la la région critique du test UPP
de niveau a% est de la forme :

L (X17 aXN7b0)
=49 X1,,X <K 2
W { 17 ) N | L(Xl’..’XN;bl) — ) ( 6)

ou K est une constante déterminée par le risque de premiere espéce o (0.5 point). Il vient :

N X,
L (X1, Xnibo) _ N@pi-bo) (bo>21_1 <K (27)

L(X17"7XN;b1) by B
N b
& N(br—bo)+ Y X; 1n<0> <In(K), (28)
=1 b
N b
&Y Xihn (°> <In(K)— N (b1 — by), (29)
i=1 b

ici on a by > by, donc 2—? <1douln (2—2) < 0. Deés lors :

<:>§:Xizln(K')—]\Z(bl—bg)’ (30)
i—1 In (ﬁ)
N

@ZXZ_IH(K)_N(bl_bO) (31)



1o~ _ In(K)— N (b —by)
# NN N ) o)

ol encore :

N
NZXi > D 1 point
i=1

ol D est constante déterminée par le risque de premiére espéce.

W = {Xl,.,XN | 5> D}, 0.5 point

Question 9 (2 points) D’apres le théoréme central limite,

\/N(E—b) . N(0,b)

N—oo
Donc pour un échantillon de trés grande taille :

b
b~ N <b, N> 0.5 point

Dés lors, il vient :
a=Pr [3> D ‘ b— bo} 0.5 point

b—b, _D—b, | b—b,
&S 1l—-—a=Pr < ~ N (0,1)| 0.5 point
Vbo/N = /bo/N | /bo/N
e a1 (1-a)= 2%
/bo/N

/b
& Do~ b+ NO(I)_l (1 —a) 0.5 point

Question 10 (2 points) La puissance P de ce test en fonction est définie par :

P=Dr [3>D ‘ b:bl} 0.5 point

b—b D—b | b—b
& P=1-Pr L < ! L ~ N(0,1)| 0.5 point
Vbi/N = /b1 /N | \/b1/N
ep—1-02=b
V/bi/N
ep—1-o(b=b b£<1>—1(1—a) 0.5 point
\/bl/N bl

(34)

(44)

Lorsque la puissance est évalué a tort pour by = by, alors la puissance est égale a «, le risque I

(0.5 point) .



Question 11 (2 points) On considére a présent le test bilatéral suivant :
Hy : b = by, (45)

Hl b#bl (46)

On sait que la région d’acceptation de ce test correspond a I'intersection des régions d’acceptation
des tests unilatéraux correspondants de niveau «/2 (1 point). Deés lors, il vient que pour un
échantillon de grande taille :

i bO —1 (6% o bO -1 (e .
W—{tl,.,tT\bo—i- N(I) <§)<b<bo+\/ﬁ@ (1—2)}, 1 point (47)



