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Introduction

our I Informatique

“La logique est [...] I'étude des régles formelles que doit respecter toute
déduction correcte.”
Accessoirement, “Algorithmique = Logique + Controle.”

Au programme

Booléens et algébres de Boole.

>
> Logique formelle.

» Déductions formelles.
>

..vers la déduction automatique.



ur Ilnformatique.

Intuitivement

Booléens
Definition (Algébre minimale)
L"algébre minimale de Boole, notée B est I'ensemble {Vrai, Faux} doté
des lois A (conjonction) et — (négation) définies par

a b anb -a
v v v F
VvV F F F
FV F Vv
FF F Vv
A partir de A et -, on définit v/
ah @y azs o3 ar @ <z 2s 3
e pour Unformasiaue i e nfrmains
Algébre de Boole Exemples

Préts?

Definition (Algébre de Boole)

Une algébre de Boole est un ensemble E doté de deux éléments distincts
L et T, de deux opérations binaires sur E LI et M et d'une opération
unaire sur E — telles que

Proposition
L algébre de Boole minimale ({F, V'},V,A,—) est une algébre de Boole
avec F=LetV =T (ouf )

> L et sont id associatives, ¢ ives, distributives
I'une par rapport a I'autre Proposition
Vx,y € ExN(xUy)=x=xU(xMNy) L algébre de Boole minimale prise a I'envers ({F, V},A,V,-) avec
L est neutre pour LI et absorbante pour 1 V = L et F=T est encore une algébre de Boole !

xMNx =1

>
>
» T est neutre pour N et absorbante pour L
>
> XxUX=T.



Math:
Booleens
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Exemples

Maths

et b

Proposition
Si E n’est pas vide, I'ensemble des parties de E forme une algébre de

Boole minimale. Note Ce qui précéde était pour votre culture générale. Vous ne vous en

. reservirez pas souvent (voire jamais).
Preuve Il suffit de prendre L =0, T=E nM=nNU=Uetle
complément dans E pour —
.ouT=(, L=E nN=u, U=n et le complément dans E pour — !
Q Contrairement a B, P(E) contient plus de deux éléments. Comment
l'interpréter ?
Typiquement, on inteprétera E comme un ensemble de variables et
X C E comme I'ensemble des variables dont la valeur est Vrai.

Vinformatique i Vinformatique

Logique formelle

La logique formelle provient de ives de ire le

humain

En tant qu’outil de psychologie, ¢a a ses limites, mais ca reste la
meilleure maniére de comprendre ce qu’est une démonstration correcte —
et, au juste, ce qu’elle prouve.

Note Méme si c'est tentant, il n'est généralement pas possible d'écrire
une preuve un peu complexe entiérement en logique formelle. Pour faire
ce genre de choses, on utilise Coq..

Logique formelle



Propositions

Definition (Proposition informelle)

Une proposition informelle est une phrase avec une signification précise et
constante dans le temps, et qui est forcément vraie ou fausse — méme si
on ne sait pas encore dans lequel des deux cas on est.

Exemples “1 = 2", Vn € N\{0,1,2},Va, b,c € N*,a" + b" # c™, “il a
gelé quelque part a Bourges dans la nuit du 19 au 20 mars 2007"

our Vnformatique

Wathirm
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Implication

Definition (Implication)
Si P et Q sont deux propositions traitant des mémes objets, on dit que P
implique @ (ou P = Q), si soit Q est vraie, soit P est fausse.

Definition (Implication)
Si P et Q sont deux propositions, la réciproque de P = Q est Q = P

Note La validité de la réciproque est totalement indépendante de la
validité du sens direct

Proposition
L'implication est une relation d'ordre.

pour I Informatique
tionnelle

Et & partir de 1a?
Tout dépend de ce que nous souhaitons faire avec la logique...

Logique propositionnelle Logique traitant des relations entre symboles et
entre preuves.

Logique des prédicats Logique propositionnelle + quantificateurs.

Logique épistémique Logique des prédicats + une notion d'agents.

Logique linéaire Logique des prédicats + une notion de coiit d'une
hypothése.

Logique propositionnelle
Interprétations
Séquents



Quelques symboles

Pour la suite, nous considérerons N = {p, q,r ...}, I'ensemble
(dénombrable) des noms de variables propositionnelles.

Definition (Formule)

L’ensemble F des formules pi iti lles est le ble du

monoide libre engendré par A" U {NON , IMPLIQUE ,(,)} et défini par

F o= N
| Nn F

| F IMPLIQUE F

Note IMPLIQUE , - et les parenthéses sont, pour le moment, des
symboles sans signification. En particulier, les notions de vrai et faux
n'ont pas encore de sens |

Mathématiques

L

Linterpréta

e Vinformatique

Sémantique

Definition (Sémantique)

Dans n'importe quel langage, la sémantique d'une expression est la
signification donnée a cette expression.

On définit toujours un langage par rapport a un langage plus simple. lci,
la sémantique d’une formule sera la détermination de sa véracité.

s pour I Informatique
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Validité

Definition (Interprétation)
L'interprétation des variables est une fonction / : N'— {V,F} qui
détermine quelles variables sont vraies

Definition (Interprétation)
L'interprétation des formules a partir d'une interprétation / sur les
variables est une fonction J; : F — {V, F} définie par

» Vn € N, Ji(n) = I(n) est une interprétation de variables;

> Ji(NON f) = J;(f) (la négation dans {V,F}

> Ji(f IMPLIQUE f') = Ji(f) = Ji(f').

Les symboles NON et IMPLIQUE font partie de la formule, tandisque
=, -, V et F font partie du monde des mathématiques.
En d'autres termes, nous calculons le résultat de la formule

formule

= runction

e formule i f)
ete_farmule i g) ||
Formule i §)

« i
val interprete_formule : (string —> bool) —> formule —> bool = <fun>



Tautologies & co.

Definition (Tautologie)
Une formule f est une tautologie si toutes ses interprétations sont vraies.

Definition (Satisfaisable)
Une formule f est satisfaisable s'il existe au moins une interprétation de f
qui soit vraie.

Definition (Insatisfaisable)
Une formule f est satisfaisable si toutes ses interprétations sont fausses.

Mathématiques
L

Linterprétations

e Vinformatique

Quelques exemples

Proposition
Les formules p IMPLIQUE p, p IMPLIQUE g, p IMPLIQUE NON p
t-elles des logies ? Satisfaisables ? isfaisables ?

our I Informatique
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Définitions

Definition (Disjonction)
Pour tout f et tout ', définissons la formule f 0U f’ (ou “disjonction de
f et f”) comme NON f IMPLIQUE f'.

Definition (Conjonction)
Pour tout f et tout f', définissons la formule f ET £’ (ou “conjonction
de f et f"') comme NON (f IMPLIQUE NON f').

Encore des exemples

Proposition
Les formules p ET NON p, p OU NON p sont-elles des tautologies ?
Satisfaisables ? Insatisfaisables 7

» p ET NON p est insatisfaisable — pour ce faire, il suffir de vérifier
avec toutes les interprétations de variables / telles que /(p) = V et
avec toutes les interprétations de variables / telles que /(p) = F

> p OU NON p est une tautologie — pour ce faire, il suffir de vérifier
avec toutes les interprétations de variables / telles que /(p) = V et
avec toutes les interprétations de variables / telles que /(p) = F.



Séquents

Definition (Séquent)

Un séquent est un couple (P, c) composé d'un ensemble éventuellement
vide P de formules logiques (les prémisses) et d’une formule c (la
conclusion).

Les séquents sont la premiére étape dans |a formalisation d’'un
raisonnement.

Véracité

Definition (Vrai)
Un séquent est vrai dans une interprétation | si, dans cette
interprétation, les prémi: impli la i

Definition (Valide)

Un séquent est valide s'il est vrai dans toutes les interprétations.

Lorsqu'un séquent (P, c) est valide, on note P |= ¢

T DRE TR Y DRI T
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onnele
Lsiquents
Quelques régles

L. Proposition
Proposition . . . . P |= ¢ si et seulement si P |= NON NON c.
La formule f est vraie dans | si et seulement si le séquent (1), f) est vrai
dans [. Proposition

e Si P =NON (f IMPLIQUE f’) alors P =NON f' et P|=f.
Proposition E ( q ) [ =

La formule f est valide si et seulement si le séquent (0, f) est valide.

Exercice
P U{f} = c si et seulement si P U {NON NON f} |=NON NON c.
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Inférence

Objectif Définir une logique.
Notation Régle d'inférence (ou de déduction).

Prémisses -
————— Conditions
Conclusion

Logiques “Si les conditions sont remplies et si les prémisses peuvent étre prouvées,

Termes de preuves alors, la régle Nom permet de prouver la conclusion.”

Preuves et programmes

s pour I Informatique

auer pour Unformatiaue Wathirm
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Régles d'inférence Exemple

» Le nom est juste un nom

Premisse fep

» Les conditions peuvent étre de n'importe quelle forme. PHf
» Les prémisses sont de la forme Py I ¢, Py | ¢,. . .c'est-a-dire “sous
les hypothéses Py, on peut prouver ¢;, sous les hypothéses P>, on

peut prouver ¢p..."

v

Cette régle s'appelle Premisse.

v

La régle ne s'applique que si f est I'une des formules de P.

» La conclusion est de la forme P |- ¢, c’est-a-dire “sous I'hypothése > Pa.s de prémisses = il n'y a rien & prouver. C'est un cas de base ou
P, on peut prouver c.” axiome.
> On cherche a prouver que P f, c'est-a-dire que sous les

hypothéses P, la formule f est valide.



pour I'Informatique

Exemple Pourquoi?

Note Ceci est uniquement une notation. Avant de s’en servir, il faut se
débrouiller pour que les régles soient bonnes.

Definition (Logique)

Premisse Prf fep Une logique L est un ensemble de régles d'inférence.
“Pour prouver que f est vrai sous les hypothéses P, lorsque f est une des Definition (Prouvab|e)
hypothéses, il suffit d'invoquer la régle Premisse.” L ble des propositions p bles dans L est I" ble construit
par induction structurelle 3 partir de L.
aves v Vinfrmainss Kot s Vs
On continue ? Logique des séquents

Premisse — f € P Augmentation — "~ f
7 o7

Q Tout le monde est d’accord ?

Note Sauf mention du contraire, tous les noms de variables, ensembles.. Modus Ponens Z-* p,il' e Synthese -7 ::,,)”:‘,: <
qui apparaissent dans une régle d'inférence sont considérés comme
quantifiés par V.

Prf
P o £

Double négation 1 Double négation 2

P oo wox £
P f

Absurde PU Ul re  PUlf b g
P £
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Vers la déduction. ..

Q Que sommes-nous en train de faire ?
A Nous sommes en train de formaliser la notion de raisonnement

A ..

.ce qui est une étape dans I’ isation des

iques pour I'nformatique

Preuves

Definition (Prouvable)
L’ ble des p iti bles dans L est |’ ble construit

par induction structurelle a partir de L.

Definition (Preuve)
Une preuve est le détail de la construction d'un élément prouvable dans
une logique

Mathém:

T —
i

Comment prouver

En logique formelle, prouver une affirmation, c'est

>

v

écrire cette affirmation ;

appliquer une régle dont la conclusion est cette affirmation ;

On est alors ramené a une ou plusieurs affirmations plus simples a
prouver.

appliquer a une de ces affirmations une régle dont la conclusion est
cette affirmation ;

jusqu’a avoir liquidé toutes les affirmations a prouver.

Exemple

Proposition
Pour toute formule f, nous avons () - f IMPLIQUE f.

Preuve

20
? {FYef
0F f IMPLIQUE f

Premisse
?

?Synthése
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Encore un?

Proposition
Pour toute formule f, nous avons () i f IMPLIQUE (f IMPLIQUE f).

0
U f
{fYF f IMPLIQUE f
0+ f IMPLIQUE (f IMPLIQUE f)

Premisse
Synthése
Synthése

On complique encore les choses

Proposition
Pour tout jeu de prémisses P et toutes formule f et g, nous avons
PU{f} - g si et seulement si P U {NON NON f}+ g

Pour cette preuve, nous allons
> prouver le sens “seulement si”
> supposer P U {NON NON f} g
> prouver PU{f} g
> prouver le sens “si”
> supposer PU {f} I g
> prouver P U {NON NON f}} g

N R TR Y DRI T
ues pour lnformatique e our I nformatique
Seulement si si
Supposons P U {NON NON f} g. Supposons P U {f} I g.
0 symey P00 X N ] ot _PL U s
o RGN P G von ) e g - o e P e g

P U (F) F o v F P U (F) - (x5 £) sl g

PO g

P U (von PU (w08 wm £} f LE g

PO (o o £ - g



continue a compliquer

Proposition
Pour tout jeu de prémisses P et toutes formule f et g, nous avons
P+ f IMPLIQUE g si et seulement si P - (NON g) IMPLIQUE (NON f)

Pour cette preuve, nous allons

» prouver le sens “seulement si”
» supposer P i~ f IMPLIQUE
> prouver P+ (NON g) IMPLIQUE (NON f)

» prouver le sens "si
> supposer P (NON g) IMPLIQUE (NON f)
> prouver P+ f IMPLIQUE g

Wathémasiaues pour lnformataue
[Rep

Seulement si. . .

Nous supposons P - f IMPLIQUE g

Prf s g

x &+ f woam g

PR S
P g F 1 f o g

g i f

mp
P g s

o
P g Frwm g

Povon g -won £

P pm g) e (ox f)

Mathamatiques pour I'lnformatique

i

Nous supposons P - (NON g) IMPLIQUE (NON f)

P g B o f)
P Fr (on g) L (e F)

a

A
P Fwm g g) ms (o f)

P £ won g won f

3
P fom g
mp L L

.
P g f

RA
P f o o g

Pis

P f mmE g

Bilan

Avec la logique des séquents, nous avons

> une notion de prouvable

»> des théorémes sur des théorémes

» des preuves compréhensibles par un ordinateur
Il nous manque un lien entre prouvable et valide.
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L
L Termes de preuves

Croyez-moi sur parole Ensemble des preuves

Théoréme (Corrsctlon) Q A quoi ressemble I'ensemble des preuves en partant des hypothéses Q ?

Dans la logique des p ions, tout séquent ble est valide. A C'est un ensemble défini par induction dont (en gros)
> la base est I'ensemble Q U {e}
Théoréme (Complétude) . . ) R e
. . . . > les opérateurs d'induction sont les noms des régles d'inférence
Dans la logique des propositions, tout séquent valide est prouvable. employées

Note Ceci est vrai uniquement parce que les régles d'induction ont été

¢ ur En d'autres termes, nous avons un ensemble de preuves.
soigneusement choisies

Mathimatiques pour [ Informatique

Lo

ane. de preuves

Mathamatiques pour I'lnformatique

ogis
L Termes de preuves

Termes de preuves Recherche de preuve

Q Comment trouver une preuve ?
A A la main.
A En essayant toutes les combinaisons possibles
(oebr) .
premisse (P.F) <~ in(F.P)
o formule (-e) mugmentation (P, F) < siouter (P,G
e modutponent (7. F) < preave (. imp

Cet ensemble de preuves peut étre défini en OCaml :

type preuve =

R
ue(G.F)) . preuve(r.c)

prewe(e.r) <
Preuve (PLF) <
Prewve (P F) < modus

Q Avantages et inconvénients de chaque approche ?
Pour information, Coq utilise une combinaison de ces deux approches.



LPreuves et programmes

Modus Ponens Synthése

Revenons au Modus Ponens

Pra:f PhHb:f IMPLIQUE — g
Prb a:g

Modus Ponens

De la méme maniére

PU{f}tg
Pt f IMPLIQUE g

PU{x:f}lre:g
Pra:(x:f)— (e:g)

Q Est-ce que ca vous rappelle quelque chose en OCaml? Synthese
A A peu de choses prés, c'est la définition du typage d’une application de
fonction en OCaml

Synthese

> P est la liste des variables, avec leur type De méme pour les autres régles.
> aest une valeur

» b une fonction.

ues pour l'nformatique Mathém:
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LPreuves et programmes

Moralité

En programmation fonctionnelle, tout programme est une preuve.
Inversement, toute preuve est un programme.

Le systéme de types de OCaml n'est pas suffisamment puissant pour
gérer des preuves non-triviales.

Celui de Coq I'est

Ca en jette, hein?

Logique des prédicats



Prédicats

La logique des prédicats étend la logique des propositions avec des
variables non-boolé des bles et des ifi

Exemple IL EXISTE xDANS N, Premier(x)

Exemple

POUR TOUT xDANS N, (Premier(x) ET Superieur(x,2)) IMPLIQUE /mpair(x)
Bien entendu, il est nécessaire de définir la signification de Premier,
Superieur, Impair. ..

Wathémasiaues pour lnformataue
e e pecate

Grammaire

Cette grammaire emploie
> un ensemble de prédicats C (ex: Entier, Premier, Superieur, Impair),
qui généralise les variables booléennes
> un ensemble de nom de variables non-booléennes V' (ex: x, y).

IL EXISTE x,F xecV,ee &
F IMPLIQUE F
NON F
s %)

reC,x.x, €V

Note Dans r(xi,...
booléenne.

. Xn), On peut avoir n = 0, c'est-a-dire une variable

Mathém:
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Deuxiéme couche

Comme précédemment, on définit ET et 0U a partir de

IMPLIQUE et NON

De méme, on définit POUR TOUT & partir de IL EXISTE (ou, au choix,
IL EXISTE & partir de POUR TOUT ), par “POUR TOUT x,f est un
raccourci pour NON TL EXISTE x,NON f”

Sémantique

Q De quoi avons-nous besoin pour donner un sens a une formule et ainsi
déterminer si elle est vraie?

A |l est nécessaire de généraliser la notion d'interprétation, pour prendre
en compte les prédicats eux-mémes

Une autre fois.



.. .et inférence

__ PFPOURTOUT x,f
Instantiation ———————— "y nouveau

PEf{x—y}

PHf

Genéralisation —————————
enerston B POUR TOUT x,

Plus les régles de la logique des propositions.

our Vnformatique

Arrétons la

Il'y a plein de théorémes intéressants sur le sujet mais nous avons
largement dépassé du programme.

pour I'Informatique

Conclusions ar &

Nous avons vu
> les booléens;
> les bases de la logique formelle;
> les bases de |a preuve formelle ;
> quelques liens entre programmation fonctionnelle et la logique.
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Ouvertures informatique

Ce que nous avons vu constitue
> les bases du systéme de types de OCaml|
> les bases des termes de preuve de Coq
» les bases de Prolog
>

les bases de la certification de programmes

Ouvertures mathématiques

Ce que nous avons vu constitue
> les bases des logiques d’ordre supérieur
> les bases des logiques épistémiques
> les bases des logiques modales ;
>



