
Mathématiques pour l' informatiqueExamen de contrôle continuCorrectionExercice 1 . ( environ 9 points) Soit E un ensemble contenant au moins deux éléments distincts. Prouverque les seules relations sur E qui soient à la fois symétriques et antisymétriques sont incluses dans IdE .Soit R une relation sur E qui soit à la fois symétrique et antisymétrique.Soient x et y dans E tels que xRy . Comme R est une relation symétrique, par dé�nition, on a aussiyRx . Par conséquent, nous avons xRy et yRx . Or, comme R est une relation antisymétrique, par dé�ni-tion, on peut en déduire que x = y .Nous avons donc prouvé que, pour tout x de E , x est en relation au plus avec lui-même. C' est-à-direR� IdE .CqfdExercice 2. ( environ 1 0 points) Soit E un ensemble contenant au moins deux éléments et muni d' unerelation d' ordre � . Soit � la relation dé�nie par 8x ; y 2 E; x � y� x � y ^ x � y . La relation � est-elletransitive ? Ré�exive ? Symétrique ? Antisymétrique ?Transitivité. Soient x , y et z tels que x � y et y � z . Alors, par dé�nition de � , nous avons x � y ety � z . Comme � est une relation d' ordre, � est transitive donc x � z .Prouvons par l' absurde que x � z . Pour ce faire, supposons x = z . Comme x � y , nous avonsalors z � y et y � z . Comme � est une relation d' ordre, � est aussi ré�exive donc z = y , ce qui estcontraire à l' hypothèse y � z . Par l' absurde, nous en déduisons donc que x � z .Nous avons donc prouvé que x � z et x � z , c' est-à-dire que x � z . Comme ceci est vrai pourtout x , y et z tels que x � y et y � z , nous avons b ien prouvé la transitivité de � .Ré�exivité. Prouvons par l' absurde que � n' est pas ré�exive. Supposons le contraire. Pour tout xde E , on a alors x � x donc x � x . Comme E n' est pas vide, d' après notre hypothèse, il existe doncx dans E et alors x � x , ce qui est impossible. Par l' absurde, nous en déduisons donc que � n' estpas ré�exive .Antisymétrie. Soient a et b dans E tels que a � b et b � a . Alors, par dé�nition de � , nous avonsa � b , b � a et a � b . Comme � est une relation d' ordre, elle est antisymétrique, donc a = b .Comme, de plus, a � b , nous avons une contradiction. Il n' existe donc pas de a et b dans E tels quea � b et b � a . Par conséquent, comme une hypothèse fausse implique n' importe quoi, nous avonsbien 8a ; b 2 E; a � b ^ b � a) a = b !En d' autres termes, la relation � est antisymétrique (mais c' est un cas fort dégénéré de symé-trie) .Symétrie. Soient a et b dans E tels que a � b . Prouvons par l' absurde que l' on n' a pas b � a . Suppo-sons que b � a . Comme dans le cas de la symétrie, nous prouvons que ceci implique à la fois b = aet b � a , ce qui est impossible. Par l' absurde, nous déduisons donc que notre hypothèse de départest fausse et que l' on n' a pas b � a . A fortiori, � ne peut pas être symétrique .Pour l' exercice qui suit, nous allons employer une légère variante sur la dé�nition des partitions.Dé�nition 1 . Soit E un ensemble . Un ensemble fAi / i 2 Ig de sous-ensembles de E est une partition deE si i. aucun des Ai n' est l' ensemble videii. pour tout i et pour tout j dans I, soit Ai \ Aj = ; , soit Ai = Ajiii. S i2 I Ai = E. 1



Exercice 3. ( environ 1 5 points) Soit E un ensemble. Soit R une relation d' équivalence sur E . Prouverque l' ensemble f [x ]R / x 2 E g est une partition de E .Notons, pour tout x dans E , Ax = [x ]R .Prouvons les trois propriétés successivement.i. Soit x dans E . Par dé�nition, Ax = [x ]R = f y 2 E/xRy g . Comme R est une relation d' équivalencesur E , nous avons xRx donc x 2 [x ]R. En particulier, nous pouvons en déduire que Ax n' est pasvide. Par conséquent, aucun des Ax n' est vide .ii. Soient i et j deux éléments distincts de E . Prouvons que soit Ai \ Aj = ; , soit Ai = Aj .� Si Ai \ Aj = ; , a fortiori, soit Ai \ Aj = ; , soit Ai = Aj .� Si Ai \ Aj � ; , nous avons [ i ]R \ [ j ]R � ; . Or, nous savons que cela implique [ i ]R = [ j ]R,c' est-à-dire Ai = Aj . A fortiori, nous avons soit Ai \ Aj = ; , soit Ai = Aj .Nous avons donc prouvé que, dans tous les cas, pour tout i et pour tout j distincts, soit Ai \ Aj =; , soit Ai = Aj .iii. Pour prouver l' égalité, procédons par double-inclusion.� Prouvons que [x 2 EAx � E .Pour ce faire, considérons e dans [ x 2 E Ax . Par dé�nition, il existe x dans E tel que e 2Ax . Or, par dé�nition, Ax = f y 2 E/xRy g . En particulier, cela signi�e que e 2 E . Par con-séquent, nous en déduisons que [ x 2 EAx � E .� Prouvons que E � [ x 2 EAx .Pour ce faire, considérons e dans E . Comme nous l' avons remarqué au point i. , nousavons e 2 Ae . A fortiori, nous avons e 2 [ x 2 EAx . Nous en déduisons que E � [ x 2 EAx .Nous avons donc prouvé que E � [ x 2 EAx et [ x 2 EAx � E , c' est-à-dire que E = [ x 2 EAx .Nous venons donc de prouver les trois propriétés de la dé�nition d' une partition. En d' autres termes,f [x ]R / x 2 E g est bien une partition de E .Exercice 4. ( environ 1 2 points) Soit R la relation dé�nie sur N� par 8p; q 2 N� ; pRq� 9n 2 N� ; p =qn . Prouver que R est une relation d' ordre. Cet ordre est-il total ?Par dé�nition, R est une relation d' ordre si et seulement si R est antisymétrique, ré�exive et transi-tive. Prouvons ces trois propriétés.Antisymétrique. Soient p et q dans N� tels que pRq et qRp. Par dé�nition, il existe m et n dansN� tel que p = qn et q = pm . Nous en déduisons que p = ( pm) n = pm � n . Se présentent alors deuxcas :� Si p= 1 , nous avons q = 1m = 1 donc p= q .� Si p> 1 , de nouveau, deux cas se présentent :� Si m � n > 1 alors pm � n > p, ce qui contredit l' hypothèse p= pm � n . Par l' absurde, nousen déduisons que ce cas ne peut pas se présenter, c' est-à-dire m: n> 1 .� Si m � n = 1 , alors, comme m et n sont des entiers positifs, nous avons m = 1 et n = 1 .Comme, de plus, q = pm , nous en déduisons que q = p1 = p.Nous avons donc prouvé que, dans tous les cas, p= q . En d' autres termes, pour tout p et q tels quepRq et qRp, nous avons p= q , c' est-à-dire R est antisymétrique .Ré�exivité. Soit p dans N� . Alors, avec n = 1 2 N� , nous avons p = pn . Par conséquent, pRp. End' autres termes, pour tout p de N � , nous avons pRp, c' est-à-dire R est ré�exive .2



Transitivité. Soient p, q et r dans N� tels que pRq et qRp. Alors, il existe n et m dans N� tels quep= qn et q = rn . De ces deux égalités, nous déduisons p= ( rn)m = r (m � n) . Comme n et m sont dansN� , n � m aussi. Il existe donc k dans N� tel que p = rk . En d' autres termes, nous venons deprouver que R est transitive .Nous venons de prouver que R est ré�exive, transitive et antisymétrique, c' est-à-dire, par dé�nition desrelations d' ordre, que R est une re lation d' ordre . CqfdCette relation est partielle sur N� , car il existe des entiers qui ne sont pas liés par R, par exemple 7 et21 ou 7 et 9.Exercice 5. ( environ 8 points) Dans l' ensemble R, l' ensemble N admet-il une borne supérieure ? Uneborne inférieure ?Borne supérieure. Non, N n' admet pas de borne supérieure dans R. Pour prouver cela, supposons,par l' absurde, que N admet une borne supérieure x dans R. Alors, par dé�nition de la borne supé-rieure, nous avons, 8n 2 N ; n 6 x . Comme x est un réel, x admet une valeur absolue j x j . L' une despropriétés de cette valeur absolue est que j x j > x et j x j > 0 . À son tour, j x j admet une partieentière E ( j x j ) , dont l' une des propriétés est que E( j x j ) + 1 2 N et E( j x j ) + 1 > j x j .En posant n = E( j x j ) + 1 , nous venons de trouver n dans N tel que n > x , ce qui contreditl' hypothèse. Par conséquent, par l' absurde, nous venons de prouver que N n' admet pas de bornesupérieure dans R .Borne inférieure. Oui, 0 est la borne inférieure de N dans R� . Pour prouver cela, remarquons que� 8n 2 N ; 0 6 n donc� Soit x un réel tel que 8n 2 N ; x 6 n . Alors, comme 0 2 N , nous avons x 6 0 . En d' autrestermes, 8x 2 R ; (8n 2 N ; x 6 n)� x 6 0 .Nous venons donc de prouver que 0 est la borne inférieure de N dans R� .CqfdExercice 6. ( environ 9 points) Considérons la fonction g : Q+ �� Q dé�nie par� si x < 1 , g(x) = � 1x� si x > 1 , g(x ) = x � 2 .Prouver que g est une bijection.Commençons par remarquer que g est bien une application de Q+ � dans Q . Par dé�nition, g est unebijection si et seulement si g est une injection et une surjection. Prouvons donc ces deux propriétés.Injection. Soient x et y dans Q+ � tels que g(x ) = g( y) . Considérons les quatre cas suivants :� Si x < 1 et y < 1 , alors g( x) = g( y) = � 1x = � 1y : Comme � 1x = � 1y , nous déduisons immédia-tement que x = y .� Si x > 1 et y > 1 , alors g(x) = g( y) = x � 2 = y � 2 . Comme x � 2 = y � 2 , nous déduisonsimmédiatement que x = y .� Si x < 1 et y > 1 , alors g(x) = � 1x = g( y) = y � 2 . Nous avons y � 2 = � 1x . Or, comme y > 1 ,nous déduisons immédiatement y � 2 > � 1 . De même, comme x < 1 , nous déduisons immé-diatement � 1x < � 1 . Par conséquent, y � 2 � � 1x , ce qui contredit nos hypothèses. Parl' absurde, nous en déduisons que nous ne pouvons pas avoir x < 1 et y > 1 .� Le cas y < 1 et x > 1 est identique. 3



Nous venons donc de prouver que pour tout x et tout y de Q+ � , g(x ) = g( y) implique x = y .Comme, de plus, g est une application, par dé�nition de l' injectivité, g est injective .Surjection. Soit z dans Q . Alors,� Si z > � 1 , posons x = z + 2 . Nous avons x > 1 donc g( x) = x � 2 = z . La valeur z admet doncun antécédent par g .� Si z < � 1 , posons x = � 1z . Cette valeur est dé�nie car z � 0 . Nous avons 0 < x < 1 doncg( x) = � 1x = z . La valeur z admet donc un antécédent par g .Nous venons donc de prouver que pour tout z de Q , z admet un antécédent par g . Comme, deplus, g est une application, par dé�nition de la surjectivité, g est surjective .Nous venons donc de prouver que g est injective et surjective. Par dé�nition de la bijectivité, nous dédui-sons que g est une b ijection entre Q+ � et Q .
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