MATHEMATIQUES POUR L’INFORMATIQUE
LOGIQUE

Exercice 1. Quelle est la négation de la proposition suivante ?
Ve RY* Vec RV, 3ne RY* Vyc R, |y —z| <n=[f(y) — f(z)| <e

Exercice 2. Quelle est la négation de la proposition suivante 7
Vae N*Vbe N*,4ce N,dde N,dec N,c=axdANc=bxe
Cette proposition est-elle satisfaisable 7 Tautologique ?

Pour ce qui suit, nous considérerons ’ensemble A/ de noms de variables et I’ensemble F de
formules défini par induction structurelle comme :
F =N
| NONF
JF IMPLIQUE F

N

Rappelons que, si I est une fonction de N dans {V, F'}, on peut définir & partir de I une

interprétation J sur F par induction structurelle, de la maniére suivante :
vn €N, J(n) =I(n)
{ VfeF,J(NnoN f)==J(f)
Yf, f'eF,J(fmPLIQUE f')=f=>f'

Exercice 3. Si J est une interprétation construite comme précédemment & partir d’une fonc-
tion I: N'— {V, F'}, prouver que, pour tout f dans F, J(f) est soit V soit F.

Exercice 4. Prouver que f F f IMPLIQUE f est valide.
Exercice 5. Prouver que | F f IMPLIQUE NON NON f est valide.

Exercice 6. * Quelle est la négation de la proposition suivante ?
Vae N*,Vbe N*,dce N*,dd€ N,dec N,axdAbXx e

Exercice 7. * Prouver que ()= NON NON fIMPLIQUE f est valide.

Correction du TD 9

Exercice 8. Définir strictement par induction la soustraction de deux entiers de Peano.
Implanter cela en OCaml. Prouver que la soustraction d’un entier & lui-méme vaut toujours
Zero.

Rappelons que les entiers de Peano sont les éléments de ’ensemble N, défini par induction

structurelle par
N ::= Zero

| SW)
Tout comme pour I'addition ou la multiplication, la soustraction dans les entiers de Peano se
définit comme une fonction soustraction: N'— N — A/, de la maniére suivante

si o = Zero, soustraction(z) est la fonction définie par N N
—— Zero
N — N
si 2=S(m), soustraction(z) est la fonction définie par siy — Zero. alors Zero
Y { siy — S(n). alors soustraction (m)(n)

En Ocaml, cela s’écrit

let rec soustraction = function
| Zero -> (function -> 0)
| Smas x -> (function



| Zero -> x
| Sn -> (soustraction m) n

ou encore, de maniére plus concise,

let rec soustraction x y = match (x,y) with
| (Zero, _) -> Zero
| (_, Zero) -> x
| (S m, S n)-> soustraction m n

Prouvons maintenant que, pour tout entier de Peano p, soustraction(p)(p) = Zero. Considé-
rons 'hypothése d’induction H, « soustraction(p)(p)=Zero ».

Initialisation. Si p= Zero, soustraction(p) est la fonction qui a tout y associe Zero. En par-
ticulier, soustraction(p)(p) = Zero.

Induction. Plagons-nous dans le cas ou p=S(m) et H,, est vraie.

Comme p = S(m) et p # Zero, par définition de soustraction, nous avons
soustraction(p)(p) = soustraction(m)(m). Or, d’aprés '’hypothése d’induction H,,, nous
avons soustraction(m)(m) = Zero. Par conséquent, nous avons soustraction(p)(p) = 0,
c’est-a-dire H,. Ce qui prouve le cas.

Nous venons de prouver par induction que Vp € N, H,, c’est-d-dire que la soustraction d’un
entier de Peano a lui-méme est Zero.

Exercice 9. Définir Vopérateur XOR (« ou exclusif ») a partir des opérateurs Aet —.
Par définition, pour tout a et b, nous avons a XOR b = (a Vb) A =(a Ab). Comme a Vb= (=
a V =b), nous pouvons réécrire a XOR b = =(—a A=b) A=(aAb).



