
Mathématiques pour l' informatiqueEnsembles dénombrablesEnsembles �nisExercice 1 . Soient E et F deux ensembles �nis. Prouver que� E � F est un ensemble �ni et j E � F j = j E j � j F j ;� FE est un ensemble �ni et j FE j = j F j j E j � rappelons que FE est l' ensemble des appli-cations de E dans F ;� P(E ) est un ensemble �ni et j P(E) j = 2 j E j .Exercice 2. (Principe des tiroirs) Considérons n tiroirs, dans lesquels on veut placer untotal de m chaussettes. Prouver qu' au moins un tiroir contiendra au moins m/n chaussettes.Ensembles dénombrablesExercice 3. Prouver que si E et F sont dénombrables, E � F est aussi dénombrable.Exercice 4. * Prouver que tout sous-ensemble de N est dénombrable.Exercice 5. * Comparer la cardinalité de R2 et la cardinalité de R. Vous pourrez vous servirde l' écriture décimale des nombres réels.Correction des exercices précédentsExercice 3Soit f : E� F une application.Première question Supposons E � ; .i . Supposons f injective. Soit alors r la correspondance dé�nie comme ( Im( f ) ; E ; f ( y ; x) /y = f (x ) g ) . Nous allons chercher à prouver que r est bien une application de Im( f ) versE et que r � f = IdE .application. par dé�nition, r est une application de Im( f ) vers E si et seulement sipour tout élément y de Im( f ) , il existe exactement un x dans E tel que r( y) = x .Considérons donc un y quelconque pris dans Im( f ) . Par dé�nition de Im( f ) , yadmet au moins un antécédent x par f . Par conséquent, il existe au moins un xdans E tel que f ( x) = y . Par dé�nition de r , nous avons donc r( y) = x . Tout y deF a donc au moins une image par r .Supposons maintenant qu' il existe un y doté de deux images par r : x et z .C ' est-à-dire, par dé�nition de r , que nous avons y = f (x ) et y = f ( z ) . Comme fest injective, nous en déduisons que x = z . Tout y de F a donc au plus une imagepar r .Nous avons donc prouvé que tout y de F a exactement une image par r , c' est-à-dire que r est une application de Im( f ) vers F .composition. considérons un élément x de E . Nous avons ( r � f ) (x) = r( f ( x) ) . Pardé�nition de r , nous avons immédiatement r( f (x) ) = x . Nous avons donc prouvéque r � f = IdE .Cqfd .ii. Supposons maintenant l' existence d' une application r telle que r � f = IdE . Nous allonschercher à prouver que f est bien injective.Soient x et y deux éléments de E tels que f (x ) = f ( y) . Comme r � f = IdE , ( r �f ) ( x) = x et ( r � f ) ( y) = y . Or ( r � f ) ( x) = r( f ( x) ) . Comme f ( x) = f ( y) , on en déduit que( r � f ) (x) = r( f ( y) ) = ( r � f ) ( y) . En combinant ces deux déductions, nous avons x = y .1



Nous venons de prouver que f est bien injective.CqfdCeci prouve la première question.Deuxième question La preuve est essentiellement la même.Troisième questioni. Supposons que f est une application bijective. Considérons alors r , l' inverse à gauche def , dont nous venons de prouver l' existence. Nous savons maintenant que r est une appli-cation de Im( f ) vers E . Comme, de plus, f est surjective, nous savons que Im( f ) = F .Nous avons donc prouvé l' existence d' une application r : F� E telle que r � f = IdE .S i nous arrivons à prouver que f � r = IdF , nous aurons trouvé f� 1 . Nous pouvonsdéjà remarquer que f � r est bien une application de F dans F . Soit alors y dans F . Pardé�nition de r , si r( y) = x , alors f ( x) = y . Nous avons alors f ( r( y) ) = f ( x) = y . Commenous avons prouvé ceci pour tout y , nous venons de prouver que f � r = IdF .Il ne nous reste plus qu' à poser f� 1 = r et le cas est prouvé.ii. Supposons que f est une application admettant un inverse. Il existe donc une applicationf� 1 : F� E telle que f � f� 1 = IdF et f� 1 � f = IdE .Injectivité. Soient x et y dans E tels que f (x ) = f ( y) . Nous avons alors ( f� 1 �f ) ( x) = x et ( f� 1 � f ) ( y) = y . Comme f (x ) = f ( y) , nous avons aussi f� 1 ( f ( x) ) =f� 1 ( f ( y) ) . Nous en déduisons que x = y .Surjectivité. Soit y dans F . Soit alors x = f� 1 ( y) . Nous avons f (x ) = f � f� 1 ( y) =y . Nous venons donc de prouver que y admet un antécédent par f .CqfdExercice 6 Soit f : E� F une application bijective. Pour prouver que l' application f� 1 estdé�nie de manière unique, il su�t de prouver que s' il existe deux applications réciproques de f ,ces deux applications coïncident en tout point.Choisissons donc y dans F . Comme f est bijective, il existe x dans E tel que f (x ) = y . Nousavons alors g( f (x ) ) = h ( f ( x) ) = x , donc g( y) = h ( y) . Nous venons donc de prouver que h et gcoïncident en tout point. CqfdExercice 5 Soient f : E� F et g : F� G deux applications bijectives.Notons alors h = ( g � f ) � 1 et k = f� 1 � g� 1 . Pour prouver l' égalité de h et k , la méthode laplus simple consiste à remarquer que h et k sont tous les deux des inverses de g � f et à utiliserle résultat de l' exercice 6. La fonction h est inverse de g � f par dé�nition. Pour la fonction k ,considérons x dans G . Comme � est une loi associative, nous avons ( g � f ) � ( f� 1 � g� 1 ) (x ) =g( f ( f� 1 ( g� 1 ( x) ) . Comme f est une application bijective, nous savons que, pour tout y ,f ( f� 1 ( y) ) = y . Par conséquent, nous pouvons réduire ( g � f ) � ( f� 1 � g� 1 ) ( x) = g( g� 1 ( x) ) . Demême, g( g� 1 (x ) ) = x . Ce dont nous déduisons que, pour tout x , ( g � f ) ( k ( x) ) = x . En d' autrestermes, g � f et k sont inverses.Nous en déduisons que h = k .CqfdNote Il était possible de prouver le résultat sans passer par l' exercice 6 mais c' était un peuplus long.
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