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Jusqu'a présent

Nous avons déja aborde

Les ensembles Le regroupement de valeurs caractérisées par des critéres.

Les fonctions Les traitements et transformations qu’on peut apporter a
ces valeurs.

La cardinalité Comment relier, comparer et classer les ensembles.
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Jusqu'a présent

Nous avons déja abordé

Les ensembles Le regroupement de valeurs caractérisées par des critéres.

Les fonctions Les traitements et transformations qu'on peut apporter a
ces valeurs.

La cardinalitt Comment relier, comparer et classer les ensembles.

Pour ce chapitre, nous allons caractériser parler de relations :comment

classer les éléments d'ensembles.

Relations

Definition (Relation)
Si E est un ensemble, une relation sur E est un sous-ensemble de E x E.

Si R est une relation, pour signifier que x et y sont liés par R, on notera
au choix (x,y) € R, R(x,y) ou xRy.
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Relations

Definition (Relation)
Si E est un ensemble, une relation sur E est un sous-ensemble de E x E.
Si R est une relation, pour signifier que x et y sont liés par R, on notera
au choix (x,y) € R, R(x,y) ou xRy
Exemples

> L'égalité sur E, définie comme {(x,x)/x € E}. On note x =y si x
et y sont liées par la relation d'égalitée
L'infériorité sur N. On note x < h'si x et y sont liées par la relation
d'égalite
La divisibilité sur N. On note p|q si q est divisible par p
L'adjacence géométrique.

v

v

v

v

L'existence d'un chemin entre x et y dans un labyrinthe.
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Inversion

Definition (Inversion)

Si R est une relation, la relation inverse R™! est définie par
xRy = yRx.

Exemple La relation inverse de I'égalité est I'egalité.
Exemple La relation inverse de < est >.
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Composition

Definition (Composition)
Si R et R’ sont deux relations sur E, |a relation composée R - R’ est la
relation définie par xR - R'y <= 3z/xRz AzR'y.
Exemples
» La relation composée = - < est <. De méme, la relation composée
< -=est<
» Sur R, la relation composée > - < est I'ensemble entier : pour tout
X et tout y, il existe z tel que x > zetz < y.

Interlude

Exercices
» A quoi ressemble la relation < - <7 En d’autres termes, comment
peut-on caractériser |’ensemble des (x, y) tels que x < - < y?
» A quoi ressemble la relation < - >7
» A quoi ressemble la relation > - <?



Cléture transitive

Definition (Cléture transitive)
Si R est une relation sur E, sa cloture transitive R* est la relation définie

par R* = Uypen R"
Exemples
» Sur le plan, si — est la relation “étre & moins d’'un centimétre vers la
droite”, —* est la relation “&tre a droite”
» Dans un labyrinthe, si — est la relation entre deux cases “étre juste
4 cOté”, —* est la relation il existe un chemin entre ces deux cases”.

Exercice Dans N, si — est la relation définie par “x — y si et seulement
si y = x+ 1", a quoi ressemble la relation —*? Prouvez-le.
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Propriétés des relations

Definition
Soient E un ensemble et R une relation. Alors R sera dite
réflexive si, Ve, eRe;
symétrique si, Ve, f,eRf = fRe;
antisymétrique si Ve, f,eRf AfRe=e=1f;
transitive si Ve, f,g,eRf AfRg = eRg
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Questions

Considérons la relation R définie sur N par mRn <= n=m+ 1.
Q Cette relation est-elle réflexive ? Symétrique ? Antisymétrique ?
Transitive ?

A Cette relation n'est pas réflexive. Elle n'est pas symétrique. Elle est
anti-symétrique (si, si). Elle n'est pas transitive.

Exercice Prouvez tout cela.

Divisibilité

Exercice La relation | de divisibilité sur N est-elle réflexive ? Symétrique ?
Antisymétrique ? Transitive ? Prouvez tout cela



Cléture bien transitive

Theorem
Si E est un ensemble et R est une relation sur E, alors R* est transitive

Exercice Prouvez cela.




