La programmation logique avec contraintes revisitée en
termes d’arbres de preuve et de squelettes

Michel Bergere, Gérard Ferrand, Francois Le Berre,
Bernard Malfon, Alexandre Tessier
Unwversité d’Orléans
Département d’Informatique, LIFO
BP 6759, F-45067 Orléans cedex 2 (France).
Email : {bergere, ferrand, flb, malfon, tessier }@lifo.univ-orleans.fr
Tel : +33 38 41 70 10, Fax : +33 38 41 71 37

Février 1995
RR-LIFO-95-6

Résumé

Nous redéfinissons les bases de la Pogrammation Logique avec Contraintes en
utilisant les Arbres de Preuve et les Squelettes, qui permettent de donner a la
notion de réponse une définition intrinseque indépendante de toute regle de calcul.
Nous étudions les réponses données par un programme contraint en paramétrant
la validité de celles-ci par un Critere de Rejet dont le role est d’éliminer celles dont
la contrainte n’est jamais satisfaite.

Nous retrouvons, en les prouvant complétement, les résultats classiques du do-
maine, et ajoutons quelques résultats nouveaux, notamment une caractérisation
des branches non échec dans les arbres de recherche équitables.
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1 Introduction

L’objectif de ce travail est de redéfinir les bases de la programmation logique avec
contraintes selon [12] en tirant tout le bénéfice des notions d’arbre de preuve et de
squelette d’arbre de preuve développées dans [8].

Il ne s’agit pas ici de faire un tour d’horizon du domaine comme dans [4, 5], et [13].

L’utilisation des arbres de preuves et de squelettes présente ’avantage important
de donner une définition intrinseque a la notion de réponse fournie par le programme :
c’est un squelette fini complet ayant pour racine le but question, accepté d’une cer-
taine maniere. Ainsi est clairement expliquée l'indépendance de nombreux résultats
par rapport a la regle de sélection d’atome.

Grace a son degré de généralité, notre formalisme peut s’appliquer aussi bien a
Prolog III et au futur Prolog IV, qu’a CLP.

Nous retrouvons, en les prouvant completement et souvent de maniere plus rapide,
les résultats classiques de la programmation logique avec contraintes. Nous ajoutons
quelques résultats nouveaux, dont une caractérisation simple des branches non échec
dans les arbres de recherche équitables.

La définition de la notion de réponse comme squelette fini complet ayant pour racine
la question «— b permet d’élargir le champ d’investigation : tout squelette fini complet
est une bonne réponse en ce sens que, si r est la contrainte associée, alors

PEr—b

C’est ce que nous appelons une réponse généralisée. Mais parmi les implications » — b
conséquences logiques du programme, certaines sont trivialement vraies car r est tou-
jours fausse (insatisfiable). Du point de vue théorique, elles ne présentent pas d’intérét.
Du point de vue opérationnel, il faut éliminer les explorations inutiles qui risqueraient
d’engager dans des calculs infinis.

Il apparait que la notion essentielle est le critere de rejet qui a pour role d’éliminer
les 7 — b pour lesquelles on sait que r est insatisfiable. Ce critere peut étre déduit
d’une interprétation sous-entendue D , ou d’une théorie T" qui n’a pas de raison par-
ticuliere d’étre satisfaction-compleéte (comme le supposent la plupart des auteurs), ou
de l'algorithme de satisfiabilité des contraintes d’un systéeme réel. On peut étudier le
comportement opérationnel d’un programme en le paramétrant par ce critere de rejet.

La section 2 donne les définitions essentielles : programme contraint, arbre de preuve
dans une pré-interprétation D, squelette, réponse, réponse généralisée.

La section 3 étudie la sémantique opérationnelle paramétrée par le critére de rejet :
dérivation SLD, arbre de recherche SLD, caractérisation des branches succes et des
branches non échec.

La section 4 étudie les interprétations en logique des résultats obtenus sur les ré-
ponses dans trois situations : lorsque le critéere de rejet correspond a la satisfiabilité
dans D, losqu’il correpond & une théorie T', lorsqu’il est en relation avec une théorie T'.

La section 5 étudie les atomes contraints introduits dans [12, 16, 13, 10]. Nous dé-
montrons dans un contexte plus général que ’ensemble succes est le plus petit point fixe
d’un opérateur sur les ensembles d’atomes contraints, puis qu’il se comporte comme un
programme contraint équivalent au programme initial du point de vue des contraintes
réponses.



2 De la syntaxe a la notion de réponse

Les notations employées ici sont tres proches de celles de [13].

Le langage du programme est défini a partir de quatre ensembles :

un ensemble infini de variables V/,
un ensemble de symboles de fonctions 3,

un ensemble de symboles de prédicats de contraintes IIo (ce sont les prédicats
prédéfinis),

un ensemble de symboles de prédicats définis par programme IIp encore appelés
prédicats de programme.

On note :

TERM(V,Y), ou plus simplement TERM s’il n’y a pas de confusion, I’ensemble
des termes construits sur V et X,

L(V,X,I1¢) le langage du premier ordre construit sur V, ¥ et IIo. On suppose
qu’il contient, au méme titre que les connecteurs logiques,

- les constantes logiques vrai et faur qui seront toujours interprétées comme
les éléments vrai et faux de 'ensemble des valeurs de vérité,

- le symbole d’égalité = qui sera toujours interprété comme 1’égalité.
Une contrainte est une formule de £(V, %, T¢).

ATOM¢ Uensemble des formules atomiques de £(V, X, T¢).

Nous serons éventuellement amenés a apporter des restrictions sur les formules de
L(V,%,I1¢) acceptables comme contraintes. Mais dans tous les cas le langage des
contraintes comprendra ATOM¢ et sera fermé par conjonction et quantification
existentielle. Nous utiliserons des collections (ensembles) de contraintes, finies
ou infinies. Toute collection finie de contraintes est assimilable a une contrainte
unique conjonction des contraintes de la collection.

L(V,X,11p) le langage du premier ordre construit sur V, X, IIp,

ATOMp Pensemble des atomes : formules atomiques de £(V, X, I1p).

Une clause est un (n+2)-uplet (0 <n) < A,¢,By,Bs,...,B, >ou A,By,...,B,
sont des atomes éléments de ATOMp, c est une contrainte. Pour plus de com-
modité nous la noterons plutot A «— ¢ O By, Bo,..., B,.

Etant donné une clause C de cette forme, on note téte(C') le premier atome
A, corps(C) la partie droite ¢ O By, By, ..., By, contrainte(C) la contrainte c,
arité(C) le nombre n d’atomes du corps. L’arité peut étre nulle, la clause se
réduisant alors a A «— ¢ . C’est ce qu’on appelle un fait. Un but est une clause
sans téte de la forme <« ¢ O By, Bo,..., B, . Les notions de contrainte et d’arité
définies sur les clauses s’étendent aux buts.

Un programme contraint est une collection de clauses.



Exemple 2.1 Le programme Fib :

fib(0,1) «— vrai

fib(1,1) «— vrai

fib(N,A+ B) «— N >1 0 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
est un programme contraint sur un langage défini par des ensembles V, 3, I, Ilp tels
que :
V' contient {A, B, N},
Y contient {0,1,2,+, -},
IIc contient {>},
IIp contient {fib}.

Notation 2.1

e T désigne une séquence de variables distinctes x1,..., Ty,
e 1% ¢ représente la formule Ar13x, ...z, c,

o J ¢ est la cloture existentielle de ¢, soit AT ¢ ou T est l'ensemble des variables
libres de c,

e d ; c est la quantification existentielle de ¢ sur les variables libres autres que
celles de x,

e VY ¢ est la cloture universelle de ¢ : Vx1\Vxo ...V, ¢, ot xq,..., T, sont les variables
libres de c,

o si i est une séquence de variables et t une séquence de termes de méme longueur,
T =t représente la formule x1 =t4 ANxg =tg A --- Ty = ty.

2.1 Interprétation des contraintes

écriture d’un programme contraint ne se résume pas a ’aspect syntaxique : le
L’ t d’ t t I t t 1
programmeur a toujours en téte une signification sous-entendue des contraintes qu’il
utilise. Celles-ci agissent sur un domaine pré-établi (les entiers naturels, les réels, ... ) et
les symboles de prédicats de contraintes ont une interprétation naturelle sur ce domaine.
Autrement dit, il existe, au sens défini ci-dessous, une pré-interprétation sous-entendue
dite “pré-interprétation naturelle”.

Une pré-interprétation D est constituée de :
e un ensemble non vide D appelé domaine,

e pour chaque symbole de fonction f appartenant & X, si n est son arité, une
application fp de D™ dans D. Un symbole de constante est un symbole de fonction
d’arité 0; la pré-interprétation lui associe un élément de D,

e pour chaque symbole de prédicat de contrainte p appartenant a Il., si n est son
arité, une relation d’arité n sur D, ou de maniére équivalente une application pp
de D™ dans Pensemble des valeurs de vérité {vrai, faux}.



Rappelons que les symboles de constantes vrai et fauz sont obligatoirement pré-
interprétées par les valeurs de vérité vrai et fauz, et que le symbole = est obligatoire-
ment pré-interprété par ’égalité sur D.

Exemple 2.2 L’ensemble des entiers naturels IN muni de ses opérations habituelles
constitue une pré-interprétation N pour le programme Fib de l'exemple 2.1 si l'on
associe aux symboles 0, 1, 2, +, -, > respectivement les entiers 0, 1, 2, l'addition, la
soustraction (limitée a 0 : par exemple 3 - 5 donne 0) et la relation > .

Pour l'interprétation des prédicats définis par programme, on considéere des pseudo-
atomes appelés D-atomes formés de (n + 1)-uplets de la forme < p,dy,ds,...,d, > ou
p est un symbole de prédicat de programme élément de IIp d’arité n et les d; sont des
éléments du domaine D. Ce (n 4 1)-uplet sera plutot noté p(dy,ds, ..., d,) .

La notion de D-atome apparait sous un nom un peu différent dans [8, 14, 12] et [13].

On appelle D-base ’ensemble des D-atomes. Si Il ,, est la partie de IIp comprenant
les symboles de prédicats d’arité n, on peut définir plus formellement la D-base par

UnGN HP:” X Dn'

Etant donné une pré-interprétation D, une valuation v associe a chaque symbole de
variable une valeur dans le domaine D. C’est donc une application de V dans D.

La valuation v s’étend en une fonction vp sur les termes, les contraintes, les atomes
et les clauses :

e sitest un terme de TERM, vp(t) est Pélément de D défini par :

v(t) sit est une variable,
fo(vp(t1),...,vp(ty)) sit est le terme f(tq,...,t,)
e si c est la contrainte atomique p(ty,...,t,), vp(c) est la valeur de vérité

pp(vp(tl), . ,UD(tn))

vp s’étend a toutes les formules de £(V,X,Il¢) (donc aux contraintes) en une
application de £L(V, 3, I1¢) dans {vrai, fauz}

e si A est un atome de ATOMp, A = p(t1,...,tn), vp(A) est le D-atome
p(U'D(tl)a e 7U'D(tn))7

e si C est une clause A «— ¢ O By,..., By, vp(C) est ce que nous appellerons une
D-clause : vp(A) < vp(c) O vp(By),...,vp(B,) dans laquelle vp(c) est une va-
leur de vérité, vp(A), vp(By), ..., vp(B,) sont des D-atomes.

On dit que la contrainte c est satisfiable dans la pré-interprétation D s’il existe une
valuation v dans D telle que vp(c) = vrai. La collection de contraintes F est satisfiable
s’il existe une valuation v telle que vp(c) = vrai Ve € E. La valuation correspondante
est dite solution de la contrainte ou de la collection de contraintes.

Etant donné une pré-interprétation D, une interprétation J dans D doit associer a
tout symbole de prédicat de programme p de Ilp, si n est son arité, une relation p;



d’arité n sur D, c’est-a-dire une partie de D".

On appelle D—interprétation une partie I de la D-base (un ensemble de D-atomes).
C’est une interprétation car elle définit pour chaque symbole de prédicat p € IIp d’arité
n, la relation d’arité n sur D : {< dy,...,d, > | p(d1,...,d,) € I}. Inversement,
étant donné une interprétation J dans D, on en déduit la D-interprétation I qui, pour
chaque p € IIp (soit n son arité), contient {p(ds,...,d,) € D —base | < di,...,d, >€
ps}. Les interprétations au sens habituel du mot sont donc en bijection avec les D-
interprétations.

Etant donné une pré-interprétation D et une D-interprétation I, une valuation v
s’étend en une nouvelle fonction notée v; sur les termes, les contraintes, les atomes et
les clauses :

e sit est un terme v;(t) = vp(t),

e si c est une contrainte, ou plus généralement une formule de £L(V, X, 1), vi(c) =
vp(c)

e si A est un atome de ATOMp, vr(A) est la valeur de vérité définie par : vy(A) =
vrai ssi vp(A) € 1,

e si C est la clause A « ¢ O By,..., B, , v7(C) est la valeur vrai si 'implication
vi(e) ANvp(By) A -+~ Avp(By) = vr(A) est vraie, fauz sinon; c’est donc vrai ssi
vi(c) = fauz, ou vi(B;) = fauzr pour un certain 7, ou v;(A) = vrai. Pour faire le
rapprochement avec la D — clause vp(C) , v7(C) est vraie ssi soit vp(c) = fauz,
soit vp(c) = vrai et si tous les vp(B;) sont dans I alors vp(A) est aussi dans 1.

Une D-interprétation I est un modele de la clause C si, pour toute valuation v, v;(C) =
vrat.

Remarque 2.1 Les D-clauses vp(C) que l'on peut obtenir a partir de la clause C avec
nimporte quelle valuation v se divisent en deuzx catégories :

e celles pour lesquelles la contrainte vp(c) prend la valeur faux ; alors pour toute
D-interprétation I, vi(C) = vrai,

e celles pour lesquelles la contrainte prend la valeur vrai. Alors, la D-interprétation
I est un modéle de la clause C si et seulement si, considérant toutes les D-clauses
vp(C) pour lesquelles la contrainte a la valeur vrai : a «— vrai O by, ..., by, si tous
les b; sont dans I alors a est ausst dans I.

Un D-modéle du programme P est une D-interprétation modele de toutes les clauses

de P.

Exemple 2.3 M, = {£ib(0,1), fib(1,1), fib(2,2), fib(3,3), fib(4,5), fib(5,8),
fib(6,13), fib(7,21), fib(8,34),...} qui est en quelque sorte le graphe de la fonction
de Fibonacci, et My = {fib(n,p)|n,p € IN} sont des N-modéles du programme Fib
(exemples 2.1 et 2.2).

Remarquons que la D-base tout entiere est toujours un D-modele du programme.



2.2 Systeme de regles sur les D-atomes

La notion de D-regle introduite ici est sous-jacente dans [12, 13] et [16]. Sa mise en
valeur nous permet d’utiliser les techniques habituelles sur les systemes inductifs selon
[1] comme dans [8].

On appelle D-régle un (n + 1)-uplet de D-atomes < a,by,...,b, > , que nous
noterons plutot a < by,...,b,. La téte de la D-regle est le D-atome a, son corps est
constitué des D-atomes by, ..., b,. L’arité est le nombre de D-atomes du corps. Une
D-regle d’arité 0 de la forme a < est appelée un D-fait.

Définition 2.1 (D-régles associées a une clause)

Etant donné la clause C, nous avons remarqué que, parms les D-clauses engendrées
par C' avec toutes les valuations possibles, celles qui ont une contrainte vrate jouent un
role particulier. Les D-régles associées a C sont ces D-clauses auxquelles on a enlevé
la contrainte vraie. Plus précisément, le systéeme de D-régles associé a une clause C :
A« cOBy,...,B, est Rp(C) = {vp(A) «— vp(By),...,vp(By) pour les valuations v
telles que vp(c) = vrai}.

Remarque 2.2 D’aprés la définition 2.1 et la remarque 2.1, une D-interprétation I
est modéle de C ssi I est close pour les D-régles de Rp(C') : si a < by,...,b, est dans
Rp(C) et siby, ..., by sont dans I alors a est dans I.

Définition 2.2 (D-régles associées a un programme)
L’ensemble de D-régles associé au programme P est la réunion des systémes de
D-reégles associés auxr différentes clauses de P : Rp(P) = Ugep Rp(C)

Exemple 2.4 Le programme Fib pré-interprété par N (exemples 2.1 et 2.2) donne le
systeme de N -régles :

{fib(0,1) «, fib(1,1) <} U

{fib(n,a +b) — fib(n — 2,a), fib(n —1,b) | n,a,b € IN,n > 1}.
Il contient par exemple les N -régles:

fib(2,2) <« fib(0,1), fib(1,1),

Fib(2,0) «— fib(0,0), fib(1,0),

fib(2,5) < fib(0,3), fib(1,2).

2.3 Généralités sur les systemes inductifs

Etant donné un ensemble E, un systéme inductif sur E est un ensemble R de regles
de la forme e « ey,...,e, ou e, e, ... , e, sont des éléments de E. Une regle est un
fait si n = 0, elle se résume alors a e «.

A tout systeme inductif on associe un opérateur de conséquence immédiate T ap-
plication de 2% dans 2¥ défini par, si X est une partie de E :

T(X)={e€ E|Juneregle e — eq,...,e, dans R et ey,...,e, € X}

Un arbre de preuve est un arbre fini étiqueté par des éléments de E tel que, pour
tout noeud NN, soit e son étiquette, eq,...,e, les étiquettes des noeuds fils de IV, alors
e« eq,...,e, est une regle de R. Remarquons que si N est un feuille, alors e «— est un



fait. Par abus de langage, le mot racine désignera en méme temps le nceud racine de
P’arbre de preuve et I’étiquette de ce nceud. On note Rac I’ensemble des racines d’arbres
de preuve, c’est-a-dire ’ensemble des e € E “prouvés”’ par 'existence d’un arbre de
preuve ayant e comme racine.

Lemme 2.1 L’opérateur de conséquence immédiate T est croissant et continu.

Preuve :

1. Si A est inclus dans B et si e € T(A) alors il existe une régle e « ey, ..., e, dans
R telle que les e; sont dans A. Ils sont aussi dans B, et donc e € T'(B).

2. La continuité de T résulte de la finitude des regles. En effet, soit X une par-
tie dirigée du treillis des parties de E . X est un ensemble de parties de F.
Rappelons que X est dite dirigée si chacune de ses parties finies comprend

sa propre borne supérieure (ici donnée par l'union). Il s’agit de montrer que
T(sup(X)) = sup({T(x) | = € X}).

- I’inclusion du second ensemble dans le premier est due a la croissance de T" : pour
chaque z € X, x est inclus dans sup(X), donc T'(z) est inclus dans T'(sup(X));
il s’en suit que sup ({T'(z) | € X}) est inclus dans T'(sup(X)).

- L’inclusion de T'(sup(X)) dans sup({T(z) | = € X}) se prouve de la maniere
suivante : si e € T(sup(X)), alors e € T'(y) pour un certain y € X. En effet,
e € T(sup(X)) signifie qu’il existe une régle e « ey, ..., e, telle que ey,...,e, €
sup(X). Pour chaque i, e; € sup(X) signifie : e; appartient & 'union des éléments
de X ; donc il existe un élément z; de X tel que e; € x;. La famille {z1,...,2,}
est une partie finie de X, laquelle est dirigée. Donc {z1,...,z,} contient sa borne
supérieure y. Chaque e; est élément de x; donc aussi de y. Finalement e est téte
d’une régle e < ey, ..., e, telle que tous les e; sont dans y. Donc e est dans T'(y).

On note T' T w la partie de E définie inductivement par :
T10=0

TT(n+1)=T(T 1 n)

TTw=UpenT Tn

Lemme 2.2 (Plus petit point fize)
L’opérateur de conséquence immédiate T a un plus petit point fize pppf(T) et

pppf(T) = Rac=T T w

Preuve :

e T(Rac) est inclus dans Rac, autrement dit Rac est un pré-point fixe de T'. Soit en

effet e un élément de T'(Rac). Alors e est téte d’une regle de R : e «— ey, ..., e, et
chaque e; € Rac. Donc e; est racine d’un arbre de preuve A;. Considérons alors
I’arbre A dont la racine est étiquetée par e, et qui a n sous-arbres : Aq,...,A,.

A est un arbre de preuve de racine e, donc e € Rac.



e Rac est inclus dans les pré-points fixes de T : les X tels que T(X) C X. Ceci se
prouve par récurrence sur la hauteur de ’arbre dont e est racine :

- Si e est racine d’un arbre de hauteur 1, celui-ci est réduit a sa racine. Donc e «—
est une régle de R. Alors e est dans T'((), donc dans T'(X), donc dans X.

- Supposons que toute racine d’arbre de preuve de hauteur < h soit dans X, et
que e soit racine d’un arbre de preuve de hauteur h 4 1. Les fils de la racine
dans cet arbre sont étiquetés par ey, ... , e,, et e «— eq,..., e, est une regle de R.
Chaque e; est racine d’un arbre de preuve de hauteur < h, donc e; € X. Donc

e€T(X),doncee X.

e On en déduit que Rac est le plus petit pré-point fixe de T'. D’apres le théoreme
de Knaster-Tarski, c’est le plus petit point fixe de T'.

e T(T T w) = T(sup(T 1 n)), et les T T n constituent une partie dirigée. Donc
T(sup(T T n)) = sup(T' T (n+1)) = sup(T T n). Donc T(T [ w) =T | w, ce
qui signifie que T' T w est point fixe de T. C’est le plus petit car tout point fixe
M contient § =T 1 0; donc T(M) = M contient T(T 10) =T 1 1; M contient
T(T 11)=T172;..donc M contient tous les T' 1 n; donc M contient leur
union T' T w.

2.4 Application aux D-regles

L’ensemble de D-regles Rp(P) constitue un systeme inductif sur la D-base. On note
Tg Popérateur de conséquence immeédiate associé. Les arbres de preuve sont appelés
D-arbres de preuve, et Rach désigne I’ensemble des racines de D-arbres de preuve.

La notion d’arbre de preuve, liée aux systemes inductifs, est largement exploitée
dans [8].

Lemme 2.3 Une D-interprétation I est modéle de P ssi I est pré-point fize de Tg.

Preuve : Nous avons vu qu’une D-interprétation I est modele de la clause C :
A« c0OBy,...,B, ssiI est close pour les D-régles de Rp(C'). On en déduit que T est
modele de P ssi I est close pour toutes les D-régles de Rp(P), c’est-a-dire ssi T} (1)
est inclus dans 1.

Proposition 2.1 Le programme P a un plus petit D-modéle Mg tel que
Mp = Racpy = pppf(Tp) = Tp T w

Preuve : Racg = pppf(Tg) = Tg 1T w résulte immédiatement du lemme sur les
points fixes dans les systemes inductifs. pppf(Tg) est en méme temps le plus petit
pré-point fixe de Tg; c’est donc le plus petit des D-modeles de P.

Exemple 2.5 Le programme Fib admet pour plus petit N -modéle ’ensemble des N -
atomes représentant la fonction de Fibonacct :

My = {fib(0,1), fib(1,1), fib(2,2), fib(3,3), fib(4,5), fib(5,8), fib(6,13), f1b(7,21)...}

Exemple 2.6 Pour le programme Fib pré-interprété par N, le N -atome fib(3,3) est
racine du N -arbre de preuve A de la figure 1.
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Figure 1 : Arbre de preuve A

2.5 Complété du programme

Le complété du programme P noté P* est un ensemble de formules qui ne sont plus
des clauses. Ce n’est donc pas un programme contraint tel que nous "avons défini. Tl
présente un intérét certain pour I’étude des réponses négatives du programme au sens
de la négation par I’échec. Dans un premier temps nous définissons P* et étudions ses
D-modeles.

La notion de complété est classique aussi bien en programmation logique qu’en
programmation logique avec contraintes. Nous nous inspirons particulierement de la
présentation faite par [2].

Pour tout p € Ilp, on appelle définition du prédicat p et on note def(p, P) (en
abrégé def(p) si P est sous-entendu) l’ensemble des clauses de P dont le symbole de
prédicat de téte est p. Def(p) est de la forme :

{ p(t) = OB,...,B.

> ni’
p(tz) < O Bf,..., By,
(tx) —cx O Bf,...,BE }
Ptk k 1o ny

Def(p) est vide lorsque P ne comprend aucune clause ayant p comme prédicat de téte.
On note SI(p, P), (SI(p) lorsque P est sous-entendu) la formule :

p(@)— ( (@ =tAaa ABIA...ABL)

V (i =taAco ABIA...AB2)

Vo (@ =t Acy ABYAL..ABE)
oll 7; est ’ensemble des variables libres de la ™€ clause et & est un ensemble de n
(n = arité de p) variables distinctes entre elles et distinctes de toutes les ;. Lorsque
def(p) est vide, SI(p) comprend une disjonction indexée par () qui se résume donc a

fauz. Alors SI(p) est : p(z) «— fauz.

On note SSI(p, P) (en abrégé SSI(p)) la formule obtenue en remplagant dans ST (p)
Iimplication « par une équivalence «.

Le complété P* est ensemble {SSI(p,P) | p € llp}.
Exemple 2.7 Le programme Fib-Fact :

fib(0,1) «— vrai
fib(1,1) <« vrai
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fib(N,A+ B) — N >1 0 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
fact(0,1) «— vrai
fact(N,N « F) — N >0 0 fact(N — 1,F)
admet pour complété, si llp est réduit a {fib, fact}, ’ensemble de formules Fib-Fact* :
{fib(X,Y) <~ (X =0AY =1)
VIX=1AY =1)
VANIAIB(X =NAY =A+BAN > 1A fib(N —2,A)
Afib(N — 1, B)))
fact(X, V) (X =0AY =1)
VANFF(X =NAY =NxFAN >0A fact(N —1,F)))}

Lemme 2.4 Pour un programme P et une pré-interprétation D fizés, une D-interpré-
tation I est modéle de SI(p) ssi elle est modéle de def(p).

Preuve :

1. Sidef(p) est vide, toute I est modele de def(p). SI(p) se résume a p(z) «— fauz
qui est vraie dans toute interprétation et toute valuation.

2. Sidef(p) est non vide, def(p) =
{ p(tl) —c d Blla"'aBrllla

p(t~2)<_62 O B%a"'aBZ

ny)’

p(te) e O BY,.... By}

et SI(p) =
p(@)— ( (@@=t Act AB{A...AB,))
xr

V (i =ty Aca ABYA...AB2)

V. (@ =t Acy, ABY AL ABE)

e Les formules (i) a (iv) ci-dessous sont sémantiquement équivalentes (elles
admettent les mémes D-modeles) :

(i) p(ti) <= ¢; O Bi,..., By,

(i) p(#) — & =1; Ac; O Bf,..., By,

(iii) p(&) — & =t; Ac; AB{A...ABS,

(iv) p(2) « Fgs(T =t; N\c; ABI A... A By,.),

(i) & (ii) : (i) vraie dans I signifie : pour toute valuation v, vp(¢;) = vrai et
vD(B;-) € I V] = p(vp(t;)) € I. Alors Vv vp(c;) = vrai et v(z) = vp(t;) et
vD(B;:) € IVj = p(v(%)) € I parce que v(%) = vp(t;) (au sens de I'identité
sur D). Donc (ii) est vraie dans 1.

Inversement, si (ii) est vraie dans I, considérons une valuation v telle que
vp(e;) = vrai et vD(B;-) € IVj. Cette valuation porte sur les variables y; de
(i). Comme 7 est un ensemble de variables disjoint de g;, on peut étendre
v a v/ portant sur ;| J# en donnant & & les valeurs vp(;). Alors la partie
droite de (ii) est vraie dans v’ ; donc p(v(#)) € I. Sachant que v(%) = vp(t;),
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p(op(t)) € 1.

(ii) < (iii) est évident car le corps de (ii) est vrai dans une valuation v ssi
les contraintes T = ¢; et ¢; sont vraies et si les B;- sont vrais.

(iii) < (iv) peut s’exprimer sous une forme plus générale : soit & et y deux
ensembles de variables disjoints, A une formule ayant & pour variables libres,
B une formule ayant Z |J § pour variables libres. Alors les formules (a) et (b)
suivantes sont sémantiquement équivalentes :

— (a) A—B

— (b)) A—3Jy B
(a) & V valuation v (sur 2 g) vi(B) = vrai = vi(A) = vrai
(b) & V valuation v (sur ), s’il existe un prolongement de v en v’ (sur z |J9)
tel que v}(B) = vrai, alors v;(A) = vrai.
(a) = (b) : soit v sur &, et un prolongement v’ sur | J g tel que v}(B) = vrai;
alors (a) = v} (A) = vrai; et vi(A) = v} (A); donc vr(A) = vrai.
(b) = (a) : soit v sur Z{J7 telle que vy(B) = vrai; alors la restriction
vo de v & © admet un prolongement v & z|Jy tel que v;(B) = vrai; (b)
= vo7(A) = vrai; et vi(A) = vor(A4); donc vr(A) = vrai.

e def(p) est donc sémantiquement équivalent & I’ensemble d’implications :
{ p(&)— @ =t Aaa AB{A...AB})
p(&) — Fp(Z =1 Acs AB}A...AB2)

p(@) — (F=1te Acg ABfA...ABE )}

e 'ensemble de formules ci-dessus de la forme £ = {A «— By,..., A «— By}
est sémantiquement équivalent a I'unique formule A «— By V...V B} car
selon F, des que 'une au moins des B; est vraie, alors A doit aussi étre
vraie; cela équivaut a: si By V...V By est vraie alors A est vraie, donc a :

A« Bi,...,By.

Corollaire 2.1 (évident) Pour toute D-interprétation I, I est modéle de P ssi I est
modéle de SI(P) = {SI(p,P) | p € Ip}. Donc I est modéle de SI(P) ssi I est pré-point
fize de TE .

Lemme 2.5 Soit IS(P) l’ensemble de formules obtenu en retournant les implications

de SI(P). Alors I est un modéle de I1S(P) ssi TE(I) contient I.

Preuve : IS(P) est un ensemble de formules du type :
(1) p(#)— Vi, (@ =t;Ac;AB{A...B)

1. Soit I un modele de IS(P). Montrons qu’alors p(d) € I = p(d) € TE(I). I est
modéle de (1), donc dans la valuation v: # = d, p(d) étant dans I, il existe un i
1 < < k et une valuation v’ prolongeant v & = |J ¢ tels que vy (7 = ti A e A B{ A
...Byj.) =wvrai . Donc

o vp(t;) = vp(z) =d,
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e vih(c;) = vrai,
* Wp(B) €1,
o ... ..

e vs(B},) €I

Alors p(vp(t;)) < vp(BY),...,vp(Bp)) fait partie des régles qui définissent 'opé-

rateur T, et chaque vD(B;:) est dans I. Donc p(vp(£;)) = p(d) est dans TE(T).

2. Supposons que I est inclus dans Tg([). Il nous faut montrer que I est modele de
(1). Pour toute valuation v : & =d

(i) soit p(d) n’est pas dans I, alors (1) est trivialement vraie dans I et v,

(ii) soit p(d) € I. Alors p(d) € T (I). Donc il existe une D-régle p(d) «— a1, ..., an
telle que ay,...,am € I. Cette régle est issue d’'une clause de def(p, P) : p(t;) «—
¢; O B},...,B:

et il existe une valuation v” sur les variables libres y; telle que
vp(fi) =d
vih(¢;) = vrai

7

1

vp(BY) = a1

vp(Bl) = am
La forme équivalente de cette clause intégrée dans SI(p) est p(&) «— Ty;(z =
tiAciABYA...ABL).

La partie gauche p(Z) est vraie dans I et v car vp(p(Z)) = p(d) € I. La partie
droite est vraie dans I et v grace a l'existence de la valuation v”. (1) est donc
vraie dans I et v car 'une des formules de la disjonction est vraie.

Proposition 2.2 Les D-modéles de P* sont les points fizes de Tg .

Preuve : SSI(P) est équivalent a la réunion de SI(P) et de IS(P). Or I est modele
de SI(P) ssi T5(I) est inclus dans I. T est modele de IS(P) ssi T, (I) contient I. Donc
I est modele de SSI(P) ssi TH(I) = 1.

Corollaire 2.2 Pour toute pré-interprétation D,
e tout D-modéle de P* est un D-modéle de P,
e les plus petits D-modéles de P et de P* sont identiques,
e P*EP.
Preuve :

e évident car les D-modeles de P sont les pré-points fixes de Tg (les I tels que
TE(I) C 1), alors que ceux de P* sont les points fixes de T} ; tout point fixe est
a fortiori un pré-point fixe.
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e le plus petit D-modele de P* est le plus petit point fixe de Tg; c’est en méme
temps le plus petit pré-point fixe de Tg.

o tout D-modele de P* est un modele de P.

Nous connaissons donc les D-modeles de P* : ce sont les points fixes de Tg. Les
plus petits modeles de P et de P* sont identiques, mais pas les plus grands modeles. En
effet, le plus grand modele de P est la D-base tout entiere. Il n’y a aucune raison que
ce soit un point fixe de Tg, donc un modele de P*. Afin de décrire plus précisément le
plus grand modele de P*, nous introduisons une nouvelle notion: celle de Doo-arbre de
preuve qui admet la méme définition que le D-arbre de preuve, la finitude en moins.

Définition 2.3 Un Doo-arbre de preuve est un arbre éventuellement infint dont les
neuds sont étiquetés par des D-atomes ayant la propriété : pour tout neud N, soit a
son étiquette,

- st N est une feuille alors a «— est un D-faut,

- st N n’est pas une feuille, il a n fils étiquetés ay,...,a, et a «<— ay,...,a, est une
D-regle.

On remarquera que les D-arbres de prewves (finis) en font partie.

Proposition 2.3 Le plus grand D-modéle de P* est l’ensemble des racines de Doo-
arbres de preuve.

Preuve : Notons R I’ensemble des racines des Doo-arbres de preuve.

1. TS (R) contient R.

Soit @ € R. Alors a est racine d’un Doo-arbre de preuve A qui a n sous-arbres,
eux-mémes Doo-arbres de preuve Ay, ... , A,.

-Sin =0, a « est un D-fait, et alors a € TE (0), donc a € TE(R).

-Sin > 0, chaque A; a pour racine un D-atome a; qui est dans Ret a « aq,...,a,
est une D-régle. Donc a € T (R).

2. Toute D-interprétation I telle que T (1) contient I est incluse dans R.

Soit a € I telle que T5(I) contient I. Considérons alors la suite (éventuellement
infinie) d’arbres étiquetés par des D-atomes éléments de I : Ay, Ag, ..., A;, Ajrq,

- Aj est I’arbre réduit a sa racine étiquetée par a,

- les arbres Ay, ..., A; étant construits, A; a éventuellement un successeur A;;q
défini de la maniere suivante : si toutes les feuilles de A; correspondent a des
D-faits, alors A; n’a pas de successeur (cas particulier : si a correspond au D-
fait @ < alors la suite s’arréte a Aj); sinon, soit F' la premiere feuille de A; ne
correspondant pas a un D-fait dans le parcours en largeur de A;; F est étiquetée
par € I, donc = € Tk (I), donc il existe une D-régle x « z1,..., 2 (k> 0
sinon F' correspondrait a un D-fait) et zq,... 2z, € I. Alors A;;1 est obtenu en
greffant sur F' (qui devient donc un neceud interne) k feuilles étiquetées par zy, ...
s The
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Si la suite d’arbres est finie, le dernier arbre A; est un D-arbre de preuve (fini)
de racine a ; donc a € Racg qui est inclus dans R.

Si la suite A; est infinie, elle définit un Doo-arbre de preuve A de racine a : ses
nceuds sont 'union (croissante) des ensembles de noeuds des A;. Donc a est dans

R.

3. Donc R est le plus grand I tel que Tg(I) contient I. D’apres le théoreme de
Knaster-Tarski, c’est le plus grand point fixe de Tg .

2.6 Squelettes

Un D-arbre de preuve utilise, pour “prouver” sa racine, des D-régles qui sont issues
de clauses du programme. L’ensemble des clauses utilisées peut étre représenté par un
arbre, étiqueté par des clauses, qui a méme forme que le D-arbre de preuve. C’est ce
que nous appellerons un squelette.

Le squelette est la notion primordiale de [8] que nous reprenons ici dans le contexte
de la programmation logique avec contraintes en assouplissant légerement la définition.

Définition 2.4 (Squelette)

Un squelette pour le programme P est un arbre S étiqueté par des clauses de P tel
que, pour tout neud N, soit E son étiquette,

- st N est une feuille, alors E est d’arité 0 : c’est un fait,

- st N n’est pas une feuille, alors il a n fils (n >0) et E est d’arité n.

Comme pour les arbres de preuve, il n’est pas nécessaire de distinguer les feulles :
ce sont les neuds ayant 0 fils, les clauses qui les étiquettent sont d’arité 0.

Le méme abus de langage que pour les arbres de preuve conduit & nommer racine
d’un squelette aussi bien I’étiquette du nceud racine (c’est une clause) que le nceud
racine proprement dit. Remarquons qu’un squelette n’est pas nécessairement un arbre

fini.

Remarque 2.3 (importante)
Les squelettes ne font intervenir que les clauses du programme P ; ils ne dépendent
pas de la pré-interprétation D.

On dit que S est un squelette pour le D-arbre de preuve A si A résulte de S par
valuations. Plus précisément,

1. les arbres A et S sont identiques si l'on fait abstraction des étiquettes (il en résulte
que S est fini),

2. soit N4 un nceud de A étiqueté par a; il a n fils (0 < n) étiquetés par aq, ...,
ay ; soit Ng son correspondant dans S. Alors I’étiquette de NNg est une clause
d’arité n: H « ¢ O By, ..., B, et il existe une valuation v telle que vp(c) = vrat,

’UD(H) = a, vD(Bl) = ai, ..., U'D(Bn) = ay.

Exemple 2.8 Pour le programme Fib pré-interprété par N, le squelette Sy de la figure
2 est un squelette pour le N-arbre de preuve Ay de la figure 3 grice aux valuations :
{N =3,A =1,B =2} pour le neud racine,
{N =2,A=1,B =1} pour son fils droit.
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Fib(N,A+ B) — N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
Fib(1,1) — vrai Fib(N,A+ B) « N > 1 O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai fib(1,1) <« vrai

Figure 2 : Squelette Sy

Figure 3 : Arbre de preuve A;

Pour tout D-arbre de preuve A il existe au moins un squelette S tel que S soit une
squelette pour A. En effet, pour tout nceud N4 de A, si a est son étiquette et si aq, ...,

a, sont les étiquettes de ses fils, alors a < ay,...,a, est une D-régle de Rp(P). Cette
D-regle résulte d’une clause H < ¢ O By,..., B, de P et d’une valuation v telles que
vp(c) = vrai, vp(H) = a, vp(By) = al, ... , vp(B,) = a,. Donc pour tout nceud de

A il existe au moins une clause de P qui convient. On obtient le squelette (fini) S en
choisissant, pour chaque noeud de A, une clause parmi les clauses possibles.

On remarquera que le choix des clauses n’est pas unique, donc que le squelette
pour A n’est pas unique, lorsqu’une regle utilisée par A peut étre obtenue a partir de
plusieurs clauses différentes.

Exemple 2.9 Pour le programme

p(a) « vrai

p(X) « vrai
ol a est un constante dont le correspondant dans D est d, et X est une variable, la D-
régle p(d) < est obtenue de deux maniéres différentes : a partir de la clause p(a) «— vrai
avec une valuation quelconque, a partir de la clause p(X) «— vrai avec une valuation v

telle que v(X) = d.

En sens inverse un squelette S, méme fini, peut n’étre squelette pour aucun arbre
de preuve.

Exemple 2.10 Pour le programme Fib, le squelette Sy de la figure 4 ne correspond a

aucun N -arbre de preuve parce qu’il n’existe pas de valuation dans laquelle N —2 =1
et N—-1=0.
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Fib(N,A+ B) «— N > 1 O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(1,1) «— vrai fib(0,1) «— vrai
Figure 4 : Squelette Sy

2.7 Contraintes associées a un squelette

Nous définissons ici le systeme de contraintes associé a un squelette en généralisant
le systeme d’équations associé a un squelette selon [8].

Etant donné un squelette S, pour savoir g’il existe un D-arbre de preuve dont il
soit squelette, il faut chercher pour chaque noeud une valuation, de telle sorte qu’en
appliquant toutes les valuations en tous les nceuds on obtienne les D-regles d’un D-arbre
de preuve.

Nous avons vu que si S est un squelette pour le D-arbre de preuve A, a chaque
nceud N de S sont associées une clause C' et une valuation v telles que vp(C') privée
de sa contrainte vraie soit la D-regle utilisée par le noeud correspondant de A. Cette
valuation est locale au noeud : elle ne sert qu’a assurer la correspondance entre la clause
et la D-regle. La partie utile de v se résume a sa restriction aux variables de C, en ce
sens que toute autre valuation identique a v sur les variables de C pourrait étre mise en
place de v. Les clauses intervenant dans S peuvent avoir des variables communes; une
méme clause peut d’ailleurs intervenir plusieurs fois (voir notamment I'exemple 2.8).

Si les clauses de S n’avaient pas de variables communes, trouver les valuations a
appliquer localement aux différents nceuds de S reviendrait a trouver une wvaluation
globale applicable a I’ensemble des clauses de S. Nous allons nous ramener a ce cas.

Une clause C’ est une variante de la clause C' si C' est obtenue & partir de C par
un renommage, c’est-a-dire ’application d’une substitution dans laquelle les variables
de C sont remplacées par des variables toutes distinctes.

La relation “étre une variante” est une équivalence sur l’ensemble des clauses.
Chaque classe d’équivalence peut étre représentée par une clause C, et 'on nommera
les variantes de C' les clauses de cette classe.

On considere désormais que I'étiquette E(N) de chaque nceud N du squelette S est,
non une clause, mais une classe d’équivalence de clauses; cette classe est représentée
par une clause de la classe : une clause de P.

Avant de chercher s’il existe une valuation globale regroupant toutes les valuations
locales, on commence par choisir, pour tout nceud N, une clause C(NN) dans la classe
d’équivalence E(N), de telle sorte que pour tout couple de noeuds distincts les clauses
choisies n’aient pas de variables communes. Cette fonction C, qui a de multiples valeurs
possibles ne différant que par renommage des variables, sera appelée fonction de choix
de variantes de clauses, ou en abrégé fonction de chouz.

La fonction de choix C étant fixée, on peut associer a tout nceud N autre que la
racine un atome noté atome(N) défini par : si N est le i fils de N’, si C(N') est
A" — 0O Bj,..., B, alors atome(N) = B|. Atome(N) dépend de la fonction C' qui
choisit pour chaque nceud une variante de clause ; mais le remplacement de C' par une
autre fonction C’ ne fait que renommer les variables de atome(N).
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Chercher un D-arbre de preuve se résume a chercher une valuation v telle que pour

tout nceud N, si C(N) est A «— ¢ O By,...,B,
1. la contrainte ¢ est vraie dans v : vp(c) = vrai

2. si Nj est le i®™¢ fils de N et est étiqueté par la clause A’ «— ¢ O Bi,... ,BI’J alors

vp(B;) = vp(A’) (au sens de I'identité sur la D-base), autrement dit
vp(atome(N;)) = vp(téte(C(N;))).

Etant donné deux atomes A : p(ty,...,tx) et B : q(uy,...,u), vp(A) = vp(B) (au
sens de I'identité sur la D-base) si et seulement si

- p et g sont le méme symbole de prédicat (élément de I1p), auquel cas k =1,

- et de plus vp(t1) = vp(uy), ... , vp(tr) = vp(ug) (au sens de l'identité sur D).

Nous avons supposé que L(V,X,Tl¢) comprend le symbole d’égalité (toujours in-
terprété comme ’égalité sur D), et les constantes booléennes vrai et faux (toujours
interprétées comme vrai et fauzx). Alors vp(A) = vp(B) si et seulement si la contrainte
cap est vraie dans D et v, ou cyp est construite de la maniere suivante :

- si A et B n’ont pas le méme symbole de prédicat, alors c4p est fauz,

- sinon, cap est t1 = uyp A ... At = uy (ici = est le symbole du langage des
contraintes).

Cette contrainte c4p sera appelée contrainte d’égalité entre A et B et notée A = B.

Définition 2.5 (Collection de contraintes)

La collection de contraintes cont(S) associée au squelette S est ['union des collec-
tions de contraintes associées auzr neuds de S pour la fonction de choix des variantes
de clauses C' : a tout neeud N on associe

1- la contrainte de la variante de clause associée a N : contrainte(C(N))

2- et si N n’est pas la racine, la contrainte d’égalité atome(N) = téte(C(N)).

Dans les squelettes selon [8], atome(N) et téte(C'(N)) ont nécessairement le méme
symbole de prédicat. Le passage aux contraintes et l'utilisation de la contrainte fauz
nous permettent de supprimer cette restriction.

Cont(S) dépend de la fonction C, mais le remplacement d’une fonction C' par une
autre ne fait que renommer les variables apparaissant dans la collection de contraintes.

Remarque 2.4 Squelettes et collections de contraintes associées sont des motions in-
dépendantes de la pré-interprétation D.

Définition 2.6 (Squelette D-soluble)
Un squelette S est dit D-soluble si la collection de contraintes qui lui est associée
(définie a un renommage preés) est satisfiable dans D.

Remarquons qu’un squelette comportant un nceud N autre que la racine tel que
atome(N) et téte(C(N)) n’ont pas le méme symbole de prédicat n’est certainement pas
D-soluble car sa collection de contraintes contient faux.

Si cont(S) est satisfiable, c’est qu'il existe une valuation v qui soit solution de
cont(S). On dira par extension que v est une solution de S dans D. Par analogie
avec le prolongement vp de v aux contraintes, atomes et clauses, v se prolonge a tout
squelette S dont elle est D-solution, et vp(S) est le D-arbre de preuve A dont chaque
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Jib(N1, Ay + By) « Ny > 1 0 fib(Ny — 2, Ay), fib(Ny — 1, By)
flb(l, 1) «— vrai be(Nz,Az + Bz) — N2 >10 f’Lb(NZ — 2,A2),flb(N2 - I,Bz)

fib(0,1) «— vrai fib(1,1) <« vrai

Figure 5 : Squelette S3

Fib(3,3)
VRN
Fib(1,1) (2,2)

Figure 6 : Arbre de preuve Aj

nceud Ny est étiqueté par vp(téte(C(Ns))) ou Ng est le nceud correspondant a Ny
dans S.

Nous avons dit plus haut que pour tout D-arbre de preuve A il existe un squelette
S qui soit un squelette pour A. Cela veut dire que S est fini et D-soluble, et qu’il existe
une valuation v telle que vp(S) = A. La correspondance entre D-arbres de preuves et
squelettes D-solubles s’établit donc de la maniere suivante :

- pour tout D-arbre de preuve A il existe un squelette D-soluble qui soit un squelette
pour A,

- pour tout squelette fini D-soluble S il existe un D-arbre de preuve A tel que S
soit un squelette pour A.

La correspondance entre D-arbres de preuve et squelettes finis D-solubles s’étend
aux arbres infinis de la maniére suivante :

- pour tout Doo-arbre de preuve A il existe un squelette (éventuellement infini)
D-soluble qui soit un squelette pour A,

- pour tout squelette (éventuellement infini) D-soluble S il existe un Doo-arbre de
preuve A tel que S soit un squelette pour A.

Exemple 2.11 Le squelette S3 de la figure 5 ou les clauses ont été renommées selon
une certaine fonction de choix a pour collection de contraintes :

{Nl > 1l,vrat, Ny—2=1,A1 =1,Ny > 1,N;—1 = Ny, By = Ays+Bs,vrai, Ng—2 =
0,A2 = 1,vrai,N2 —1= 1,B2 = 1}
qui admet pour solution dans N la valuation :

{Nl = 3,A1 = 1,B1 = 2,N2 = 2,A2 = 1,B2 = 1}
Le N -arbre de preuve Az correspondant est représenté figure 6.

Exemple 2.12 Le squelette S, de la figure 7 a pour collection de contraintes :

{N >1,vrai,N —2=1,A=1,vrai, N —1=0,B =1}
qui est insatisfiable dans N' car N —2 =1 et N — 1 = 0 sont contradictoires.
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Fib(N,A+ B) « N > 1 0O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(1,1) «— vrai fib(0,1) «— vrai
Figure 7 : Squelette Sy

p(X) « m“|ai O p(X)
p(X) «— vrai O p(X)

p(X) « miai O p(X)

Figure 8 : Squelette infini S5

Exemple 2.13 Un programme qui contient la clause

p(X) «— vrai O p(X)
pré-interprété par un D quelconque admet le squelette infint Sy de la figure 8. Celui-
ci est D-soluble car sa collection de contraintes : {vrai,vrai, X1 = Xo,vrai, X, =
Xs,...,vrai, X;, = Xpy1,...} admet pour solution toute valuation qui attribue auz
variables X1, X9, ... , Xn, ... la méme valeur d € D.

Exemple 2.14 Le programme pré-interprété par N :
p(0,0) — vrai
p(X,R) — X>00pX+1,R+1)
admet le squelette infini N -soluble Sg de la figure 9. Sa collection de contraintes
{X1>0,X2>0,X14+1=X3,Ri+1=Ry,..., Xpp41 >0, X,,+1=X,,11,R,+1 =
Ryy1,...}
admet en effet pour solution dans N la valuation

{X1:R1:1,X2:RQZZ,...,Xn:Rn:TL,...}.

2.8 Questions, réponses

La notion de réponse que nous définissons ici est largement inspirée de celle de [8]
pour les programmes logiques.

L’utilité d’un programme réside en bonne partie dans les réponses qu’il peut donner
aux questions qui lui sont posées.

Une question est un but (clause sans téte) : « ¢ O By,..., By,.

Pour définir ce qu’est une réponse, nous avons besoin d’étendre légerement la notion
de squelette. Jusqu’a présent, les nceuds d’un squelette sont étiquetés par des clauses,
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p(X,R) — X >00p(X+1,R+1)

p(X,R) — X>0O0p(X+1,R+1)

p(X,R) — X>00p(X +1,R+1)

Figure 9 : Squelette infini Sg

— N <40 fib(N,R)

Fib(N,A+ B) « N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
Fib(1,1) — vrai Fib(N,A+ B) «— N > 1 O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai fib(1,1) «— vrai

Figure 10 : Squelette S7

qui représentent leurs classes d’équivalence par variante. Désormais, la racine d’un
squelette peut étre étiquetée par un but. La construction de la collection de contraintes
cont(S) associée a S n’a guere a étre modifiée car la téte de la clause associée au nceud
N n’intervient que si IV n’est pas la racine. Nous imposerons seulement que les variables
du but question me soient pas renmommeées.

Définition 2.7 (D-Réponse)
On appelle D-réponse pour le but B tout squelette fint D-soluble de racine B ; on
dit €galement que c’est un D-squelette réponse.

Exemple 2.15 Le squelette S7 de la figure 10 pour le programme Fib est une N -
réponse pour le but — N < 4 O fib(N,R) car sa collection de contraintes : {N <
4, Ny >1,N=N,R= A1+ By,vrat, Ny —2=1,A1, =1,Ny > 1,Ny —1 =Ny, By =
Ay + By, vrai,No—2 =0,Ay = 1,vrai, No—1 =1, By = 1} a pour solution la valuation
{N=3,R=3,N;=3,A41=1,B1 =2,Ny =2,4,=1,By = 1}.

2.9 Contraintes réponses, solutions

Une D-réponse pour le but B est un squelette S fini D-soluble de racine B. Sa racine
est donc étiquetée par B : «+— ¢ O Bq,..., B,. Si S est D-soluble, c’est que la collection
de contraintes cont(S), définie & un renommage pres des variables, est satisfiable dans
D. Cont(S) étant finie, elle est assimilable & une unique contrainte : la conjonction
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des contraintes de la collection que nous noterons C(.S). Mais le résultat intéressant est
I'incidence de cette contrainte sur les variables libres (non quantifiées) de la question
B, les autres variables apparaissant dans cont(S) n’étant que des auxiliaires.

Définition 2.8 (Contrainte associée a un squelette fini, D-contrainte réponse)
La contrainte ca(S) associée au squelette fini S est obtenue en :

e construisant la collection de contraintes cont(S) (d un renommage prés des va-
riables),

e rassemblant, par conjonction, cette collection en une unique contrainte C(S),

e prenant la fermeture existentielle de C(S) sur les variables auziliaires : si x© dé-
signe les variables libres de B et y les variables auziliarres, la contrainte associée
est : ca(S) =3_3C(S) ou encore ca(S) = Ty C(S5).

On appelle D-contrainte réponse la contrainte ca(S) associée a un D-squelette réponse

S.

Remarque 2.5

1. Les variables libres de ca(S) sont les variables libres du but B, sans renommage.

2. Les variables auziliarres, qui sont connues a un renommage pres, sont quantifiées
existentiellement. On peut donc leur appliquer un renommage sans changer la signifi-
cation de la contrainte résultat.

3. Les motions de squelette fini de racine B et de contrainte associée sont indépendantes
de D. Ceci sera exploité au paragraphe 2.11 (réponses générales).

Une valuation v solution de la D-contrainte réponse ca(S) rend vraie la formule
Jdy C(S) quantifiée existentiellement sur I’ensemble 7 des variables auxiliaires. Cette
valuation doit donner des valeurs aux variables £ de la question, les valeurs attribuées
aux autres variables ne nous important pas. Mais prouver que 3y C(S) est vraie dans
v, c’est prouver qu’on peut attribuer des valeurs aux variables § de telle sorte que
C(S) soit vraie, et donc que soient satisfaites toutes les contraintes de cont(S). Il en
ressort que ca(S) est satisfiable dans D si et seulement si cont(S) est sastisfiable dans
D c’est-a-dire S est D-soluble.

Donc si S est une D-réponse, pour en trouver une solution que nous appellerons
D-solution, on cherche une valuation v qui prend en compte toutes les variables appa-
raissant dans la collection de contraintes cont(S); la D-solution correspondante est la
restriction de v aux variables libres de la question.

Exemple 2.16 Soit Fib-Fact le programme pré-interprété par N :
fib(0,1) «— vrai
fib(1,1) «— vrai
fib(N,A+ B) — N >1 0 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
fact(0,1) «— vraz
fact(N,N«F) — N >00 fact(N —1,F)
et Bg le but
— X <30 fib(X,Y), fact(X, Z).
La question Bg admet des N -squelettes réponses, dont le squelette Sg de la figure 11
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— X <30 fib(X,Y),factQZ)

fact(Nz,Ng X Fz) — N2 >00 faCt(Nz — 1,F2)
fib(Ni, Ay + By) < Ny > 10 fib(Ny — 2, Ay), fib(Ny — 1, By)

fib(0,1) «— vrai fib(1,1) < vrai  fact(N3, N3 x F3) < N3 >0 0O fact(N3 — 1, F3)

fact(0,1) «— vrai

Figure 11 : Squelette Ss

dans lequel les clauses sont renommées pour faciliter la construction du systéme de
contraintes.

La collection de contraintes associée est cont(Sg) = {X <3,N; >1,X = N,V
A1+ B1,Ny >0, X =Ny, Z =Noyx Fh,, Ny —2=0,A4, =1,N; —1=1,B; =1,N3 >
0,N2 —1 :N3,F2 :Ng*F3,N3 —1= 0,F3 == ]_}

Cont(Ss) est satisfiable car vraie dans la valuation : {X =2,Y =2,7 =2, N, =
2,A1=1,B; =1,Ny =2,F, =1,N3 =1, F3 = 1}.

La partie intéressante de cette valuation est constituée des valeurs attribuées auz
vartables de la question, soit : {X =2,Y =2,7 = 2}.

Les autres variables : Ny, A1, B1, No, F5, N3, F3 sont quantifiées existentiellement

dans la N -contrainte réponse associée a Sg :

AN13A 3B IN,AFAN;3F3(X < 3AN; > 1AX =N AY = A+ By ANy >
OANX =NoANZ =NoxF5 ANt —-2=0NA  =1AN,—1=1ANB;y =1AN3 >
0/\N2—1:N3/\F2:N3*F3/\N3—1:0/\F3:1).

Elle implique : X =2ANY =2AN 7 =2.

Exemple 2.17 Pour le méme programme Fib-Fact, le but :
— V(X =Y=«Y) O fact(X, F)
contient les variables libres X et F', et la variable liée Y. Y ne sert que comme auxiliaire
pour exprimer le fait que X est un carré. Cette question admet une infinité de N -
réponses, dont le squelette Sy de la figure 12. La N -contrainte réponse associée est :
EIN13F1(3Y(X = Y*Y)/\X =NANF=NixF{A AN, >0AN—1=0AF, = 1)
Elle impligue X =1ANF =1.

2.10 Correspondance entre squelettes réponses et arbres de preuve

Nous avons précédemment étudié la correspondance entre les squelettes, au sens
primitif du terme : étiquetés par des classes d’équivalence de clauses, et les D-arbres de
preuve. L’extension de la notion de squelette autorisant la racine a étre étiquetée par
un but modifie un peu la correspondance avec les D-arbres de preuve.

Etant donné un D-squelette réponse S et une valuation v solution de cont(S),
I’extension vp de v appliquée aux différents noeuds de S donne :
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Y (X =Y xY), fact(X, F)

fact(Nl,Nl X FI) — N1 >00 fact(N1 — 1,F1)

fact(0,1) «— vrai

Figure 12 : Squelette Sy

Figure 13 : Forét de preuve F}

- pour la racine : un D-but avec contrainte vraie, donc une suite de D-atomes

- pour tout autre noeud : une D-clause avec contrainte vraie, donc une D-regle. A
tout noeud de ce type on associe la téte de regle.

On obtient ainsi un arbre A qui ressemble & un D-arbre de preuve, a ceci pres qu’a
la racine on ne sait associer que la séquence de D-atomes : < vp(By),...,vp(B,) >.
Les n sous-arbres de A sont des D-arbres de preuve ayant pour racines les D-atomes
vp(By), ..., vp(By). Donc A est assimilable & un n-uplet de D-arbres de preuve, que
nous appellerons D-forét de preuve. C’est cette D-forét de preuve que nous noterons
’UD(S).

Exemple 2.18 La réponse S1 au programme Fib-Fact de ’exemple 2.16, associée a
la N -solution :

{(X=2Y=27=2Ny=2,4=1,By=1,N,=2,F, =1,N3 =1,F3 =1}
donne la N -forét de preuve Fy de la figure 13.

Donc pour tout squelette fini D-soluble S il existe une D-forét de preuve F dont S
soit le squelette. Inversement, a partir de la D-forét de preuve F', on peut construire
un squelette S de la maniere suivante :

- pour chaque D-arbre de preuve A; de F on sait trouver un squelette D-soluble S;
qui soit squelette pour A;; soit H; la téte de la regle étiquetant la racine de S;

- la racine de S, qui a ces S; comme sous-arbres, est étiquetée par un but B :
«—wvratr O By,..., B, ou les B; sont des renommages des H; utilisant des ensembles de
variables disjoints.

Exemple 2.19 La N -forét de preuve Fy de la figure 14 admet pour squelette le sque-
lette S1g de la figure 15.
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fib(2,2) fact(1,1)
fib(0,1)  fib(1,1)  fact(0,1)

Figure 14 : Forét de preuve Fy

—wrai O fib(X,Y), fact(U,V)

faCt(Nz,Ng X Fz) — N2 >00 faCt(Ng — 1,F2)
fib(N1, Ay + By) < Ny > 1 0 fib(Ny — 2, Ay), fib(N; — 1, By)

fib(0,1) «— vrai fib(1,1) <« vrai fact(0,1) «— vrai

Figure 15 : Squelette Sqp

2.11 Réponses générales

Un but B étant donné, les squelettes finis de racine B et les contraintes associées ne
dépendent en aucune maniere de la pré-interprétation sous-entendue D. C’est ce que
nous appelons réponses générales. Elles présentent un intérét indéniable en vertu du
théoreme qui suit.

Définition 2.9 (Réponse générale)
On appelle réponse générale pour le but B et le programme P tout squelette fini de
racine B. La contrainte associée a un tel squelette est une contrainte réponse générale.

Rappelons que B est un but de la forme «— ¢ O By,..., B,.
Nous noterons b le corps de B, soit ¢ O By,..., B,. Donc B s’écrit : < b.

Théoreme 2.1 Si v est une contrainte réponse générale pour le programme P et le

but < b alors P =1 — b.

Autrement dit, 'implication » — b est conséquence logique du programme.

Preuve : P |=r — b signifie : dans toute pré-interprétation M, dans tout M-modele
I de P, pour toute valuation v dans M solution de r, v;(b) = wvrai , c’est-a-dire :
vpm(e) = vrai et chaque vaq(B;) est dans 1.

v et I étant indépendants I'un de I'autre on peut intervertir leurs roles : pour toute
pré-interprétation M et toute valuation v dans M, si vaq(r) = vrai alors va(c) = vrai
et chaque vy (B;) est dans tous les M- modeles de P, ce qui revient a dire que chaque
vm(B;) est dans le plus petit M-modele de P : MY, = Racl),.

Finalement, P |= r — b équivaut a : dans toute pré-interprétation M, pour toute
valuation v dans M solution de 7, va¢(c) = vrai et chaque vo((B;) est dans Rack,.

Soit donc  une contrainte réponse générale, M une pré-interprétation et v une va-
luation dans M solution de r. Montrons que va(c) = vrai et que v (B;) € RacfAVi.
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Puisque r est une contrainte réponse générale, c’est la contrainte associée a un sque-
lette fini de racine < b. Notons & I’ensemble des variables libres de b, 3 ’ensemble des
variables auxiliaires apparaissant dans S et quantifiées existentiellement dans r. r est
de la forme 3g(cy A ... Ack). Si v est une valuation sur Z telle que vaq(r) = vrai, v se
prolonge en une valuation v’ sur & J 7 telle que v/y,(¢1 A... A¢y) = vrai. La contrainte
c fait partie des ¢;, donc vaq(c) = v/ (c) = vrai. D’autre part, ¢; A ... A ¢; représente
la collection de contraintes {c1, ..., c;} associée au squelette S, qui est donc M-soluble
avec pour solution v'. v/y((S) est une M-forét de preuve dans laquelle les racines des
M-arbres de preuve sont les v'y,(B;) = vaq(B;). Donc chaque vp(B;) est racine d’un
M-arbre de preuve; il est donc dans Racf/l.

Lorsque 7 est une contrainte réponse pour < b, r — b est également une conséquence
logique du complété P* en vertu du théoreme plus général suivant :

Théoréme 2.2 Pour toute contrainte c et tout but «— b, P |=c — b ssi P* |=¢ — b.

Preuve :

-PEc— b= P*}=c— bparce que P* = P.

- Inversement, supposons que P* = ¢ — b. Alors VDVuVI D-modele de P* vp(c) =
vrai = vp(b) € I donc VDVv vp(c) = vrai = vp(b) € plus petit D-modele de P* =
plus petit modele de P = vp(b) € tout D-modele de P. Donc P |=¢ — b.

L’ensemble des 7 — b conséquences logiques de P est une excellente maniere de
définir la sémantique du programme P. Mais certaines des implications » — b consé-
quences de P sont inutiles : celles pour lesquelles la contrainte r est insatisfiable. Dans
ce cas P |=r — b est vral pour une raison triviale : parce que r est toujours fausse.
Nous sommes donc amenés a éliminer les 1 — b pour lesquelles on sait que la contrainte
r n’a pas de solution.

Nous pouvons éliminer les » — b pour lesquelles r est insatisfiable dans la pré-
interprétation naturelle D. Nous obtenons ainsi les D-réponses.

Mais pour modéliser les systemes existants, il faudra envisager d’autres critéres de
rejet. En effet, tout interpréte comprend un algorithme de satisfiabilité de contrainte
qui le plus souvent, pour des raisons d’indécidabilité ou de complexité, ne traduit pas
exactement la satisfiabilité dans D. L’algorithme est parfois incomplet : pour certaines
contraintes il ne sait pas si elles sont satisfiables ou insatisfiables. Dans ce cas sont
rejetées les réponses dans lesquelles la contrainte est jugée insatisfiable par 'algorithme.

Enfin, nous serons amenés, pour des considérations logiques, a envisager une théorie
7T pour modéliser la satisfiabilité : la contrainte c est satisfiable dans tout modele de
T si sa cloture existentielle est conséquence logique de 7 ; elle est insatisfiable, et les
réponses qui la comprennent sont rejetées, si sa négation est conséquence logique de 7.
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3 Sémantique opérationnelle

Nous supposerons dans tout ce chapitre que nous avons a notre disposition un cri-
tere de rejet CR qui permet d’éliminer certaines des réponses générales. Nous insistons
sur le fait qu’il ne s’agit pas de ne garder que les réponses pour lesquelles on sait que
la contrainte est vraie dans telle ou telle circonstance; il s’agit au contraire de garder
toutes les réponses sauf celles qui sont rejetées par le critére C R. Ceci permet de rendre
compte du fonctionnement d’un interprete qui donne certaines réponses assorties de la
mention peut-étre, signalant ainsi que 'algorithme de satisfiabilité ne répond ni ous ni
non ; ces réponses sont incertaines en ce sens qu’elles pourraient étre éliminées par un
algorithme plus proche de la satisfiabilité dans D.

Le critere de rejet agit sur les collections de contraintes : son réle est de refuser les
squelettes dont la collection de contraintes ne convient pas. Il est tres général ; il n’est
pas nécessairement effectif ; nous supposons seulement qu’il a les deux propriétés :

1. il rejette la contrainte faux,

2. il est monotone sur les collections de contraintes : si une collection A est rejetée
et si B contient A alors B est également rejetée,

On remarque que toute collection contenant faux est rejetée.

3.1 Réponses

Définition 3.1 (Squelette rejeté, squelette acceptable, réponse)

Un squelette S (fini ou infini) est rejeté si sa collection de contraintes cont(S) est
rejetée par le critére CR.

Un squelette est acceptable s’il n’est pas rejeté par C'R.

Une réponse pour le but B et le programme P (selon le critére CR) est un squelette
fini de racine B acceptable (selon CR).

Une contrainte réponse (selon CR) est la contrainte associée a un squelette réponse

(selon CR).

3.2 Recherche des réponses

La notion de squelette partiel et le procédé de calcul des réponses sont largement
inspirés de [8].

Il s’agit de décrire un procédé permettant de trouver toutes les réponses pour un
programme P et un but B donnés. On peut envisager différentes méthodes qui consis-
tent en : générer des squelettes finis, ne conserver que ceux qui sont acceptables et de
racine B.

Pour étre efficace, il faut construire des squelettes susceptibles d’étre des réponses en
faisant grandir un squelette déja construit, soit vers le haut (méthode ascendante), soit
vers le bas (méthode descendante), ou dans toute direction imaginable. Quelle que soit
la méthode de progression choisie, on devra envisager des squelettes incompletement
construits, que nous appellerons squelettes partiels.
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Un squelette partiel ne se différencie d’un squelette (complet) que par le fait que
certaines de ses feuilles peuvent étre étiquetées par un symbole spécial représentant
I’'indéterminé.

Définition 3.2 (Squelette partiel)
Un squelette partiel est un arbre dont les neeuds sont étiquetés par des clauses de P
ou le symbole 7 de telle sorte que

1. si N est une feuille, son étiquette E(N) est, soit le symbole ?, soit une clause de

P d’arité 0 (un but),

2. si N n’est pas une feuille, alors N an fils (0 < n) et son étiquette E(N) est une
clause d’arité n.

Les neuds indéfinis du squelette partiel S sont les feuilles de S étiquetées par 7.
Les autres noeuds de S sont dits définis. On note def(S) Pensemble des nceuds définis
de S, indef(S) ’ensemble de ses nceuds indéfinis. Le squelette partiel S est dit complet
s’il n’a pas de nceud indéfini, incomplet s’il a au moins un noceud indéfini.

Désormais, le mot squelette signifie squelette partiel ; un squelette au sens primitif
du mot est dit squelette complet.

La collection de contraintes cont(S) associée a un squelette (partiel) S se construit
comme pour un squelette complet, mais en ignorant les nceuds indéfinis. A tout nceud
N de S autre que la racine, on associe, comme dans un squelette complet, I’atome
atome(N) issu du pere de N ; atome(N) est défini pour tout N autre que la racine,
méme si N est indéfini.

Le squelette (partiel) S est acceptable si sa collection de contraintes cont(S) n’est
pas rejetée.

Exemple 3.1 La figure 16 représente un squelette partiel SP; pour le programme F'ib.
Sa collection de contraintes est : {N < 4,N; > 1,N = N;,R = A; + B;,Ny >
1,Ny —1 = Ny, By = Ay + By,vrai,Ny —2 = 0, Ay = 1}. Elle n’est pas rejetée par le
critére correspondant exactement a la satisfiabilité dans N car elle a pour solution la

valuation : {N = 3,R = 3,N1 = 3,A1 = ]_,Bl = 2,N2 = 2,A2 = ]_,BQ = 1}

Définition 3.3 (Sous-squelette)
Etant donné deuzr squelettes de méme racine S et S’, S’ est un sous-squelette de S
51 8" coincide avec S sur def(S").

Donc def(S’) est inclus dans def(S), et S’ est obtenu en rendant indéfinis certains
nceuds de S'; les descendants d’un neceud devenu indéfini sont supprimés.

Exemple 3.2 Le squelette partiel SPy de la figure 16 est un sous-squelette du squelette
complet S7 de la figure 10.
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— N <40 fib(N,R)

Fib(N, A+ B) « N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
? Fib(N,A+ B) — N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai ?

Figure 16 : Squelette partiel SP;

Pour un squelette fixé S, tout sous-squelette S’ de S est caractérisé par I’ensemble
de ses nceuds définis. On peut en effet reconstituer S’ a partir de S et de def(S’) :
les noeuds de def(S’) ont chacun un nombre de fils imposé par 1’arité de la clause qui
’étiquette ; certains des fils sont dans def(S’); ceux qui ne sont pas dans def(S’) doi-
vent étre ajoutés sous forme de feuilles indéfinies. Mais def(S’) n’est pas une partie
quelconque de def(S) : soit elle est vide, soit elle contient la racine et elle est connexe.
Nous appellerons convenable une partie de def(S) qui a cette propriété.

La construction de cont(S) fait intervenir une fonction de choix des variantes de
clauses pour les noeuds définis de S. Sa restriction a def(S’) peut servir a construire
cont(S"). Donc, a un renommage pres, cont(S’) est incluse dans cont(S). Donc tout
sous-squelette d’un squelette acceptable est acceptable.

3.3 Construction descendante

La construction descendante des réponses a la question posée par le but B consiste
en la construction de squelettes obtenus par remplacement progressif de feuilles indé-
finies par des squelettes, jusqu’a ce que ’on obtienne des squelettes complets. On ne
construira que des squelettes finis acceptables et de racine B.

Supposons que nous ayons déja construit un squelette S acceptable et de racine B.
Deux cas se présentent :

1- S est complet, alors c’est une réponse,

2- S est incomplet, alors il a au moins une feuille indéfinie. Dans ce cas, on progresse
vers une réponse en remplacant 'une des feuilles indéfinies F' par un squelette (complet
ou incomplet) T, sous la condition que le nouveau squelette S’ soit acceptable. C’est
ce que nous appellerons greffer T sur F'.

La construction de cont(S’) fait intervenir un choix C’ sur les variantes de clauses
pour les nceuds définis de S’. Les noeuds définis de S en font partie; un choix de
variantes C' leur a été appliqué pour construire cont(S). Il existe une fonction de choix
C’ sur S’ qui prolonge C : il suffit de choisir pour les nceuds définis de T' des variantes de
clauses qui n’ont pas de variables communes avec les variantes déja présentes dans C.
Donc, & un renommage pres des variables, cont(S’) comprend cont(S) et des contraintes
supplémentaires :

- celles de cont(T),

- la contrainte d’égalité atome(F) = téete(C'(racine(T))).
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Pour avoir le plus de chances de trouver un squelette S’ acceptable, il faut choisir
pour T un squelette le plus petit possible. Or la racine de T' comprend nécessairement
une clause. Donc T est le plus petit possible s’il se résume a un squelette de clause
défini comme suit.

Si C est la clause A «— ¢ O By,..., By, le squelette de la clause C noté sq(C)
comprend :

- la racine étiquetée par C,

- n fils tous étiquetés par 7.

Si C est un fait (n = 0), sq(C) est complet et se résume a la racine étiquetée par
A «— ¢. Si C est d’arité non nulle, sq(C) est incomplet.

Si B est le but «— ¢ O By, ..., By, le squelette du but B noté sq(B) comprend :
- la racine étiquetée par B,
- n fils tous étiquetés par 7.

Choisissons donc pour T le squelette sq(C) d’une clause C' de P. Alors cont(T)
se résume a la contrainte ¢ de la clause C' (moyennant renommage). D’autre part, la
contrainte d’égalité atome(F') = téte(C) (toujours moyennant renommage) est faux si
ces deux atomes ne comportent pas le méme symbole de prédicat. Il est donc inutile
d’essayer de greffer en F un sq(C) ou téte(C') ne comporte pas le méme symbole de
prédicat que atome(F).

Il reste a définir le démarrage de la construction descendante. Le plus petit sque-
lette initial possible est sq(B). Celui-ci n’est pas nécessairement acceptable, il faut donc
vérifier au départ que la contrainte du but B n’est pas rejetée.

Nous pouvons maintenant définir un procédé général de résolution descendante
non déterministe qui, étant donné un but B, fabrique des suites de squelettes finis
acceptables de racine B que I’ on appelle états. Nous appellerons ce procédé résolution

SLD.

3.4 Résolution SLD

1. Si la contrainte de B est rejetée, il n’y a aucune réponse a la question; le cal-
cul s’arréte immédiatement. Dans le cas contraire, on considere I’état initial : le
squelette sq(B).

2. A partir d’un état S,
- 81 S est complet, c’est une réponse calculée,

- si S est incomplet, on peut passer de S a tout squelette acceptable S’ obtenu
de la maniere suivante : soit F’ une feuille indéfinie de S et C une clause de P
qui a méme symbole de prédicat que atome(F); S’ est obtenu en greffant sq(C')
sur F. Rappelons que S’ doit étre acceptable. On dit que S’ dérive de S et plus
précisément que S’ dérive de S par la feuille F'; on appelle étape de dérivation le
passage de S a S'.
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S est un état final s’il n’existe aucun autre état qui en dérive. Ce peut étre un état
final succés : S est complet, ou un état final échec : S est incomplet mais pour chacune
de ses feuilles indéfinies F', il n’existe pas de clause dont la téte comporte le méme
symbole de prédicat que atome(F'), ou toutes les clauses mises en correspondance avec
les feuilles indéfinies produisent des collections de contraintes rejetées.

On appelle dérwation SLD toute suite finie ou infinie d’états Sy, Ss, ..., S;, ... telle
que S; = sq(B), tout état sauf le premier dérive du précédent, et la suite est infinie ou
se termine sur un état final. La dérivation est un succes si elle est finie et son dernier
état est un squelette complet S; dans ce cas on dit qu’elle calcule la réponse S. Clest
un échec si elle est finie et son dernier état est un état final échec.

Exemple 3.3 La figure 17 représente une dérivation succés pour le but «— N <
4 O fib(N,R) et le programme Fib selon le critére de satisfiabilité dans N. Pour
le méme programme et le but «— N < 3 O fib(N,3), la figure 18 représente une dé-
riwation échec, parce que la collection de contraintes déja construite impose N = 2,
donc N —1 =1; donc la seule clause que l’on puisse espérer mettre a la place de 7 est
fib(1,1) <« vrai; mais cela aboutit indirectement a 3 =14 1.

Exemple 3.4 Le but < vrai O p(1,R) pour le programme de 'exemple 2.1/ admet
une dérivation infinie représentée figure 19.

Remarque 3.1 Le procédé indiqué est doublement non déterministe : on a le choiz
d’une feuille parmi les fewilles incomplétes, et pour une feuille incompléte donnée d’une
clause parmsi les clauses possibles.

Remarque 3.2 On peut optimiser la construction de la collection de contraintes asso-
ciée a chaque squelette, nécessaire pour vérifier 'acceptabilité, en la batissant progressi-
vement. Dans ce cas, un état est un couple < S, E > ou S est un squelette de racine B,
E sa collection de contraintes cont(S). L’état initial est < sq(B), {contrainte(B)} >,
et on passe de < S,E > a < S',E' > en

- choisissant une feuille indéfinie F de S,

- choisissant dans P une clause C dont la téte a le méme symbole de prédicat que
atome(F),

- choisissant une variante C' de C n’ayant pas de variable commune avec S,

- vérifiant que E' = EJ{contrainte(C"), atome(F) = téte(C")} n’est pas rejetée,

- construisant S’ par greffe de sq(C) sur F.

Théoreme 3.1 Le procédé de résolution SLD associé a un critére de rejet donné a
les propriétés suivantes :

1. toute réponse calculée est une réponse,

2. 1l calcule toutes les réponses.
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— N <40 fib(N, R)
?
— N <40 fib(N,R)
Fib(N, A+ B) — N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
? ?
— N <40 fib(N, R)
Fib(N, A+ B) — N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
fib(1,1) «— vrai ?
— N <40 fib(N, R)
Fib(N, A+ B) — N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
fib(1,1) « vrai fib(N,A+ B) < N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
? ?
— N <40 fib(N, R)
Fib(N, A+ B) — N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
fib(1,1) « vrai fib(N,A+ B) «— N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai ?

— N<4 Dl #ib(N, R)
Fib(N,A+ B) « N > 10 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
Fib(1,1) — vrai Fib(N,A+ B) « N > 1 O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai fib(1,1) <« vrai

Figure 17 : Une dérivation succes
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— N <30 fib(N,3)

?

— N <30 fib(N,3)
Fib(N,A+ B) « N > 1 O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

? ?

— N <30 fib(N, 3)

Fib(N,A+ B) « N > 1 0O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai ?

Figure 18 : Une dérivation échec

Preuve : La premiére proposition est évidente : la résolution SLD ne construit
que des squelettes finis acceptables de racine B. Donc ses réponses calculées sont des
squelettes finis complets acceptables et de racine B : ce sont des réponses.

Pour prouver la seconde proposition, considérons un squelette S fini, complet, ac-
ceptable et de racine B. Il nous faut prouver que c’est la réponse calculée par une
dérivation. Considérons un parcours en largeur de ’arbre S. Cela donne une numéro-
tation Ny, Na, ..., N, des noeuds de S telle que toute partie initiale {Ny,...,N;} est
une partie convenable de noeuds (tous définis) de S. A cette suite de nceuds on associe
la suite de squelettes Sy, S, ..., S, ainsi définie : S; est le sous-squelette de S tel que
def(S;) = {Ni,...,N;}. La suite Sy, Sy, ..., S, est une dérivation succes qui donne la
réponse S. En effet, S; est le squelette initial sq(B). S, a les mémes nceuds définis que
S : c’est S lui- méme. Enfin, le passage de S; a S; 1 remplace ’étiquette 7 de N;1 par
la clause correspondante dans S, et IN;;1 est muni de ses fils tous étiquetés 7. C’est
exactement 'opération de greffe. Il reste a vérifier que cette greffe est autorisée, c’est-
a-dire que S; 1 est acceptable. Or S, S, ..., S, sont des sous-squelettes du squelette
acceptable S. Ils sont donc tous acceptables.

3.5 Regle de sélection

Le procédé de résolution SLD décrit ci-dessus comporte un double indéterminisme :
sur la feuille indéfinie sur laquelle on greffe le squelette d’une clause, sur la clause dont
on greffe le squelette. Pour se rapprocher d’un procédé de résolution effectif, il faut
réduire 'indéterminisme. On peut dans ce but fixer une regle de choix de la feuille
indéterminée ; il ne restera plus qu’a explorer toutes les solutions possibles engendrées
par les clauses qui conviennent pour une feuille donnée.

On appelle régle de sélection une fonction R qui, pour tout squelette incomplet S
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—wvrai O p(1, R)
?
—ovrai O p(1,R)
p(X,R) — X>0O0p(X+1,R+1)

?

—wvrai O p(1, R)

p(X,R) —X>00p(X+1,R+1)
p(X,R) <—X>0|D p(X+1,R+1)
?

—wvrai O p(1, R)

p(X,R) —X>00p(X+1,R+1)
p(X,R) <—X>0|D p(X+1,R+1)
p(X,R) — X >00p(X+1,R+1)

?

Figure 19 : Une dérivation infinie
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rencontré dans une dérivation donne une feuille indéfinie F'.

Etant donné une regle de sélection R (et un critere de rejet), la résolution SLD
controlée par R, ou R-résolution se définit de la maniere suivante :

1. Si la contrainte de B est rejetée, il n’y a aucune réponse a la question; le cal-
cul s’arréte immédiatement. Dans le cas contraire, on considere I’état initial : le
squelette sq(B).

2. A partir d’un état S,

- s1 S est complet, c’est un état final succes et S est une réponse calculée,

- si S est incomplet, on peut passer de S a tout squelette acceptable S’ obtenu
de la maniére suivante : soit F' la feuille indéfinie R(S) et C une clause de P qui
a méme symbole de prédicat que atome(F); S’ est obtenu en greffant sq(C) sur
F. On dit que S’ dérive de S selon R et que le passage de S a S’ est une R-étape
de dérivation.

Les dérivations correspondantes sont des R-dérivations.

Exemple 3.5 La premiére dérivation de ’exemple 3.3 représentée figure 17 est contro-
lée par la régle qui sélectionne la premiére feuille indéfinie dans le parcours en largeur.

Théoréeme 3.2 La R-résolution a les deux propriétés :
1. toutes les réponses calculées sont des réponses,

2. elle calcule toutes les réponses.

Preuve : La premiere proposition est évidente : la R-résolution n’est qu’un cas par-
ticulier de la résolution SLD définie précédemment.

La seconde proposition se prouve de la maniere suivante : pour toute réponse S il
existe une R-dérivation succes qui a S pour état final. On construit une suite de sous-
squelettes de S : S} = sq(B), Sa, ..., Si, Sit1, ... de la maniere suivante : S;y; est le
sous-squelette de S tel que def(S; 1) = def(S;) U{R(S;)}. Il est clair que S;;1 résulte
de la greffe du squelette de clause défini par S sur la feuille indéfinie F; = R(S;). Les

squelettes successifs Sy, So, ... sont des sous-squelettes de S qui est acceptable, ils sont
donc acceptables. D’autre part, S; a exactement ¢ noeuds définis; donc, si S a p nceuds
(qui sont tous définis), S, = S. La dérivation Si, ..., S, calcule la réponse S.

3.6 Arbre de recherche SLD

La définition des arbres de recherche SLD est tres analogue a celle de [14].

Définition 3.4 (Arbre SLD)
Un arbre de recherche SLD (ou plus simplement arbre SLD ) pour le but B, est un
arbre A éventuellement infins tel que :

e les neeuds de A sont étiquetés par des squelettes finis acceptables de racine B (pas
nécessairement complets),
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e la racine de A est étiquetée par le squelette initial sq(B),

e un neud étiqueté par une réponse (un squelette complet) n’a pas de fils, c’est un
neud succes,

e pour tout neud N étiqueté par un squelette incomplet S, 'une des feuilles in-
défintes de S est marquée : c’est la feuille choisie F, et les neuds fils de N
correspondent exactement aux squelettes qui dérivent de S par la feuille F' (tous
les squelettes acceptables obtenus en greffant un squelette de clause sur F'); ces
neuds fils sont étiquetés par ces squelettes. Le neeud N peut ne pas avorr de fils,
c’est alors un neud échec.

Les branches de 'arbre de recherche SLD correspondent a des dérivations de B. Les
branches finies correspondent a des dérivations finies, succes ou échec. Les branches
infinies correspondent a des dérivations infinies.

Exemple 3.6 La figure 20 représente un arbre SLD pour le programme Fib et le but
— N <30 fib(N,1). Sy et Sy sont des succes, Sy est un échec.

Théoreme 3.3 Les branches succés d’un arbre SLD pour un but B correspondent aux
réponses pour B.

Preuve : Soit A un arbre SLD pour B.
e Toute branche succes de A correspond par définition a une réponse pour B.

e Inversement, soit S une réponse pour B. On construit alors une dérivation com-
posée de sous-squelettes de S qui sont étiquettes de noeuds de A :

S1 = sq(B) : c’est I’étiquette de la racine de A,

Sit1 est obtenu a partir de S;, supposé étre incomplet et acceptable, et étiqueter
un nceud N de A, en greffant sur la feuille choisie en N le squelette de clause
utilisé dans S; S;11 est acceptable car sous-squelette de S'; il est nécessairement
étiquette d’un nceud fils de N dans A. Cette dérivation, qui correspond a une
branche de A, atteint la réponse S en un nombre fini d’étapes : elle calcule S.

Définition 3.5 (Arbre SLD selon R)

Etant donné une régle de sélection R, larbre SLD du but B selon R est ’arbre
SLD dans lequel, en tout neud étiqueté par un squelette incomplet, la feuille indéfinie
choisie est celle qui est désignée par R. L’arbre SLD selon R a des branches succés,
des branches échec et des branches infinies.

Théoreme 3.4 Les branches succés ne dépendent pas de la régle de sélection R : il y
a une bijection entre les branches succés de deux arbres de recherche pour le méme but
B avec deuz régles de sélection différentes.

Preuve : Les branches succes correspondent aux réponses pour B, qui sont définies
indépendamment de la regle de sélection.

Les branches succes correspondant a une méme solution dans deux arbres de re-
cherche différents ont la méme longueur : le nombre de nceuds de ce squelette solution.
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So

Sy =

Sy =

/I
S1 Sy ~5i3
Sy
ou
<—N<3|Dfib(N,1) <—N<3|Dfib(N,1)
S| =
? fib(0,1) «— vrai

— N <30 fib(N, 1)

fib(1,1) «— vrai

Sy

— N <30 fib(N, 1)
Fib(N,A+ B) « N > 00 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

? ?

— N <30 fib(N,1)

Fib(N,A+ B) « N > 0 0O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai ?

Figure 20 : Un arbre de recherche SLD
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VRN
S 5|'3
5|2
Sy

Figure 21 : Un arbre SLD d’échec fini

Définition 3.6 (échec fini)
Un but B est dit d’échec fini s’il a un arbre SLD d’échec fini, c¢’est-a-dire un arbre
SLD dans lequel toutes les branches sont des échecs (elles sont donc finies).

Exemple 3.7 Pour le programme Fib, le but «— N < 4 O fib(N,4) admet Uarbre
SLD d’échec fini représenté figures 21 et 22.

Définition 3.7 (Dérivation équitable, arbre SLD équitable)

Une dérivation est dite équitable si elle est finie, ou si, pour tout état, toute feuille
indéfinie est choisie au bout d’un nombre fini d’étapes. Un arbre SLD est équitable si
toutes les branches infinies correspondent a des dérivations équitables.

Définition 3.8 (Squelette finiment acceptable)
Un squelette S est dit finiment acceptable st tout sous-squelette fini de S est accep-
table.

Remarquons que les squelettes finis acceptables sont finiment acceptables.

Le théoreme et le lemme qui suivent constituent un résultat nouveau concernant
les branches non échec des arbres SLD. Le probleme des échecs finis est étudié dans
[2, 14] et [8] pour la programmation logique (sans contraintes). Il est étudié par [12]
pour la programmation logique avec contraintes. La notion de squelette infaillible de
[8] ne donnant pas satisfaction, nous proposons celle de squelette finiment acceptable.

Théoréme 3.5 (Branches non échec des arbres SLD équitables)
Les branches mon échec des arbres SLD équitables pour B correspondent auzr sque-
lettes complets finiment acceptables de racine B.

Preuve :

e Considérons une branche non échec d’un arbre SLD équitable pour B. C’est une
branche succes ou une branche infinie.

— Si c’est une branche succes, elle calcule un succes, c’est-a-dire un squelette
fini complet acceptable.
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— N <40 fib(N, 4)

?

So

— N <40 fib(N, 4)

Sy = fib(N, A+ B) — N > 00 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

? ?

— N <40 fib(N,4)
Sy = fib(N,A+B) — N >00 ]|‘z'b(N —2,4), fib(N — 1, B)
fib(0,1) «— vrai ?
— N <40 fib(N,4)
S3 = fib(N,A+ B) — N >00 ]|fz'b(N —2,4), fib(N — 1, B)
fib(1,1) «— vrai ?
— N <40 fib(N,4)
Sy = fib(N, A+ B) — N > 00 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
Fib(1,1) — vrai  fib(N,A+ B) — N > 0 O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

? ?

— N < 40 fib(N, 4)
Ss = fib(N,A+ B) — N > 00O fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
Fib(1,1) — vrai  fib(N, A+ B) « N >0 0 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)

fib(0,1) «— vrai ?

Figure 22 : Squelettes de 'arbre SLD de la figure 21
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— Si c’est une branche infinie, c’est une dérivation équitable Sy, So, ..., S,
Sit1, ... composée de squelettes finis incomplets acceptables. S; est sous-
squelette de S;y1. Le squelette S qui a pour ensemble de nceuds la réunion
des ensembles de noeuds des S; est infini et complet : la dérivation étant
équitable, toute feuille indéfinie d’un S; est choisie et devient donc un nceud
défini au bout d’un nombre fini d’étapes. Tout sous-squelette fini de S est
inclus dans 'un des S; donc acceptable.

e Inversement, montrons que pour tout squelette complet S de racine B finiment
acceptable et tout arbre SLD équitable A pour B, S est calculé par 'une des
branches de A.

— Si S est fini, c’est une réponse pour B. Donc S correspond a une branche
succes de A.

— Si S est infini, nous allons montrer qu’il est calculé par une branche infinie
de A (qui correspond & une dérivation équitable). Considérons la suite de
sous-squelettes de S :

- S1 = s5q(B) (qui étiquette la racine de A)

- supposons que sont déja construits Sy, ..., S; et que S; est un sous-squelette
de S, incomplet et acceptable, étiquetant un noeud NV; de A ; soit F; la feuille
indéfinie de S; choisie en N; dans A. Alors S;4; est obtenu en greffant sur F;
la clause utilisée dans S. Il est évident que S;;; est aussi un sous-squelette
de S; il est acceptable (car sous-squelette fini de S) et incomplet (car sous-
squelette strict de S). D’apres la définition des arbres SLD, c’est étiquette
d’un noeud N;4; fils du noeud N; dans A. Nous venons de déterminer une
branche infinie de A ; elle correspond a une dérivation équitable, donc elle cal-
cule un squelette complet qui est sous-squelette de S'; le seul sous-squelette
complet de S est S lui-méme.

Lemme 3.1 A tout squelette S complet finement acceptable de racine B correspond
une branche non échec dans tout arbre SLD pour B; st S est fini c’est une branche
succes, st S est infini c’est une branche infinie.

Preuve : Soit S un squelette complet finiment acceptable de racine B et A un arbre

SLD pour B.
e Si S est fini, c’est une réponse qui est calculée par une branche succes de A.

e Si S est infini, on construit la suite de sous-squelettes de S étiquetant des noeuds

de A :
S = sq(B) (étiquette de la racine de A),

Sit1 est construit a partir de S;, supposé étre incomplet et étiquette du nceud N
de A, en greffant sur la feuille choisie en N le squelette de clause utilisé dans S.

Tous les squelettes S; sont acceptables car sous-squelettes finis de S. Ils sont
incomplets car sous-squelettes stricts de S. La suite ainsi définie constitue une

branche infinie de A.

On retrouve le résultat classique de la programmation logique :
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Théoréme 3.6 (Arbres d’échec fini)
S1 B a un arbre d’échec fini, alors tout arbre SLD équitable pour B est d’échec fins.

Preuve : Soit A; un arbre d’échec fini pour B et Ay un arbre SLD équitable pour
B. Alors As n’a aucune branche non échec, donc n’a que des branches échec, donc est
d’échec fini. En effet, si Ay avait une branche non échec, celle-ci correspondrait a un
squelette S complet finiment acceptable de racine B. Le lemme ci-dessus assure que
tout arbre SLD pour B comprend une branche non échec correspondant a S. Donc A
comprendrait une branche non échec, donc A; ne serait pas d’échec fini.
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4 Interprétation en logique

Nous retrouvons dans ce chapitre les résultats classiques concernant, d’une part
Iexistence d’une réponse pour un but donné, d’autre part le lien entre les contraintes
réponses et les conséquences logiques du programme selon une pré-interprétation ou
une théorie. Ces résultats sont énoncés a peu pres sous la méme forme dans [12, 13|
et [16]. Nous généralisons 'étude en envisageant une théorie non satisfaction-complete,
et un critere de rejet en relation avec une théorie. La propriété d’indépendance des
contraintes négatives est définie dans [16]. Nous expliquons pourquoi elle est vérifiée en
programmation logique classique.

Nous supposons toujours que la notion de réponse pour un programme P et un
but « b dépend d’un critere de rejet C'R. Nous exprimons ici en termes de logique les
résultats obtenus sur les réponses dans trois situations particulieres :

e lorsque C'R correspond exactement a ’insatisfiabilité dans la pré-interprétation
“naturelle” D; nous dirons que le critére retenu est CR(D);

e lorsque C'R correspond exactement a l'insatisfiabilité selon une théorie 7 ; nous
dirons que le critere est CR(7);

e lorsque C'R ne correspond pas exactement mais est lié a 'insatisfiabilité selon la
théorie 7 : ¢’il ne rejette que des contraintes insatisfiables selon 7.

4.1 Réponses selon D

Nous nous plagons dans le cas ou le critere de rejet est CR(D) : les squelettes
acceptables sont les S tels que cont(S) est satisfiable dans D. Les réponses selon CR(D)
sont donc les squelettes finis complets D-solubles, c’est-a-dire les D-réponses. Nous
avons remarqué que S fini et complet est D-soluble ssi la contrainte associée ca(S) est
satisfiable dans D.

Définition 4.1 (D-conséquence)

On dit que la formule F est une D-conséquence du programme P, ce qui est noté
P =p F, si F est vraie dans tout D-modéle de P, c’est-a-dire si, dans tout D-modéle
I et toute valuation v, vi(F) = vrai.

Si F' contient les variables libres & , seules interviennent dans le calcul de v7(F’) les
valeurs v(z). C’est ce que nous appellerons valuation sur . Le cas ou F est un atome
fait I’objet du lemme qui suit.

Lemme 4.1 (D-conséquences atomiques)
Pour tout atome A élément de ATOMp, P =p A ssi vp(A) € ML pour toute
valuation v.

Preuve : P |=p A ssi v(A) = vrai pour tout D-modele I de P et toute valuation
v, c’est-a-dire vp(4y € I pour tout D-modele I. Si vp(A) est dans tous les D-modeles
de P, il est en particulier dans le plus petit : M%. Inversement, si vp(A) est dans M),
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il est dans tout D-modele T de P (car I contient MZE).

Lorsque la formule F' ne fait intervenir comme symboles de prédicats que des élé-
ments de Il¢o, c’est-a-dire si F' est une formule de £(V,3,Il¢) (en particulier si c’est
une contrainte), sa valeur de vérité ne dépend pas d’un quelconque modele de P ; elle
ne dépend que de la pré-interprétation D. On notera =p F' le fait que F' est vraie dans
D, c’est-a-dire vp(F) = vrai pour toute valuation v dans D.

Application aux réponses : une D-réponse pour < b est un squelette fini complet
S de racine < b tel que la contrainte associée r = ca(S) est satisfiable dans D; cela
s’exprime par
non(f=p —r)

ou encore

|:D dr
car la négation de r n’est pas vraie dans D ssi il existe une valuation v dans laquelle r
est vraie, ssi r est satisfiable dans D ssi 3r est vraie dans D.

Théoréme 4.1 (Existence d’une réponse)
Le but «— b admet une D-réponse pour le programme P si et seulement si P |=p 3b.

Preuve : 3b est une formule close, donc sa valeur ne dépend pas d’une valuation,
mais seulement de la pré-interprétation 1. Jb est vraie dans I ssi il existe une valuation
v sur les variables libres = telle que v;(b) = vrai, c’est-a~dire, si b = ¢ O By,..., By,
vp(c) = vrai et vp(B;) € I pour chaque 1.

e Si B admet un D-squelette réponse S, il existe une valuation v solution de cont(S).
Alors vp(S) est une D-forét de preuve de racine < vp(Bi),...,vp(By) >. Chaque
vp(B;) est racine d'un D-arbre de preuve, donc est dans M} = Rach. Et vp(c) =
vrai. Donc vp(b) est vrai dans tout D-modele de P. Le calcul de vp(b) ne fait
intervenir qu’une partie v’ de la valuation v : celle qui concerne les variables libres
. Alors viy (D) est vrai dans tout D-modele de P, donc P |=p Jb.

e En sens inverse, si P =p élb, pour tout D-modele I il existe une valuation vy
sur & pour laquelle vh(c) = vrai et vh(B;) € 1. Soit vy la valuation v’ pour le
plus petit D-modele I = Racg. Alors chaque vop(B;) est dans Racg, donc a un
D-arbre de preuve A;. Cet A; admet au moins un squelette S;. Soit H; la téte de
la regle étiquetant la racine de S;. Soit S I’arbre construit de la maniere suivante :

- sa racine est étiquetée par le but « b,
- il a n sous-arbres : les squelettes Sy, ..., Sp.

Cet arbre S est évidemment un squelette, et sa racine est < b. Il reste a montrer
qu’il est D-soluble. La collection de contraintes cont(S) comprend :

- les cont(S;) portant sur des ensembles de variables g; disjoints entre eux et
disjoints de z,
- la contrainte c,

- les contraintes d’égalité H; = B;.
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—vrai O p(X) —vrat O p(X)

p(0) «— vrai p(X1) — X1>0

Figure 23 : Squelettes S1; et Sy

Chaque S; admet une valuation v; portant sur I’ensemble de variables y; telle que
vip(Si) = A;. En particulier, v;p(H;) = vop(B;). Il est clair que la valuation sur
zUviU...Uyn définie par vy sur 7 et v; sur y; satisfait cont(S). Donc S est une
D-réponse.

Les D-contraintes réponses pour un but donné ont la propriété suivante :

Théoréme 4.2 (Contraintes réponses et conséquences logiques)
Si r est une D-contrainte réponse pour le but < b, alors P |=p r — b.

Preuve : Ce n’est qu'un cas particulier du résultat énoncé a la fin de la seconde
partie : si r est une contrainte réponse générale pour « b alors P }=r — b. En effet,

- si c’est vrai pour les réponses générales, c’est en particulier vrai pour les D-
réponses ;

- si 7 — b est vraie dans toute pré-interprétation M et tout M-modele de P, r — b
est en particulier vraie dans la pré-interprétation D et tout D-modele de P.

Remarque 4.1 (importante)

Il n’est pas vrai que toute contrainte ¢ telle que P =p ¢ — b est une D-contrainte
réponse pour < b. Considérons en effet le programme suivant avec N' comme pré-
interprétation :

p(0) «— vrai

p(X)—X>0
Le but «— vrai O p(X) admet les deuz squelettes réponses Siy et Sy de la figure 23
auxquels correspondent les contraintes réponses :

X =0,

AX(X = X5 A Xy > 0) qui équivaut ¢ X > 0.

X =0—wvrai Op(X) et X >0 — vrai O p(X) sont bien des N -conséquences de P.
Mais vrai — vrai O p(X) est aussi une N -conséquence de P car, pour toute valuation
v, ua(p(X)) est dans Rack; : si v(X) = 0 alors vpr(p(X)) = p(0) et p(0) est prouvé par
la régle p(0) «—; st v(X) =n > 0,vp(p(X)) = p(n) qui est prouvé par la régle p(n) .
Et pourtant vrai n’est pas une contrainte réponse pour le but «— vrai O p(X).

Il existe tout de méme une réciproque a la proposition ci-dessus. Nous avons besoin
pour I'énoncer d’une définition préliminaire.

Définition 4.2 Soit ¢ une contrainte et {c;}icr un ensemble (éventuellement infini) de
contraintes. Alors |=p ¢ — ;1 ¢; signifie : pour toute valuation v dans D solution de
c il emaste 1 € I tel que v soit solution de c;. Lorsque l'ensemble I est fini, cela revient
a dire que la formule ¢ — \/;c; ¢; est vraie dans la pré-interprétation D.
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Théoréme 4.3 (couverture des conséquences logiques par des contraintes réponses)
Pour toute contrainte ¢, si P |=p ¢ — b alors |=p ¢ — \/,cpr ot R est l'ensemble
(éventuellement infini) des D-contraintes réponses pour < b.

Preuve : Soit R ’ensemble des D-contraintes réponses pour le but < b. Soit b =
¢ O By,...,B,. Pour toute valuation v solution de ¢, vp(b) est vrai dans tous les
D-modeles de P, donc dans Rack. En particulier vp(¢') = vrai et chaque vp(B;) est
dans Racg. Donc vp(B;) admet un D-arbre de preuve A;, qui a lui-méme un squelette
S;. Le squelette S de racine < b qui a n sous-arbres : les S;, est une réponse pour « b
(voir la preuve de P =p 3b = il existe une D-réponse). La contrainte réponse associée
r, (quantifiée sur les variables auxiliaires autres que les variables libres de b) fait partie
de I'ensemble R, et est vraie dans la valuation v. Ceci prouve que =p ¢ — \/,cp 7.

Remarque 4.2 (importante)
Il n’existe pas toujours de couverture finie : un ensemble fini de contraintes réponses
R' tel que =p ¢ = \uep ',

Exemple 4.1 Considérons le programme Ent :
ent(0) «— vrai
ent(X 4+ 1) «— vrai O ent(X)
pré-interprété par N. Le but «— vrai O ent(X) admet pour N -contraintes réponses :
To X=0
1 .'E'Xl(X:Xl—l-l/\Xl :0)

rp XA, (X=X +1AX =X +1A ... AX,,1 =X, +1AX, =0)

La contrainte r,, est issue du N -squelette réponse S, de la figure 24.
ry est telle que pour une valuation v, var(ry) = vrai ssi v(X) =n.
Le programme Ent admettant les v, comme N -contraintes réponses, on a

Ent =n ry — vrai O ent(X)
pour tout entier naturel n. Ceci signifie simplement que ent(n) est racine d’un N -arbre
de preuve (issu du squelette S, ).

On a aussi Ent |=x vrai — vrai O ent(X) donc Ent [=x ent(X)
car toute valuation v associe & X un entier naturel n; alors vyr(ent(X)) = ent(n), et
nous venons de voir que ent(n) est racine d’un N-arbre de preuve, il est donc dans
Racjl\)/-. Il est bien vrai que =y vrai — \/,cpv o car pour toute valuation v il existe n
tel que vpr(ry) =vrai :n=v(X).

Mazis il n’y a pas de couverture finie. Considérons en effet une partie finie F de
{rn}nen. Il existe une valuation v telle que var(r) = faux pour tout élément r de F : il
suffit de donner a X une valeur qui n’est pas dans {n|r, € F}. Alors |Enr vrai — \cpr
n’est pas verifié.

Les conséquences positives de P et du complété P* sont les mémes :
Théoréme 4.4

P |=p 3b ssi P* =p b
PEpcec—bssiP*Epe—b
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— vrai O ent(X)

ent(X1 + 1) « vrai O ent(Xy)

ent(X,, + 1)  vrai O ent(X,,)

ent(0) «— vrai

Figure 24 : Squelette S,

Preuve :

e P l=p 3b = P* |=p 3b car si Ib est vrai dans les D-modéles de P, il est en
particulier vrai dans les D-modeles de P*.

e Inversement, soit b= ¢ O By,...,B,. Si P* |=p Jb alors VI D-modele de P* Jv
telle que
vp(c) = vrai
vp(B;) € I Vi
Dans le plus petit modele de P*, MZ, Jv telle que
vp(c) = vrai
vp(B;) € MA Vi
Puisque Mg est en meme temps le plus petit D-modele de P, vp(B;) € tout
D-modele de P. Donc P =p 3b.
¢ Pl=pc— b= P*Epc— bcar tout D-modele de P* est un modele de P.

e Inversement, supposons que P* |=p ¢ — b. Alors pour toute valuation v solution
de ¢, vp(b) est dans tout D-modele de P*, donc dans le plus petit Mg; donc
vp(b) est dans tout D-modele de P. Donc P |=p ¢ — b.

Les conséquences négatives de P* sont en rapport avec la négation par 1’échec.

Théoréme 4.5 Sile but < b est d’échec fini selon D alors P* |=p —b.

Preuve : Soit b = ¢ O By,...,B,. Pour montrer que < b d’échec fini selon D

= P* |=p —b nous allons montrer Pimplication opposée : non(P* |Ep —b) =« b n’est
pas d’échec fini selon D. Si non(P* [E=p —b), il existe une D-interprétation I modele
de P* (c’est-a-dire point fixe de 7)) et une valuation v telles que v;(b) = vrai. Cela

signifie :

vp(c) = vrai
T)D(Bl) el

T)D(Bn) el
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Les vp(B;) appartiennent a un D-modele de P*, donc au plus grand D-modéle
de P* : ensemble des racines des Doo-arbres de preuve. Donc vp(B;) est racine d’un
Doo-arbre de preuve A;. Le n-uplet < vp(By),...,vp(B,) > est racine d’une Doo-forét
de preuve F (extension de la notion de D-forét de preuve aux Doo-arbres de preuve).
Comme pour les D-foréts de preuve finies, il existe un squelette (éventuellement infini)
S, de racine « b, complet, qui correspond a F' : tout nceud de F' (exception faite de la
racine) est un D-atome téte d’une D-régle R, il lui correspond donc une clause C de P
et une valuation v telles que R = vp(C); apres renommage des clauses, ces valuations
correspondent & une unique valuation v telle que F' = vp(S). En particulier, S est D-
soluble. D’apres le théoreme “branches non échecs”, S correspond a une branche non
échec dans tout arbre SLD équitable. Donc « b n’est pas d’échec fini.

Remarque 4.3 La réciproque est fausse : P* =p —b n’implique pas que «— b est
d’échec fini. Ceci est prouvé par le contre-exemple suivant :

Exemple 4.2 Soit P le programme constitué de ['unique clause

p(X +1) «—vrai O p(X).
Son complété P* est réduit a

p(V) < 3IX(Y = X +1 A p(X)).
On a P* |=pn —p(Y).
Supposons en effet que —p(Y') ne soit pas N -conséquence de P*. Alors il existe un N -
modéle I de P* et une valuation v tels que var(p(Y)) € I. v(Y') est un entier naturel
y. Alors p(y) est dans I. Or I est modéle de la clause p(Y) «— IX(Y = X + 1 A p(X))
donc 3X(Y = X + 1 Ap(X)) est vraie dans la valuation v ; donc il existe un x1 de N
tel que y = 1 + 1 A p(zq).

Le méme raisonnement appliqué a x1 implique 'existence d’un xo tel que x1 =
zo + 1 A p(z2),
puis d’un 3 tel que v9 = 3+ 1 A p(x3), ...
On construit ainst une suite infinie strictement décroissante d’éléments de N, ce qui
est exclu. Donc —p(Y') est bien N -conséquence de P*. Et pourtant «— vrai O p(Y') n’est
pas d’échec fini : ce but a un seul arbre SLD comportant une seule branche (parce qu’il
n’y a qu’une clause et qu’elle est d’arité 1), qui est infinie.

4.2 Réponses selon une théorie 7

Le critere de rejet étudié ici est CR(7), donc les squelettes acceptables sont les
S pour lesquels cont(S) est satisfiable dans 7. Les réponses pour < b sont les sque-
lettes S complets finis de racine « b pour lesquels la contrainte C(S) (conjonction des
contraintes de cont(S)) est telle que non(7 | —C(S)).

Définition 4.3 Soit £ un langage du premier ordre.
o L5 est ’ensemble des formules closes (sans variables libres) de L.

e Si E est une partie de L5, F une formule de L.,s, F est conséquence logique
de E, ce qui se note E = F si F est vraie dans toute interprétation de L qui soit
modéle de E (en abrégé : dans tout modéle de E).
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e Une théorie est une partie T de L5 fermée par conséquence logique : VF € Lo,

stT = F alors F €T.

e Une partie A de L.,s est un systeme d’axiomes pour la théorie T si VF € L o5,

AEF ssi FeT.

e La théorie T est complete si VF € L, soit F' est dans T soit sa négation —F
est dans T .

e Une théorie est consistante si elle admet au moins un modéle; dans le cas con-
traire elle est dite inconsistante ou contradictoire. Remarquons que si T est in-
consistante alors T = F pour toute F de L.,s (puisque T n’a aucun modéle) ;
T étant close par conséquence logique, cela tmplique que T contient toutes les
formules closes, donc une formule et sa négation.

e Une partie E de L est satisfiable s%l existe une interprétation M de L et une
valuation v dans M telles que VF € E vy (F) = vrai.

e Soit A un ensemble de formules closes (une partie de L) et E un ensemble de
formules (une partie de L). E est satisfiable dans A si E est satisfiable dans un
modeéle de A, autrement dit s1 A|J E est satisfiable.

Dans le cas de la programmation logique avec contraintes, le langage du premier
ordre est £(V,X,II¢). Nous nous intéresserons a une forme affaiblie de la notion de
théorie complete : théorie satisfaction complete.

Définition 4.4 (Théorie satisfaction compléte)
Une théorie T de L(V,X,1l¢) est satisfaction compléte si pour toute contrainte c,

soit T |= e, soit T = —¢. Donc non(T = —¢) & T = 3e.

Remarque 4.4 7 est satisfaction compléte si elle est compléte pour une certaine caté-
gorie de formules : celles qui sont de la forme Je ot ¢ est une contrainte (il se peut que
le langage des contraintes soit un sous-langage strict de L(V,X,1l¢)). Dans T |= —e, la
formule —c nest a prior: pas close; il est sous-entendu que c’est la fermeture univer-
selle de —¢ qui est conséquence logique de T, autrement dit, pour tout modéele M de T
et toute valuation v dans M, vaq(c) = faux. Rappelons que T = Je équivaut a : dans
tout modéle M de T il existe une valuation v telle que vaq(c) = vrai. Donc T = —c¢
est équivalent 6 T = =3¢ ou encore T = V-c.

On peut envisager différentes théories :

4.2.1 Théorie associée a une pré-interprétation

Une pré-interprétation D étant donnée, la satisfiabilité des contraintes est détermi-
née par D : =p Je. On peut représenter cela par la théorie th(D) engendrée par les
axiomes :

{é!c | ¢ est une contrainte telle que =p glc} U{s’—'c | ¢ est telle que |=p —c}.

Pour toute contrainte ¢, soit =p Jc et alors th(D) = e, soit =p —c et alors
th(D) |= —c. Donc th(D) est satisfaction complete.
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Lemme 4.2 Sila théorie T est satisfaction compléte alors CR(T) = CR(D) pour tout
modéle D de T .

Preuve : Soit D un modele de 7. 7 étant satisfaction complete, non(7 | —¢) =
T = 3¢ ==p e

Inversement, si |=p Je, T étant satisfaction compléte on a soit 7 = Je soit T = e
mais 7 = —¢ impliquerait =p —e.

Remarque 4.5 |=p et th(D) |= ont le méme effet sur les contraintes mais pas néces-
sarrement

- sur des formules qui ne sont pas des contraintes,

- sur les implications infinies ¢ — \/,cp T qui ne sont pas de véritables formules,

- et sur les conséquences logiques du programme, ce qui est prouvé par [’exemple
ci-dessous.

Exemple 4.3 Considérons de nouveau le programme Ent de l'exzemple 4.1. Nous avons
vu que Ent |=pr ent(X) et que = vrai — \ ey Th-

Il n’est pas vrai que Ent,th(N') = ent(X) parce que th(N) a d’autres modéles que
N :il existe des modéles non standards non isomorphes a N dans lesquels les éléments
ne sont pas tous de la forme suc™(0).

4.2.2 Théorie associée a un algorithme

Dans la pratique, méme si l'interprete sous-entend une pré-interprétation D, le ré-
solveur de contraintes ne peut pas examiner toutes les valuations possibles pour décider
si une contrainte est satisfiable ou non. Il emploie un autre moyen : un algorithme qui
répond toujours en un temps fini.

Un algorithme de satisfiabilité A pour les contraintes étant donné, on note =4 Je
le fait que A répond OUT a la question de savoir si ¢ est satisfiable, =4 —c le fait que A
répond NON. Il n’est pas exclu que A soit incomplet : que pour certaines contraintes il
ne réponde ni OUTI ni NON, mais seulement PEUT-ETRE ; alors ni |=4 Je ni =a e
C’est le cas de l'algorithme intégré dans l'interprete CLP(R) décrit dans [11].

La théorie associée a A notée th(A) est engendrée par les axiomes

{3c| a3t U Ve | fpa e}

Th(A) est consistante si ’ensemble d’axiomes est lui-méme consistant. Si A est complet
alors th(A) est satisfaction complete.
th(A) est une approximation de A :

e si ¢ est satisfiable selon A alors th(A) |= Je,
e si c est insatisfiable selon A alors th(A) = ¢,

e mais il peut exister des ¢ telles que th(A) }= 3¢ ou th(A) = —c alors que A répond
PEUT-ETRE pour c.
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Nous supposons que le critere de rejet est CR(7) pour une certaine théorie 7
consistante mais pas nécessairement satisfaction complete. Les liens entre les réponses
selon CR(T) et les conséquences logiques du programme sont exprimés par les quatre
théoremes suivants.

Théoréme 4.6 (Existence d’une réponse)
1. si < b admet une réponse alors non(P,T = —b),

2. si P, T |= Jb alors — b admet une réponse.

Preuve :

1. Si « b admet une réponse selon CR(7), c’est un squelette fini complet S de
racine < b dont la contrainte C(S) est telle que non(7 = —=C(S)). Alors il existe
un modele M de 7 et une valuation v tels que vaq(C(S)) = wvrai. S est donc
une réponse pour « b selon le critere C R(M). Le théoreme sur 'existence d’une
solution dans une pré-interprétation permet d’en déduire P |=xy élb, et donc

non(P, T |= —b).

2. Si P,T }= 3b alors P }=5 3b pour tout modéle M de 7. Soit D un modéle de
7T.On a P }=p 3b, donc «— b admet une réponse S selon CR(D). La contrainte
correspondante r est satisfiable dans le modele D de 7, donc non(7 = —r); donc
S est une réponse selon CR(7).

Remarque 4.6 L’hypothése non(P,T |= —b) ne suffit pas pour assurer l'existence
d’une réponse. En effet, non(P,T |= —b) signifie que b est vrai dans au moins un
modéle M de T, au moins un M-modéle I de P et au moins une valuation v. On ne
peut rien en conclure car I peut étre le plus grand M-modéle de P : ’ensemble de tous
les M-atomes.

Théoréme 4.7 (Existence d’une réponse pour une théorie satisfaction compléte)
Si T est satisfaction compléte, < b admet une réponse ssi P,T |= 3b.

Preuve :

e Nous savons que P,7 |= Ib implique l'existence d’une réponse, méme lorsque 7
n’est pas satisfaction complete.

e Inversement, si «— b admet une réponse selon 7 c’est un squelette S fini complet
de racine < b dont la contrainte 7 est telle que non(7 |= —r) ou encore 7 = Jr.
Dans tout modele D de 7 on a =p élr, donc P [=p 3b. Puisque c’est vrai pour
tout modele D de 7, on en déduit P,7 | 3b.

Théoréme 4.8 (Contraintes réponses et conséquences logiques)
Si r est une contrainte réponse pour le but «— b alors P,T =1r — b.

Preuve : Nous savons que P |=r — b grace au théoreme sur les réponses générales.
P,T |=r — b n’en est qu'un cas particulier.

ol



Théoréme 4.9 (Couverture des conséquences logiques par des contraintes réponses)
Pour toute contrainte ¢, st P,7 |=c — b alors

1. propriété de couverture : 7 |= ¢ — \/,cp7 ot R est l'ensemble des contraintes
réponses pour < b, ce qui signifie : pour tout modéle M de T et tout valuation v
dans M, si v est solution de ¢ alors Ir € R telle que vy (r) = vrai.

2. propriété de couverture finie : il existe un ensemble fini R' de contraintes réponses
tel que T |=c — \pcp 7.

Preuve de 1 : Si P,7 | ¢ — b alors pour tout modele M de 7, P E=p ¢ — b.

Donc Fpm ¢ — VreRM r ou R4 est ensemble des contraintes réponses selon le critere

CR(M). Si r est dans Ry alors |=x4 3r, donc non(7 = —r), donc r est une contrainte
réponse selon CR(7), donc r est dans R. On en déduit |=p¢ ¢ — \,cp7 pour tout

modele M de 7, et donc 7 = ¢ — \/,cp.

La preuve de 2, qui utilise la compacité de la logique du premier ordre, demande
quelques préliminaires.

Théoréme 4.10 (Une des formes du théoréme de compacité de la logique du premier
ordre)

Un ensemble de formules E (partie d’un langage du premier ordre L(V,X,11)) est
satisfiable ssi toute partie finie de E est satisfiable.

Preuve :
e Si F est satisfiable, alors toutes ses parties finies le sont aussi.

e Réciproquement, supposons que toutes les parties finies de F soient satisfiables,
et que F soit infini et insatisfiable. Si £ ne comprend que des formules closes
on peut immédiatement déduire une contradiction en utilisant la forme standard
du théoreme de compacité : tout ensemble de formules inconsistant a une partie
finie inconsistante. Si ce n’est pas le cas, soit X I’ensemble des variables libres
dans les formules de E. Soit A un ensemble disjoint de V, 3 et II qui soit en
bijection avec X. Considérons le langage £ = L(V, X |J A,II) ou les éléments de
A sont des constantes, c’est-a-dire des fonctions d’arité 0. Toute interprétation
I de L peut étre prolongée en une interprétation I’ de £’ ainsi définie : elle a
le méme domaine D, a tout symbole de fonction f de ¥ on associe la méme
fonction fr, a tout symbole de prédicat p de II on associe la méme relation py;
il ne reste qu’a donner des valeurs dans D pour les constantes de A. Si l'on
dispose d’une valuation v sur X (dans 'interprétation I), on peut attribuer les
valeurs correspondantes aux constantes de A pour fabriquer I’. Réciproquement,
si I'interprétation I’ de £’ est donnée, on peut lui associer une interprétation I
de £ et une valuation v sur X.

L’ensemble de formules E de £ a pour correspondant dans £’ ’ensemble E’ obtenu
en remplacant dans les formules de F les variables de X par les constantes de A.

E' est inconsistant car s’il était consistant il existerait une interprétation I’ de £’
modele de E’; on en déduirait une interprétation I de £ et une valuation v sur
X pour lesquelles les formules de E seraient vraies (E serait satisfiable).
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En vertu du théoréeme de compacité (forme standard), E’ a une partie finie in-
consistante G’. Les formules correspondantes dans £ forment une partie finie
insatisfiable G de F, ce qui contredit ’hypothese.

Corollaire 4.1 (Satisfiabilité finie)
Soit A un ensemble de formules closes et E un ensemble de formules. Alors E est
satisfiable dans A ssi toutes les parties finies de E sont satisfiables dans A.

Preuve :

e Si F est satisfiable dans A toutes ses parties le sont aussi, en particulier les parties
finies.

e Inversement, montrons que si F est insatisfiable dans A alors F a une partie finie
insatisfiable dans A. Si E est insatisfiable dans A, c’est que A |J F est insatisfiable.
Donc AU FE a une partie finie insatisfiable. Cette partie finie est de la forme
A" JE' ou A’ et E' sont des parties finies de A et E respectivement. Alors A|J E’

est également insatisfiable, ce qui signifie que E’ est insatisfiable dans A.

Corollaire 4.2 (Couverture finie)
Soit A un ensemble de formules closes, et F, {F;}icr des formules. Alors A= F —
Vier Fi ssi il existe une partie finie J de I telle que A= F — Vjes Fj-

Preuve :

o Al F — Vo  Fj ol J est une partie de I implique évidemment A = F —
Vier Fi.

e Réciproquement, si A |= F — \/;,c; F;, considérons ’ensemble de formules
AU{F} U{—F;}ier- Il est insatisfiable car pour toute interprétation M modele de
A et toute valuation v solution de r, il existe un i tel que v (F;) = vrai, donc
vm(—F;) = fauzx. Donc il a une partie finie insatisfiable (si toutes les parties finies
étaient satisfiables, ’ensemble entier le serait aussi). Cette partie finie insatisfiable
comprend : une partie finie de A, éventuellement F', et une partie finie {—F}};cs
de {=F;}icr. Elle est incluse dans AU{F'} U{—Fj}jes qui est donc également
insatisfiable. Alors dans toute interprétation M modele de A et toute valuation
v telle que vpr(F') = vrai, il existe un j tel que vy (—F;) = fauz, donc vy (Fj) =
vrai.

Preuve de 2 (théoreme 4.9) : se déduit immédiatement de 1 et du corollaire de
couverture finie.

La propriété d’indépendance des contraintes négatives définie ci-dessous va per-
mettre d’affiner le dernier théoréme en ajoutant la propriété de couverture unique.

Définition 4.5 Les contraintes ont la propriété d’indépendance des contraintes néga-

tives (ICN ) si
TEc— Vo= (T Ec—¢).
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Remarque 4.7 La propriété ICN est traditionnellement exprimée de maniéere équi-
valente par

T E -3 AN ~e) = (T = -3(cA—e)))

Cette propriété ICN n’a pas de raison d’étre vérifiée en général. Nous verrons
que, dans le cas de la programmation logique, elle est vérifiée pour les contraintes
qui représentent les substitutions, ce qui permet d’expliquer le résultat classique : si
la substitution 6 produit une conséquence logique du programme, alors il existe une
substitution réponse plus générale que 6.

Théoréme 4.11 (Couverture unique)
S1 les contraintes ont la propriété d’indépendance des contraintes négatives et si
P,T = c — b alors il existe une contrainte réponse r telle que T = c — r.

Preuve : Résulte immédiatement du corollaire de couverture finie et de la propriété
d’indépendance des contraintes négatives.

4.2.3 Cas particulier de la programmation logique

En programmation logique, on sait que si € est une substitution telle que P = b6
alors il existe une substitution réponse o plus générale que 6. Cela peut s’expliquer par
le fait que les contraintes qui représentent les substitutions ont la propriété ICN.

Tout programme logique peut étre représenté par un programme contraint en ajou-
tant a tout corps de regle ou de but la contrainte initiale vraz. ’ensemble des symboles
de prédicats de contraintes I est réduit a 0, ce qui n’empéche pas de disposer des
contraintes vrat et faux, et de 1’égalité. La théorie représentant la satisfiabilité des
contraintes est vide puisque ’on manipule un langage du premier ordre avec égalité.

On ne considére que des substitutions idempotentes : du type & = t ol & est
’ensemble des variables libres du but question, ¢ un ensemble de termes dans lesquels
les & n’ont pas d’occurrences libres. Notons ¢ les variables libres des t. La substitution
étant idempotente T et y sont disjoints.

La substitution 6 : & = £ peut étre représentée par la contrainte & = £ (x; = t; Axy =
toN...\Nx,, = tn) que nous noterons cy. Alors

PEb)ssiPlEcy—b

parce que

= b0 < (cg — b)

— Soit D une pré-interprétation, I une interprétation dans D, v une valuation solu-
tion de bf et de cg. Alors v est telle que v(%) = vp(t). D’autre part, vp(b8) = vy (b)
ou v’ est la valuation qui attribue aux variables 7 les valeurs des ¢ dans v soit
V(%) = vp(t). Alors vp(b) = v/, (b) (parce que v et v/ coincident sur ) = vp(bd)
qui est dans I. Donc vp(b) est dans I.

«— Supposons que ¢y — b est vrai. Soit v une valuation. Soit v’ la valuation identique
a v sauf sur 7, et telle que /(%) = vp(t). Alors vp(b0) = v/ (b0) = v/ (b), et v/ (D)
est dans I car v5(cp) = vrai. Donc vp(bf) est dans T.
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La réponse o : & =t a la question < b pour le programme P doit étre comprise
comme 3j(% = t).

Si P |= bo et si 0 est une instance de o de la forme £ = @ (ou les & comprennent les
variables libres %), ce qui signifie que les i sont obtenus par substitution & partir des ,
alors P |= bf parce que

Ed scp — I _zco

ou encore

=32z =a) — 3Gz =t)
Les @ sont obtenus par substitution & partir des ¢ : un remplacement des ¢ par des
termes w dans lesquels les variables libres sont les z. Soit v une valuation sur z telle
que 32(Z = a); alors il existe une valuation v’ prolongeant v a & JZ telle que v(z) =
v'(%) = vy (). Les @ étant obtenus par substitution & partir des ¢, il existe une valua-
tion v" telle que vy (1) = Vi (t) et v"(§) = v (). Alors v(&) = v'(%) = 0" (&) = v (1),
donc 3g(x = t) est prouvée par l'existence de la valuation v".

Le rapport entre les substitutions o et 6 que nous venons d’étudier se traduit par :
o est plus générale que 6 ssi =3 _zcp — I_z¢,.

Revenons au probléme initial : si P = b0 alors il existe une substitution réponse o
plus générale que 6. Ceci s’exprime avec contraintes par :

P = ¢ — b= 3 une réponse r telle que Fc—r

Nous savons déja que

n
P |= ¢ — b= 3 un nombre fini de réponses {r;}1<i<p telles que |=c— \/ T;
i=1

Le passage de n a 1 sera obtenu grace a la propriété d’indépendance des contraintes né-
gatives pour les contraintes représentant les substitutions applicables a b : substitutions
idempotentes, les variables libres z sont les mémes. Supposons donc

i =1

d_

<=

|:E|_1~;a~::ﬁ—>

Il
—
8

i
qui s’écrit encore :

Jj; z=t (1)

=

~
Il
—

=3 i=1—

(1) est vraie dans toute interprétation, en particulier dans 'univers de Herbrand avec
variables :

- le domaine D est ’ensemble des termes avec variables construits sur V' et %,

- Pinterprétation d’un symbole de fonction f d’arité n est 'application de D™ dans
D qui associe aux termes ty, ..., t, le terme f(t1,...,tp).

Considérons la valuation v qui associe aux variables 7 les valeurs @ (qui sont des
éléments du domaine D). Alors la valuation v' qui prolonge v a4 Z|J Z par l'identité sur
# rend vraie 32 # = . Donc la partie droite de (1) : \/I; 3g; & = t; est vraie dans v.
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Donc il existe un j tel que dy; = = th est vraie dans v. Donc il existe une valuation v
qui prolonge v a & |J 9; telle que v(&) = v"(t;). D’autre part, v(#) = @. Donc @ = v"(¢;),
ce qui exprime que % est une instanciation de t~j ; la substitution & = @ est donc moins
générale que la substitution réponse & = t~j.

4.2.4 Branches non échec

Les branches non échec ont une caractérisation plus simple que dans le cas général :

Théoréme 4.12 (Branches non échec)
Les branches non échec des arbres SLD équitables pour B selon CR(T) correspon-
dent auzx squelettes complets acceptables (éventuellement infinis) de racine B.

Preuve : Nous savons que les branches non échec correspondent aux squelettes com-
plets S de racine B finiment acceptables. Pour toute partie finie P de cont(S) il existe
un sous-squelette fini S’ de S tel que P soit incluse dans cont(S’); P est donc satisfiable
dans 7. Le théoreme de satisfiabilité finie assure que cont(S) est satisfiable dans 7, ce
qui veut dire que S est acceptable.

Les conséquences positives de P et du complété P* sont les mémes :

Théoréme 4.13

e PT = Jb ssi P*, T = I,

e PT|l=c—bssi P\, T|=c—b.

Preuve :

e PT |= b= P*, T = Jb car tout modele de 7 et P* est aussi modele de 7 et P.

e Tnversement, si P*,7 = 3b, dans tout modele D de T on a P* Ep 3b, donc
P [=p 3b; et ceci pour tout modele D de 7 ; donc P, 7 |= 3b.

e Si P,7 =c— balors P*,7T |=c— b car tout modele de P* est un modele de P.

e Inversement si P*,7 | ¢ — b, pour tout modele D de 7, toute valuation v
solution de ¢ et tout D-modele I de P*, vp(b) € I. Donc vp(b) est dans tous les
D-modeles de P*, en particulier le plus petit qui est en méme temps le plus petit
D-modele de P; donc vp(b) est dans tous les D-modeles de P. Donc P, 7 |= ¢ — b.

Les conséquences négatives de P* correspondent exactement aux buts d’échec fini :
Théoréme 4.14 Un but <« b est d’échec fini selon CR(T) ssi P*,T = —b.
Preuve : Soit b=¢ O Bq,..., B,. Pour montrer que
— b d’échec fini & P*,7 = -b
nous allons montrer que les propriétés opposées sont équivalentes :

non (P*,T |= —b) &« b n’est pas d’échec fini
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= Si non (P*,7 = -b), il existe une pré-interprétation D modele de 7, une D-
interprétation I modele de P* (c’est-a-dire point fixe de 7)) et une valuation v
telles que v7(b) = vrai. Cela signifie :

vp(c) = vrai

vD(Bl) el

vD(Bn) el

Les vp(B;) appartiennent a un D-modele de P*, donc au plus grand D-modele
de P* : ’'ensemble des racines des Doo-arbres de preuve. Donc vp(B;) est racine
d’'un Doo-arbre de preuve A;. Le n-uplet < vp(By),...,vp(B,) > est racine
d’une Doo-forét de preuve F. Comme pour les D-foréts de preuve finies, il existe
un squelette (éventuellement infini) S, de racine « b, complet, qui correspond
a F : tout noeud de F (exception faite de la racine) est un D-atome téte d’une
D-regle R, il lui correspond donc une clause C de P et une valuation v telles
que R = vp(C); apreés renommage des clauses, ces valuations correspondent a
une unique valuation v telle que F' = vp(S). En particulier, S est D-soluble.
Donc S est acceptable selon CR(7). D’apres le théoreme “branches non échec”,
S correspond a une branche non échec dans tout arbre SLD équitable. Donc < b
n’est pas d’échec fini.

< Si « b n’est pas d’échec fini, il a un arbre équitable qui a une branche non échec.
D’apres le théoreme “branches non échec”, cette branche correspond a un sque-
lette S (éventuellement infini) complet acceptable selon CR(7). Donc il existe
un modele D de 7 et une valuation v dans D solution de cont(S). Alors vp(S)
est une Doo-forét de preuve de racine < By, ..., B, >, ce qui montre que chaque
vp(B;) est dans le plus grand D-modele de P*. Donc b est vrai dans le modele D
de 7, le plus grand D-modéle de P* et la valuation v. Donc non (P*,7 |= —b).

4.3 Réponses selon un critere C'R en relation avec une théorie 7

Nous supposons ici que le critere de rejet C'R ne coincide pas nécessairement avec
CR(T) pour une certaine théorie 7 mais est en relation avec celui-ci : les réponses
selon C'R englobent les réponses selon CR(7).

C’est la situation dans laquelle se trouvent l'algorithme “pratique” A utilisé comme
critere de rejet (les réponses OUT et PEUT-ETRE sont considérées comme une ac-
ceptation), et la théorie th(A).

Définition 4.6 (Relation entre CR et T )
CR est en relation avec T si pour toute collection de contraintes E, E rejetée par

CR = E rejetée par CR(T).
Il est clair qu’alors toute réponse selon CR(7) est une réponse selon CR.

Théoreme 4.15 St CR est en relation avec T,
P, T |= 3b =« b admet une réponse (selon CR).
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Preuve: Si P, 7T = 3b alors — b admet, une réponse selon CR(T), qui est également
une réponse selon CR.

Théoréme 4.16 Sir est une contrainte réponse pour le but < b alors P,T |=r — b.

Preuve : Ce n’est qu’un cas particulier de P |=r — b.

Théoréme 4.17 Si P,7 = c — b alors

1. T = c— \,epr ot R est U'ensemble des contraintes réponses (selon CR) pour

«— b,

2. 1l existe un ensemble fini R' de contraintes réponses (selon CR) tel que T |=c¢ —
Vr’ER’ 7J7

3. et st les contraintes ont la propriété ICN, il existe une contrainte réponse r telle
que T =c¢—r.

Preuve :

1. On sait que 7 = ¢ — Vier, 7 o R7 est I'ensemble des contraintes réponses
pour « b selon CR(7T). Et les réponses selon CR(7) font partie des réponses
selon CR.

2. La couverture finie est obtenue avec des contraintes réponses selon CR(7T), qui
sont des contraintes réponses selon C'R.

3. Dans le cas IC'N, la couverture unique est assurée par une contrainte réponse
selon CR(7) qui est aussi une contrainte réponse selon C'R.

Théoréme 4.18 Si — b est d’échec fini alors P*,T |= —b.

Preuve : Si « b est d’échec fini selon C'R, il est a fortiori d’échec fini selon CR(7),
donc P*,T |= —b.
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5 Atomes contraints

Les questions atomiques jouent un réle primordial parce que :

- on peut toujours se ramener & une question atomique en construisant une nouvelle
clause qui a pour corps le but non atomique initial,

- les atomes apparaissent explicitement dans les dérivations a partir d’un but
donné : a tout noceud N autre que la racine dans un squelette S on associe ’atome
noté atome(N).

Nous considérons ici des atomes contraints qui sont des couples atome-contrainte.
Les D-atomes, qui servent a étiqueter les arbres de preuve, comprennent des éléments
du domaine de la pré-interprétation qui ne sont donc pas dans le langage du pro-
gramme. Les atomes contraints permettent de s’affranchir de toute pré-interprétation
et de rester dans le langage du programme. Ils permettent également de caractériser un
programme comme un ensemble de faits : 'ensemble des atomes contraints déduits de P
est un programme équivalent a P en ce sens qu’il donne les mémes contraintes réponses.

Les atomes contraints sont envisagés dans [12, 13, 10].

Définition 5.1 (Atome contraint)

Un atome contraint est un couple < p(z),c > ou

- p(Z) est un atome portant sur des variables : p € Ilp, & est un ensemble de
variables distinctes,

- ¢ est une contrainte ne comprenant pas d’autres variables libres que T.
Nous le noterons p(z) <« ¢, comme un fait.

Remarque 5.1 La restriction a des atomes ne comprenant que des variables (dis-

tinctes) n’est pas trés contraignante car tout atome p(t) comprenant des termes peut se
représenter par p(%) «— & = t.

5.1 Instances, ensemble succes

Définition 5.2 (D-instances)
Les D-instances d’un atome contraint dans une pré-interprétation D constituent
I’ensemble de D-atomes :

[p(Z) « c|p = {p(v(Z)) | v valuation de & dans D solution de c}

Cette définition se généralise a un ensemble d’atomes contraints X :

Xlo = {J [4lp

AeX

Remarque 5.2 Si ¢ est insatisfiable dans D alors [p(z) < c|p = 0.

Définition 5.3 (Ensemble succés)
L’ensemble succés associé a un programme P et un critére de rejet CR est

SScr(P) ={p(&) < r| |Er < une contrainte réponse selon CR pour «— vrai O p(z)}
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L’ensemble succes et ses intances dans un domaine D sont définis dans [12, 13] et
[10].
Notre définition d’ensemble succes est analogue a celle de [12, 13] et & SS3 de [10].

Définition 5.4 (Relation entre CR et D)
Le critére de rejet C'R est en relation avec D si toute collection de contraintes rejetée
par CR est insatisfiable dans D.

Si le critere de rejet C'R est en relation avec la pré-interprétation D, alors les D-
instances de ’ensemble succes coincident avec le plus petit D-modele de P.

Théoréme 5.1 Si CR est en relation avec D alors [SScr(P)]p = M.

Preuve :

1. Tout élément de [SScr(P)|p est de la forme p(v(z)) ou p(&) « r est dans
SScr(P) et v est une solution de r. Donc 7 est une contrainte réponse pour p(z);
il existe un squelette fini S complet de racine < vrai O p(Z) dont la contrainte
associée est r. v est une solution de 7, donc vp(S) est un D-arbre de preuve (une
forét de preuve réduite a un seul arbre) de racine vp(vrai O p(2)) = p(v(Z)). Ce
D-atome p(v(#)) est donc dans Rach = MJ.

2. Puisque C'R est en relation avec D, SScr(P) contient SScgpy(P), donc
[SScr(P)]p contient [SScprpy(P)|p]. Il suffit alors, pour achever la preuve du
théoreme, de montrer que ce dernier ensemble contient Mg. Soit @ un élément
de ME = Rack. a est de la forme p(ci) et est racine d’un D-arbre de preuve A. Il
existe un squelette fini complet S et une valuation v tels que A = vp(.S). La racine
de S est étiquetée par une clause H « ¢ O By,..., B, telle que vp(H) = a = p(ci)
Donc H = p(i) et vp(f) = d. Considérons I'arbre S’ construit de la maniére
suivante :

- sa racine est étiquetée par «— vrai O p(Z),
- il a un seul sous-arbre : le squelette S.

S’ est un squelette de racine vrai O p(x). Sa collection de contraintes est cont(S’)
= cont(S)U{vrai, p(z) = H}. Le symbole de prédicat de H étant p, p(&) = H
se résume a & = t. Dans cont(S’) les variables & sont distinctes de toutes les
variables apparaissant dans cont(S). Donc la solution v de S se prolonge en une
solution v’ de S’ en donnant aux variables & les valeurs vp(t) : v/(&) = vp(t).
S" est donc un squelette D-soluble de racine vrai O p(Z). Soit r sa contrainte
réponse; p(Z) « r est dans SScppy(P) et la valuation o', solution de r, est

telle que vy (p(2)) = p(v'(£)) = p(vp(t)) = p(d) = a. Ceci prouve que a est dans
[SScrep)(P)]p-

5.2 Programme normalisé

Définition 5.5 (Clause normalisée)
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Une clause de programme est dite normalisée si elle est de la forme
p(z) < ¢ O By,...,B,

A une clause de programme quelconque p(t) « ¢ O By, ..., By, on associe une clause
normalisée équivalente p(z) «— & =tAc O By,..., B, ot T est un ensemble de variables
distinctes non libres dans la clause initiale.

L’équivalence entre la clause initiale et la clause normalisée a été étudiée au para-
graphe 2.5 a propos du complété.

Définition 5.6 (Programme normalisé)
Etant donné un programme P, un programme normalisé P’ est obtenu en rempla-
cant chaque clause de P par une clause normalisée équivalente.

Les programmes normalisés équivalents a P sont identiques au nom pres des va-
riables nouvelles choisies dans les clauses. Nous les appellerons donc “le programme
normalisé” équivalent a P.

Exemple 5.1 Le programme Fib :
fib(0,1) «— vrai
fib(1,1) <« vrai
fib(N,A+ B) — N >1 0 fib(N — 2, A), fib(N — 1, B)
est équivalent au programme normalisé Fib' :
fib(X,) V)= X=0AY =1
fib(X,) V) —X=1AY =1
fib(X,)Y)— X=NAY=A+BAN >10 fib(N —2,A), fib(N — 1, B)

Etant donné un but B, les réponses pour B dans P et dans P’ se correspondent :
si S est un squelette réponse pour B dans P il lui correspond un squelette norma-
lisé S’ obtenu en remplacant les clauses par des clauses normalisées équivalentes. Les
contraintes associées ca(S) et ca(S’) sont équivalentes (au sens = ¢ < ¢’) car la clause
p(t) < ¢ O By,..., B, étiquetant un noeud N de S ot A = atome(N), produit dans
cont(S) les contraintes

C’
p(t) = A. i
La clause normalisée p(Z) < & =t A ¢ O By, ..., B, produit dans cont(S")
C’
i =t,
p(i) = A.

La partie p(tf) = A de ca(S) est équivalente & la partie 3&(& =t Ap(Z) = A) de ca(S").
On appelle réponse normalisée un squelette réponse dans le programme normalisé ;
la contrainte associée est dite contrainte réponse normalisée.
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5.3 Regles d’induction sur les atomes contraints

Nous étudions ici en termes de systémes inductifs le probléme évoqué par [13] et
[10] : I'ensemble succes peut étre obtenu comme point fixe d’un opérateur sur les en-
sembles d’atomes contraints.

On déduit du programme P et du critere de rejet CR un ensemble de regles d’in-
duction sur les atomes contraints. Nous avons vu que tout programme a un équivalent
normalisé. Nous supposons désormais que le programme P est normalisé.

Définition 5.7 (Régles associées a une clause et d un programme)
Etant donné une clause (normalisée) C : p(&) « ¢ O py(t1),...,pn(tn),
le systeme de régles associé a C' est l'ensemble R(C') des régles

(p(CE) — 7") — (pl(fl) — 7'1)7 ) (pn(fn) — Tn)
vérifiant :

e les variables ©1,...,x, sont toutes distinctes et distinctes de x,
o Fre I slcANLI(E =1 Ar),
e r n’est pas rejetée par C'R.

Le systeme de regles R(P) associé au programme P est 'union des R(C) sur les clauses
C de P.

Exemple 5.2 Le programme normalisé Fib' :

fib(X,)Y)—X=0AY =1

fib(X,) V) X=1AY =1

fib(X,)Y)— X=NAY=A+BAN >10 fib(N —2,A), fib(N — 1,B)
admet pour systéme de régles selon le critére de rejet CR(N) :

(fib(X,)Y) — X =0AY =1) «—

(fib(X,)Y) — X =1AY =1) «
et toutes les

(fib(X,Y) — 1) — (fib(X1,Y1) «— 1), (fib(X3,Ys) «— 79)
ol 71, T3, T sont des contraintes telles que r est satisfiable dans N et
Er« dANJATBIX1AY13XYo (X = NAY =A+BAN>IANX; =N-2AY; =
AANTIANXyg=N—-1AYs =BA™y)

On déduit du systeme de regles R(P)
e 'opérateur de conséquence immeédiate TCI?R,
e son plus petit point fixe pppf(TLg),

e des arbres de preuve dits arbres de preuve contraints dont les nceuds sont étiquetés
par des atomes contraints,

e '’ensemble des racines d’arbres de preuves contraints Rach.

D’apres ce qui a été montré sur les systemes inductifs,

pppf(T&R) = Ractp =TER T w
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5.4 Ensemble succes et arbres de preuve contraints

Nous allons montrer que ’ensemble pppf(TgR) = Rach = TgR T w déduit du
systeme inductif coincide avec SScr(P).

Commencons par étudier les clotures existentielles dans les contraintes, et la cor-
respondance entre les squelettes réponses pour les buts < vrai O p(z) et les arbres de
preuve contraints.

Lemme 5.1 (Clotures existentielles)
Soit f et g deux formules de L(V,X,1l¢) telles que les variables libres de g com-
prennent celles de f; soit y l’ensemble des variables libres dans g mais pas dans f.

L Efe3f
2. E(fA3gg) = T(fAg)

Preuve : Pour montrer que deux formules a et b sont équivalentes au sens = a < b,
il faut prouver que pour toute interprétation D de L(V,X,Il¢) et toute valuation v,
vp(a) = vp(b), ou encore que vp(a) = vrai ssi vp(b) = vrai.

1. Soit & ’ensemble des variables libres de f; & et § sont disjoints. Soit D une
interprétation de L£(V,X,Il¢) et v une valuation dans D. La valeur vp(f) ne
dépend que de la partie de v portant sur T ; supposons donc que v soit restreinte
ax.

e Si vp(f) = wrai, tout prolongement v de v & J g est tel que v (f) =
vp(f) = vrai. On déduit qu’il existe un prolongement v’ tel que v/ (f) = vrai
et donc que vp(3y f) = vrai.

e Inversement, si vp(3y f) = vrai, il existe un prolongement v’ de v & zJy
tel que vl (f) = vrai; or v (f) = vp(f); donc vp(f) = vrai.

2. Soit D une interprétation de L£(V,%,Il¢) et v une valuation restreinte aux va-

riables libres & de f.

e Sivp(f ATy g)=wrai, vp(f) =vrai et vp(Iy g) = vrai, donc il existe un
prolongement v' de v a & |J 7 tel que vy (g) = vrai. Or v (f) = vp(f) = vrai.
Donc v, (f A g) = vrai; donc vp(Iy(f A g)) = vrai.

e Inversement, si vp(3y(f A g)) = vrai, il existe un prolongement v’ de v a
zJy tel que v5(f A g) = vrai. Alors vi(f) = vrai et vh(g) = vrai. Or
vp(f) = vp(f); donc vp(f) = vrai. D’autre part vfr(g) = vrai signifie :
vp(3y g) = vrai. Donc vp(f A3y g) = vrai.

Définition 5.8 (Squelette primitif)

On appelle squelette primitif un squelette fini complet dont tous les neeuds, y compris
la racine, sont étiquetés par des classes d’équivalence de clauses (par variantes) du
programme P.

Rappelons que nous supposons que P est normalisé; les clauses intervenant dans
un squelette primitif sont donc normalisées.
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be(Xl,Yl) — X1 =N ANY1=A+BiAN;>10 flb(Nl - 2,A1),fib(N1 - 1,B1)

be(XQ,Yz) — X2 =1A Y2 =1
be(X3,Y3) — X3=N3AY3=A3+B3AN3>10 flb(Ng - 2,A3),fib(N3 - 1,B3)

Figure 25 : Squelette Sy

be(Xl, Yl) “— T
be(Xz, Yz) — T9 be(Xg, Yg) <~ T3

fib(X4,Yy) 1y fib(X5,Y5) «— r5

Figure 26 : Arbre contraint AC}

Définition 5.9 (Arbre contraint associé a un squelette primatif)

Un arbre contraint est un arbre éltiqueté par des atomes contraints. Les arbres de
preuve contraints sont des arbres contraints. Etant donné un squelette primatif S et
une fonction de choix de variantes de clauses (qui sert a construire cont(S)), Parbre
contraint associé a C(S) est l'arbre A comportant a ’étiquetage prés les mémes neuds
que S, et pour tout neeud N de S, soit p(z) la téte de la variante de clause étiquetant N,
soit Sy le squelette extrait de S ayant N pour racine, alors le neeud N' correspondant
dans A est étiqueté par l’atome contraint p(z) «— I_zC(Sn).

Rappelons que pour un squelette fini S, C(S) est la conjonction des contraintes de

cont(S).

Exemple 5.3 Pour le programme normalisé Fib' (exemple 5.1) le squelette Si3 de la
figure 25 a pour arbre contraint associé [’arbre ACy de la figure 26, ou

rl = 3IN;3AIB13X53Y53X33Y53IN33A3IB3IX, Y, IX53Y5(X = N AY, = A1 +
BiIANN; >1ANXy =N —2ANYy = AANXy =1AYy =1AX3 =N —1AY3 = Bi1ANX3 =
N3ANYs3=A3+ B3 ANy >1ANXg=N3—2AY, =A3AN Xy =0AY, =1ANX;5 =
N3—1AY5:B3AX5:1A1/5:1),

T2:X2:1/\YP2:1,

ry = E|N35|A3E|B3§|X4E|Y4E|X5E|Y5(X3 = N3 AY; = A3+ B3 ANy > 1ANXy =
N3 —2ANY; =A3AN Xy =0AY;=1AX5=N3—-1AYs=B3AX5=1AY5=1),

ry =X4=0AY, =1,

T5:X5:1AY%:1.

Lemme 5.2 (Arbre de preuve contraint associé a un squelette primitif)
S1 S est un squelette primitif acceptable pour CR alors 'arbre contraint associé
CA(S) est un arbre de preuve contraint.
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p(&) — ¢ O pr(ia),- - palin)
S

Sn

Figure 27 : Squelette primitif S

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur la hauteur du squelette primitif ac-
ceptable S.

1. Si S est de hauteur 1, il est réduit a un seul neeud étiqueté par un fait : p(z) «— ¢
auquel correspond la régle d’induction (p(Z) < 3_zc) «. Alors CA(S) est réduit
a un nceud unique étiqueté par ’atome contraint p(z) < 3_zc qui est bien prouvé
par la regle ci-dessus; 3_zc n’est pas rejetée par CR car c’est 3_;C(S) et S est
acceptable.

2. Supposons que pour tout squelette primitif acceptable de hauteur au plus h 'arbre
contraint associé soit un arbre de preuve contraint ; soit S un squelette primitif
acceptable de hauteur h 4+ 1. S a la forme indiquée figure 27 ou les .S; sont des
squelettes primitifs acceptables de hauteur au plus h. Donc chaque AC(S;) est un
arbre de preuve contraint. La racine de S; est étiquetée par ¢;(Z;) < I_zC(S;).
S étant acceptable, p; et ¢; sont le méme symbole de prédicat; donc la racine
de S; est étiquetée par p;(7;) <« I_zC(S;). La racine de AC(S) est étiquetée
par p(z) «— 3_zC(S) que Pon peut encore écrire p(z) «— 7 ou r = I_z(c A
A (F = 1; AC(S;))). A la clause étiquetant la racine de S sont associées les
regles d’induction (p(&) < rg) « (p1(£1) < 71),..., (pn(Zn) < ) o1 7o est non
rejetée et équivalente & I_z(c A AP, (£; = £; Ar;)). A condition que la contrainte
r’ soit non rejetée, on peut déduire des racines des AC(S;) I’atome contraint
p(&) 7 ot r' =3 _z(c AN (Fi = t; AT_zC(S)))).

Il reste & prouver que 7’ est équivalente & r (qui intervient dans la racine de
AC(S)); on en déduira, d’une part que r’ n’est pas rejetée (parce que 7 ne lest
pas), d’autre part que AC(S) est un arbre de preuve contraint. Soit g; ensemble
des variables libres autres que #; dans S;; soit § ’ensemble des variables libres
autres que T dans la clause racine de S. Si les variantes de clauses ont été cor-
rectement choisies en vue de la construction de cont(S), les ensembles &, §, Z;, U;
sont deux a deux disjoints. r et v’ se récrivent :

r=3g3c1, ..., 35,31, ., Wnlc AN (5 =1, AC(S)))

vl =3gAzy, ..., I, (e AN (T = £ ATGiC(S;)))

D’apres le lemme sur les clotures existentielles, v’ est équivalente aux contraintes
suivantes, dont la derniére est r :

3§35, ..., 30, (c AN Fi(5; = 6 AC(S;)))

3§351, .., 3 (e AN T, -, T (F: = 6 AC(S))))

39371, -, I3, - -, T (e AN (T = 1 AC(S))))
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Définition 5.10 (Equivalence entre arbres de preuve contraints)

Deuz arbres de preuve contraints Ay et As sont équivalents, ce qui est noté A1 = A,,
st leurs meeuds sont en bijection et si les neeuds qui se correspondent sont étiquetés par
des atomes contraints équivalents : p(Z) < c et p(Z) « ¢’ avec | c < .

Lemme 5.3 (Squelette primitif associé a un arbre de preuve contraint)
Pour tout arbre de preuve contraint A il existe un squelette primitif acceptable S tel

que A = CA(S).

Preuve : Etant donné un arbre de preuve contraint A on construit le squelette S de
la maniere suivante :

- il a les mémes nceuds que A aux étiquettes pres,

- soit N un nceud de A, il est étiqueté par p(z) « r; il a n fils Ny, ..., Ny; N;
est étiqueté par p;(€;) « 7;; il existe une régle de R(P) (p(z) « ') « (p1(21) <
1)y ooy (Pn(Tn) < 7)) et =1 < r'. Cette régle est issue d’au moins une clause norma-
lisée de la forme : C' = p(&) < c O py(t1),...,pultn) et Er e’ 3 z(c AN (3 =
t; A7;)) et 7 n’est pas rejetée. Le nceud correspondant N’ dans S est étiqueté par 'une
des clauses C. S est un squelette primitif car il respecte la regle de concordance entre
Parité d’un nceud et arité de la clause qui I’étiquette.

Nous allons montrer par récurrence sur la hauteur de A que l'étiquette p(z) « r
de la racine de A est telle que =7 < 3_;C(S5).

1. Si A est de hauteur 1, il est réduit a un nceud unique étiqueté par p(z) < r et
(p(z) « r) < est une regle de R(P). La clause C' qui étiquette 'unique noeud
de S permet d’engendrer la regle ci-dessus. Donc C' est de la forme p(Z) « c et
Er <« 3J_zc. Or C(S) = c. Donc |=r < 3_;C(9).

2. Si la propriété est vraie pour tout arbre de preuve contraint de hauteur au plus h,
soit A de hauteur h+1. A et S sont représentés figures 28 et 29. Chaque A; a pour
racine p(#;) < r; et (par hypotheése de récurrence) = r; < 3_;C(S;). La clause
C engendre la regle p(%) «— (p1(21) < 71),..., (pn(@,) < ry,) donc C est de la
forme p(2) « ¢ O py(t1),...,pu(tn) et = r < 3 z(c AN (% = t; A7;)) donc
A z(e NN (Z; = t; AT_5C(S;))). Nous avons montré dans le lemme précédent
(arbre de preuve contraint associé a un squelette primitif) que cette derniere
contrainte est équivalente & I_z(c A A, (#; = £; A C(S;))) qui n’est autre que
3_;C(S). Nous en déduisons que

- S est acceptable parce que 3_;C(S) est équivalente a la contrainte r de la racine
p(z) — r de A,

- CA(S) = A
Théoréme 5.2 SScr(P) = Rackyp = pppf(TER) = TER T w.
Preuve : Les deux dernieres égalités sont déja prouvées comme conséquences des pro-

priétés des systemes inductifs. On prouve la premiere égalité en montrant que SScr(P)
est inclus dans Rach, puis que Rach est inclus dans SScg(P).

66



Figure 28 : Arbre de preuve contraint A

C
/N
S,

S

n

Figure 29 : Squelette S

1. Soit p(Z) < r un atome contraint élément de SScr(P). r est une contrainte
réponse pour le but « vrai O p(Z), donc r est équivalente & la contrainte associée
a un squelette fini acceptable S représenté figure 30 ot S’ est un squelette primitif
acceptable. Puisque S est acceptable, la racine de S’ est étiquetée par une clause
(normalisée) qui a p pour symbole de prédicat de téte : p(y) <« ¢ O By,..., B,.
D’apres le lemme “arbre de preuve contraint associé a un squelette primitif” il
existe un arbre de preuve contraint A’, déduit de S’ et de racine p(j) « r' ot 1/
est telle que |= 7' <> 3_;5C(S"). Nous noterons plutét r'(j) cette contrainte pour
rappeler qu’elle dépend des variables libres 4. On a

Er e« 3.;:C(5)

donc

Ere3di(vrai ANz =gAC(S"))

Cr o3 4@ =G AC(S")

Ere 3 3@=9gA3_3C(S")) (d’apres le lemme “clotures existentielles”)
Ere3g@=ygar(y)

L’existence de variables 7 telles que & = § A 7/(g) est évidemment équivalente &
r’'(Z) obtenue en remplacant ¢ par & dans r’; le remplacement de ¢ par Z en racine
de S’ correspond au remplacement de p(7) < 7'(§) par p(Z) < 7'(Z) en racine de

A’. Ce dernier atome contraint est dans Rach qui est défini a une équivalence
prés sur les contraintes; or |= 7 < /(%) ; donc p(%) « r est dans Raclp.

z
z

—vrai O p(z)

Sl
Figure 30 : Squelette fini acceptable S
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—vrai O p(z)

S

Figure 31 : Squelette S’

2. Si p(#) < r(&) est dans Rackp, il est racine d’un arbre de preuve contraint A.
D’apres le lemme “squelette primitif associé a un arbre de preuve contraint”, il
existe un squelette primitif acceptable S tel que A =2 CA(S). On a = r(2) <
3_;C(S).

Considérons le squelette S’ de la figure 31.

Le calcul de sa contrainte réponse provoque le remplacement de p(Z) « ... a
la racine de S par p(g) < ... ce qui donne un nouveau squelette Sj. Alors
C(S") =3 z(vrai Az =7 AC(Sy)).

D’apres le lemme “clotures existentielles”, on a |= C(S") < 3_3(& = gAT_3C(S1)),
donc = C(S') < J_z:(z =g A7r(y))

et enfin |=C(S') « r(2))

ce qui prouve que p(z) <« r(x) est dans SScr(P).

[13] et [10] annoncent & peu pres le méme résultat sans le prouver.

[10] n’envisage pas de fermeture existentielle sur la contrainte réponse, alors que
cela présente l'avantage d’abstraire par rapport aux variables auxiliaires introduites
dans la dérivation conduisant a la réponse. L’égalité SS3(P,R) = Fixz3(P, R) semble
donc vérifiée. Par contre, le théoreme 5.9 qui affirme que P =g ¢ O p(Z) ssi p(Z) « c €
SS3(P, R) lorsque c est finie nous semble inexact : pour le programme de la remarque
4.1, vrai O p(X) est conséquence logique de P dans N sans que p(X) « vrai soit dans
SSo(P,N).

5.5 Atomes contraints et conséquences logiques

La présentation des liens entre ’ensemble succes et les atomes contraints consé-
quences logiques du programme (dans certaines circonstances) est inspirée du chapitre
“Preliminaries on Constraint Logic Programming” de [9].

Etant donné une théorie 7 on considére Pensemble des atomes contraints consé-
quences logiques de 7 et du programme P : L7 (P)={p(Z) <« c| P,T Ec— p(2)}.

Théoréme 5.3 SScr(P) est inclus dans Lr(P).

Preuve : Si p(Z) « c est dans SScgr(P), ¢ est une contrainte réponse pour «—
vrai O p(z) dans le programme P. Indépendamment du critéere CR on sait qu’alors
P = ¢ — wrai O p(Z), donc P = ¢ — p(&), donc P, T |= ¢ — p(Z) pour toute théorie
7. On en déduit que p(z) < c est dans L7 (P).
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—cO pl(fl)a U 7pn(tn)

Sy S;

"

Figure 32 : Squelette réponse S

Définition 5.11 (Couverture finie)

Etant donné deuz ensembles de contraintes A et B, A est finiment couvert par B
selon la théorie T si, pour toute contrainte a € A il existe une partie finie F' de B telle
que T a— Ve b

Cette définition s’étend a deuzr ensembles d’atomes contraints : A est finiment cou-
vert par B si pour tout atome contraint p(Z) < c de A il existe dans B un nombre fini
d’atomes contraints {p(x) < 7;}i=1, n, tels que T |= ¢ — \[7_; ;.

Théoréme 5.4 Sile critére de rejet CR est en relation avec la théorie T alors L1 (P)
est finiment couvert par SScr(P) selon T.

Preuve : Si p(Z) « c est dans L7 (P) alors P,7 |= ¢ — p(Z); le troisitme théoreme
de 4.3 (réponses selon CR en relation avec 7)) assure qu’il existe un ensemble fini F' de
contraintes réponses selon CR tel que 7 = ¢ — \/, .y r. L’ensemble d’atomes contraints
{p(Z) < r | r € F} est une partie finie de SScr(P) qui couvre p(z) « c.

5.6 Equivalence entre le programme et ’ensemble succes

Des équivalences entre programmes contraints sont étudiées dans [10] et [3].

L’ensemble d’atomes contraints SScg(P) peut étre considéré comme un ensemble
de faits, donc comme un programme dont toutes les clauses sont des faits. Pour abréger,
notons PT ce programme. Nous allons montrer que PT est équivalent & P : pour tout
but < b, P et PT donnent les mémes contraintes réponses.

Théoréme 5.5 Les deuzx programmes P et SScr(P) donnent les mémes contraintes
réponses selon le critére C'R.

Preuve :

1. Soit r une contrainte réponse pour le but B =« ¢ O py(t1),...,pn(t,) dans le
programme P. Soit gy I’ensemble des variables libres de B. r est la contrainte
associée au squelette réponse S de la figure 32. Le programme P est supposé
normalisé, donc la racine de S; est étiquetée par une clause p;(%;) < .... S; est
un squelette primitif acceptable (car partie de S acceptable). A S; est donc associé
un arbre de preuve contraint A; de racine p(z;) « r; tel que = r; < 3_;C(S;).

Orr =3 z(e ANL, (i =t AC(S;))), donc
Er o 3gle AN (7 =1 A3_zC(S;))) (lemme “clotures existentielles”)
e 3gle ANL (@7 = £ Ari))
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Figure 33 : Squelette ST

Considérons le squelette ST de la figure 33. C’est un squelette pour le programme
P*, et sa contrainte associée est 3_z(c A Al (%; = t; Ar;)) qui est équivalente &
r. Donc ST est acceptable, et r est une contrainte réponse dans P+.

2. Soit 7 une contrainte réponse pour B dans PT. Il existe un squelette ST dans P™
représenté figure 33, et r = 3_z(c A Al (Z; = t; Ar;)). Chaque p;(2;) « 7; est
élément de PT = S’SgR = Rach, donc est racine d’un arbre de preuve contraint
A; auquel correspond un squelette primitif acceptable S; de racine p(z;) < ... et

On considere le squelette S représenté figure 32. Alors ca(S) = I_j(c AN, (%; =
ti A C(S}))) et

Eca(S) « I_g(cANNL (4 = t;
Eca(S) < I gle AN (i =t
Eca(S) «r

ce qui prouve que 7 est, a une équivalence pres, une contrainte réponse dans P.

3-5C(5:)))
ri))

A
A

5.7 Ensemble d’échec fini

L’ensemble d’échec fini est constitué d’atomes contraints qui sont d’échec fini selon le
critere de rejet CR(D).

On trouve sa définition, et ses rapports avec 'opérateur de conséquence immédiate,
dans [12, 13, 15, 16].

Définition 5.12 (Ensemble d’échec fini)
L’ensemble d’échec fini associé au programme P et a la pré-interprétation D est :

FFp(P)={p(&) «—c| « c O p(&) est d’échec fini selon CR(D)}.

Définition 5.13 (Itération descendante)
Tg | w est la partie de la D-base définie inductivement par :
Tg 1 0 =D-base,
Th | (n+1) =TH(TH | n),
Tglw = ﬂneWTgln.

Définition 5.14 (semi-D-arbre de preuve)
Un semi-D-arbre de preuve est un arbre fini étiqueté par des D-atomes tel que, pour

tout neeud interne, sl est étiqueté e et ses fils eq,...,e,, alors e «— eq,...,e, est une
régle de Rp(P).
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Un semi-D-arbre de preuve ressemble beaucoup a un D-arbre de preuve, la seule
différence étant que les feuilles du D-arbre de preuve sont des tétes de faits, alors que
celles du semi-D-arbre de preuve sont des D-atomes quelconques. Lorsque la feuille
correspond a un fait, on dit qu’elle est prouvée, et que la branche correspondante est
terminée.

Définition 5.15 (Profondeur)
Un semi-D-arbre de preuve est de profondeur n si toutes ses branches non terminées
sont de longueur n (en mombre d’arcs).

Définition 5.16 (Développement d’un squelette partiel)
Un squelette partiel est n-développé si toutes ses feuilles indéfinies sont a la pro-
fondeur n+ 1 (en nombre d’arcs).

Remarque 5.3 Un squelette complet n’ayant aucune feuille indéfinie, il est n-dévelop-
pé pour tout n.

Remarque 5.4 (Semi-D-arbres de preuve et squelettes partiels)

Les semi-D-arbres de preuve et les squelettes partiels solubles de racine atomique se
correspondent en ce sens que :

- A tout semi-D-arbre de preuve A correspond au moins un squelette partiel, primatif
et soluble (comprenant des clauses engendrant les régles utilisées dans A). Ce squelette
primitif peut étre complété par un but atomique «— vrai O p(T) pour donner un squelette
partiel S. Si A est de profondeur n alors S est n-développé.

- Pour tout squelette partiel soluble S il existe une valuation v solution de cont(S).
A tout neeud N de S autre que la racine est associé un atome noté atome(N) , méme
s1 N est indéfini. L’arbre étiqueté par les vp(atome(N)) est un semi-D-arbre de preuve
A. 51 S est n-développé, alors A est de profondeur n.

Définition 5.17 (Solution compacité)
Le langage des contraintes est solution compact relativement a la pré-interprétation

D si pour toute contrainte c il existe un ensemble de contraintes {c;}icr tel que =p

—c e \igr G

On remarquera que les variables libres des contraintes ¢; sont les mémes que celles
de c.

Cette notion est définie dans [12, 15, 16, 13]. Nous n’en utilisons que la partie SCo
conformément a [15, 16, 13].

Lemme 5.4 (Squelettes n-développés et échec fini)
Un but B est d’échec fini selon un critére de rejet CR si et seulement si il existe un
entier positif n tel que B ne soit racine d’aucun squelette partiel acceptable n-développé.

Preuve : Nous allons montrer que B n’est pas d’échec fini ssi il n’y a pas de limitation
sur la profondeur des squelettes partiels acceptables de racine B dont les branches non
terminées ont méme longueur.

1. Si B n’est pas d’échec fini, il admet une dérivation non échec équitable. Celle-ci
calcule un squelette S complet de racine B, finiment acceptable. S est complet
donc n-développé pour tout n.
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2. S’il n’y pas de limitation sur la profondeur des squelettes partiels acceptables
de racine B dont les branches non terminées ont méme longueur, pour tout n il
existe un squelette partiel n-développé S,,, de racine B, acceptable.

Considérons Parbre A des squelettes partiels acceptables de racine B dont les
branches non terminées ont méme longueur. La racine de A est étiquetée par
So = sq(B). Un nceud étiqueté par S’ est fils d’un noeud étiqueté par S si S’
s’obtient en prolongeant d’un cran toutes les branches non terminées de S (S’ est
un prolongement de S). A est & branchement fini car il n’existe qu’un nombre
fini de possibilités de prolonger d’un cran toutes les branches non terminées d’un
squelette. Pour tout n, A comprend une branche de longeur n : celle qui joint Sy
a Sp. D’apres le lemme de Koenig, A comprend une branche infinie : une suite
infinie Ty = Sy, T1,...,T;, Tit1 ... de squelettes partiels acceptables de racine B
tels que T; est i-développé et T;y1 est un prolongement de T;. On en déduit une
dérivation infinie passant par les T;. Cette dérivation est équitable car toute feuille
indéfinie de T; a été choisie lorsqu’est atteint T;,1. Donc B n’est pas d’échec fini.

Théoreme 5.6 Si le langage des contraintes est solution compact relativement a D,
alors [FFp(P)lp =T | w.

Preuve :

1. Pour prouver que [FFp(P)]p C T} | w, il faut montrer que si « ¢ O p(z) est
d’échec fini et si v est solution de ¢, alors p(v(%)) ¢ TE | w. Soit d = v(%).
Supposons que p(ci) € Tg | w et que la valuation notée z := d dans laquelle Z
a la valeur d est solution de c. Alors, pour tout n il existe un semi-D-arbre de
preuve A, de profondeur n et de racine p(ci) A cet A, correspond un squelette
primitif soluble auquel on peut ajouter une racine étiquetée par « ¢ O p(Z) pour
donner un squelette partiel S,, n-développé. .S,, est soluble car on peut prolonger
la valuation v solution du squelette primitif en une valuation dans laquelle T = d.

D’apres le lemme ci-dessus, « ¢ O p(&) n’est pas d’échec fini.

2. La preuve de l'inclusion inverse T | w C [FFp(P)|p utilise la solution compa-
cité. Montrons que si p(d) € T | w alors p(d) € [FFp(P)]p. Il existe un n tel
que p(d) ¢ TE | n, donc p(d) nest racine d’aucun semi-D-arbre de preuve de pro-
fondeur n. Considérons I’ensemble des squelettes partiels solubles n-développés
de racine « vrai O p(&). C’est un ensemble fini : {S;}i=1, _m. A chaque S; cor-
respond une contrainte ¢; = ca(S;) dans laquelle les variables autres que & sont
quantifiées existentiellement. ¢; est satisfiable puisque S; est soluble. Mais ¢; est
fausse dans la valuation & := d, sinon vp(S;) serait un semi-D-arbre de preuve

de racine p(d) et de profondeur n.

e Sim =0, alors « vrai O p(Z) n’est racine d’aucun squelette partiel soluble
n-développé. D’apres le lemme ci-dessus, « vrai O p() est d’échec fini selon

CR(D) et p(d) en résulte par la valuation z := d.

e Sim # 0, le langage des contraintes étant solution compact relativement
a D, pour chaque ¢; il existe un ensemble de contraintes {c!};c; tel que

Ep —¢ \/j CZ ¢; est fausse dans la valuation Z := d, donc il existe un

j tel que ¢! soit vraie dans z := d. Choisissons pour chaque c¢; une telle
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contrainte ¢ que nous noterons c,. ¢, est vraie dans & := d, et ¢; A ¢} est

insatisfiable dans D car =p ¢ — —¢;. Considérons la contrainte ¢ = A" ¢/,
et le but < ¢ O p(Z). ¢ est vraie dans & := d. Tout squelette S de racine

— ¢ O p(z) n-développé correspond a un squelette T' de racine «— vrai O p()
dans lequel on a remplacé la contrainte vras par c¢. Si T est insoluble, S I'est
aussi. Si T est soluble, il fait partie de ’ensemble {Si}izl,...,m- La contrainte
associée a S est ¢ A ¢;, qui comprend ¢; A ¢;. Elle est donc insatisfiable. Tout
S est donc insoluble. D’apres le lemme ci-dessus, « ¢ O p(x) est d’échec
fini. p(ci) en résulte par la valuation = := d qui est solution de c.
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