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1 IntroductionL'objectif de ce travail est de red�e�nir les bases de la programmation logique aveccontraintes selon [12] en tirant tout le b�en�e�ce des notions d'arbre de preuve et desquelette d'arbre de preuve d�evelopp�ees dans [8].Il ne s'agit pas ici de faire un tour d'horizon du domaine comme dans [4, 5], et [13].L'utilisation des arbres de preuves et de squelettes pr�esente l'avantage importantde donner une d�e�nition intrins�eque �a la notion de r�eponse fournie par le programme :c'est un squelette �ni complet ayant pour racine le but question, accept�e d'une cer-taine mani�ere. Ainsi est clairement expliqu�ee l'ind�ependance de nombreux r�esultatspar rapport �a la r�egle de s�election d'atome.Grâce �a son degr�e de g�en�eralit�e, notre formalisme peut s'appliquer aussi bien �aProlog III et au futur Prolog IV, qu'�a CLP.Nous retrouvons, en les prouvant compl�etement et souvent de mani�ere plus rapide,les r�esultats classiques de la programmation logique avec contraintes. Nous ajoutonsquelques r�esultats nouveaux, dont une caract�erisation simple des branches non �echecdans les arbres de recherche �equitables.La d�e�nition de la notion de r�eponse comme squelette �ni complet ayant pour racinela question  b permet d'�elargir le champ d'investigation : tout squelette �ni completest une bonne r�eponse en ce sens que, si r est la contrainte associ�ee, alorsP j= r ! bC'est ce que nous appelons une r�eponse g�en�eralis�ee. Mais parmi les implications r ! bcons�equences logiques du programme, certaines sont trivialement vraies car r est tou-jours fausse (insatis�able). Du point de vue th�eorique, elles ne pr�esentent pas d'int�erêt.Du point de vue op�erationnel, il faut �eliminer les explorations inutiles qui risqueraientd'engager dans des calculs in�nis.Il apparâ�t que la notion essentielle est le crit�ere de rejet qui a pour rôle d'�eliminerles r ! b pour lesquelles on sait que r est insatis�able. Ce crit�ere peut être d�eduitd'une interpr�etation sous-entendue D , ou d'une th�eorie T qui n'a pas de raison par-ticuli�ere d'être satisfaction-compl�ete (comme le supposent la plupart des auteurs), oude l'algorithme de satis�abilit�e des contraintes d'un syst�eme r�eel. On peut �etudier lecomportement op�erationnel d'un programme en le param�etrant par ce crit�ere de rejet.La section 2 donne les d�e�nitions essentielles : programme contraint, arbre de preuvedans une pr�e-interpr�etation D, squelette, r�eponse, r�eponse g�en�eralis�ee.La section 3 �etudie la s�emantique op�erationnelle param�etr�ee par le crit�ere de rejet :d�erivation SLD, arbre de recherche SLD, caract�erisation des branches succ�es et desbranches non �echec.La section 4 �etudie les interpr�etations en logique des r�esultats obtenus sur les r�e-ponses dans trois situations : lorsque le crit�ere de rejet correspond �a la satis�abilit�edans D, losqu'il correpond �a une th�eorie T , lorsqu'il est en relation avec une th�eorie T .La section 5 �etudie les atomes contraints introduits dans [12, 16, 13, 10]. Nous d�e-montrons dans un contexte plus g�en�eral que l'ensemble succ�es est le plus petit point �xed'un op�erateur sur les ensembles d'atomes contraints, puis qu'il se comporte comme unprogramme contraint �equivalent au programme initial du point de vue des contraintesr�eponses. 3



2 De la syntaxe �a la notion de r�eponseLes notations employ�ees ici sont tr�es proches de celles de [13].Le langage du programme est d�e�ni �a partir de quatre ensembles :� un ensemble in�ni de variables V ,� un ensemble de symboles de fonctions �,� un ensemble de symboles de pr�edicats de contraintes �C (ce sont les pr�edicatspr�ed�e�nis),� un ensemble de symboles de pr�edicats d�e�nis par programme �P encore appel�espr�edicats de programme.On note :� TERM(V;�), ou plus simplement TERM s'il n'y a pas de confusion, l'ensembledes termes construits sur V et �,� L(V;�;�C) le langage du premier ordre construit sur V , � et �C . On supposequ'il contient, au même titre que les connecteurs logiques,- les constantes logiques vrai et faux qui seront toujours interpr�et�ees commeles �el�ements vrai et faux de l'ensemble des valeurs de v�erit�e,- le symbole d'�egalit�e = qui sera toujours interpr�et�e comme l'�egalit�e.Une contrainte est une formule de L(V;�;�C).� ATOMC l'ensemble des formules atomiques de L(V;�;�C).Nous serons �eventuellement amen�es �a apporter des restrictions sur les formules deL(V;�;�C) acceptables comme contraintes. Mais dans tous les cas le langage descontraintes comprendra ATOMC et sera ferm�e par conjonction et quanti�cationexistentielle. Nous utiliserons des collections (ensembles) de contraintes, �niesou in�nies. Toute collection �nie de contraintes est assimilable �a une contrainteunique conjonction des contraintes de la collection.� L(V;�;�P ) le langage du premier ordre construit sur V , �, �P ,� ATOMP l'ensemble des atomes : formules atomiques de L(V;�;�P ).Une clause est un (n+2)-uplet (0 � n) < A; c;B1; B2; : : : ; Bn > o�u A;B1; : : : ; Bnsont des atomes �el�ements de ATOMP , c est une contrainte. Pour plus de com-modit�e nous la noterons plutôt A c 2 B1; B2; : : : ; Bn.Etant donn�e une clause C de cette forme, on note tête(C) le premier atomeA, corps(C) la partie droite c 2 B1; B2; : : : ; Bn, contrainte(C) la contrainte c,arit�e(C) le nombre n d'atomes du corps. L'arit�e peut être nulle, la clause ser�eduisant alors �a A  c . C'est ce qu'on appelle un fait. Un but est une clausesans tête de la forme  c 2 B1; B2; : : : ; Bn . Les notions de contrainte et d'arit�ed�e�nies sur les clauses s'�etendent aux buts.Un programme contraint est une collection de clauses.4



Exemple 2.1 Le programme Fib :fib(0; 1) vraifib(1; 1) vraifib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)est un programme contraint sur un langage d�e�ni par des ensembles V , �, �C , �P telsque :V contient fA;B;Ng,� contient f0; 1; 2;+;�g,�C contient f>g,�P contient ffibg.Notation 2.1� ~x d�esigne une s�equence de variables distinctes x1; : : : ; xn,� 9~x c repr�esente la formule 9x19x2 : : : 9xn c,� ~9 c est la clôture existentielle de c, soit 9~x c o�u ~x est l'ensemble des variableslibres de c,� 9�~x c est la quanti�cation existentielle de c sur les variables libres autres quecelles de ~x,� ~8 c est la clôture universelle de c : 8x18x2 : : : 8xn c, o�u x1; :::; xn sont les variableslibres de c,� si ~x est une s�equence de variables et ~t une s�equence de termes de même longueur,~x = ~t repr�esente la formule x1 = t1 ^ x2 = t2 ^ � � � xn = tn.2.1 Interpr�etation des contraintesL'�ecriture d'un programme contraint ne se r�esume pas �a l'aspect syntaxique : leprogrammeur a toujours en tête une signi�cation sous-entendue des contraintes qu'ilutilise. Celles-ci agissent sur un domaine pr�e-�etabli (les entiers naturels, les r�eels, ... ) etles symboles de pr�edicats de contraintes ont une interpr�etation naturelle sur ce domaine.Autrement dit, il existe, au sens d�e�ni ci-dessous, une pr�e-interpr�etation sous-entenduedite \pr�e-interpr�etation naturelle".Une pr�e-interpr�etation D est constitu�ee de :� un ensemble non vide D appel�e domaine,� pour chaque symbole de fonction f appartenant �a �, si n est son arit�e, uneapplication fD deDn dansD. Un symbole de constante est un symbole de fonctiond'arit�e 0 ; la pr�e-interpr�etation lui associe un �el�ement de D,� pour chaque symbole de pr�edicat de contrainte p appartenant �a �c, si n est sonarit�e, une relation d'arit�e n sur D, ou de mani�ere �equivalente une application pDde Dn dans l'ensemble des valeurs de v�erit�e fvrai; fauxg.5



Rappelons que les symboles de constantes vrai et faux sont obligatoirement pr�e-interpr�et�ees par les valeurs de v�erit�e vrai et faux, et que le symbole = est obligatoire-ment pr�e-interpr�et�e par l'�egalit�e sur D.Exemple 2.2 L'ensemble des entiers naturels IN muni de ses op�erations habituellesconstitue une pr�e-interpr�etation N pour le programme Fib de l'exemple 2.1 si l'onassocie aux symboles 0, 1, 2, +, -, > respectivement les entiers 0, 1, 2, l'addition, lasoustraction (limit�ee �a 0 : par exemple 3 - 5 donne 0) et la relation > .Pour l'interpr�etation des pr�edicats d�e�nis par programme, on consid�ere des pseudo-atomes appel�es D-atomes form�es de (n+ 1)-uplets de la forme < p; d1; d2; : : : ; dn > o�up est un symbole de pr�edicat de programme �el�ement de �P d'arit�e n et les di sont des�el�ements du domaine D. Ce (n+ 1)-uplet sera plutôt not�e p(d1; d2; : : : ; dn) .La notion de D-atome apparâ�t sous un nom un peu di��erent dans [8, 14, 12] et [13].On appelle D-base l'ensemble des D-atomes. Si �p;n est la partie de �P comprenantles symboles de pr�edicats d'arit�e n, on peut d�e�nir plus formellement la D-base parSn2N �p;n �Dn.�Etant donn�e une pr�e-interpr�etation D, une valuation v associe �a chaque symbole devariable une valeur dans le domaine D. C'est donc une application de V dans D.La valuation v s'�etend en une fonction vD sur les termes, les contraintes, les atomeset les clauses :� si t est un terme de TERM , vD(t) est l'�el�ement de D d�e�ni par :v(t) si t est une variable,fD(vD(t1); : : : ; vD(tn)) si t est le terme f(t1; : : : ; tn)� si c est la contrainte atomique p(t1; : : : ; tn), vD(c) est la valeur de v�erit�epD(vD(t1); : : : ; vD(tn))vD s'�etend �a toutes les formules de L(V;�;�C) (donc aux contraintes) en uneapplication de L(V;�;�C) dans fvrai; fauxg� si A est un atome de ATOMP , A = p(t1; : : : ; tn), vD(A) est le D-atomep(vD(t1); : : : ; vD(tn)),� si C est une clause A  c 2 B1; : : : ; Bn, vD(C) est ce que nous appellerons uneD-clause : vD(A) vD(c) 2 vD(B1); : : : ; vD(Bn) dans laquelle vD(c) est une va-leur de v�erit�e, vD(A), vD(B1), ..., vD(Bn) sont des D-atomes.On dit que la contrainte c est satis�able dans la pr�e-interpr�etation D s'il existe unevaluation v dans D telle que vD(c) = vrai. La collection de contraintes E est satis�ables'il existe une valuation v telle que vD(c) = vrai 8c 2 E. La valuation correspondanteest dite solution de la contrainte ou de la collection de contraintes.�Etant donn�e une pr�e-interpr�etation D, une interpr�etation J dans D doit associer �atout symbole de pr�edicat de programme p de �P , si n est son arit�e, une relation pJ6



d'arit�e n sur D, c'est-�a-dire une partie de Dn.On appelle D�interpr�etation une partie I de la D-base (un ensemble de D-atomes).C'est une interpr�etation car elle d�e�nit pour chaque symbole de pr�edicat p 2 �P d'arit�en, la relation d'arit�e n sur D : f< d1; : : : ; dn > j p(d1; : : : ; dn) 2 Ig. Inversement,�etant donn�e une interpr�etation J dans D, on en d�eduit la D-interpr�etation I qui, pourchaque p 2 �P (soit n son arit�e), contient fp(d1; : : : ; dn) 2 D� base j < d1; : : : ; dn >2pJg. Les interpr�etations au sens habituel du mot sont donc en bijection avec les D-interpr�etations.�Etant donn�e une pr�e-interpr�etation D et une D-interpr�etation I, une valuation vs'�etend en une nouvelle fonction not�ee vI sur les termes, les contraintes, les atomes etles clauses :� si t est un terme vI(t) = vD(t),� si c est une contrainte, ou plus g�en�eralement une formule de L(V;�;�C), vI(c) =vD(c)� si A est un atome de ATOMP , vI(A) est la valeur de v�erit�e d�e�nie par : vI(A) =vrai ssi vD(A) 2 I,� si C est la clause A  c 2 B1; : : : ; Bn , vI(C) est la valeur vrai si l'implicationvI(c) ^ vI(B1) ^ � � � ^ vI(Bn) ) vI(A) est vraie, faux sinon ; c'est donc vrai ssivI(c) = faux, ou vI(Bi) = faux pour un certain i, ou vI(A) = vrai. Pour faire lerapprochement avec la D� clause vD(C) , vI(C) est vraie ssi soit vD(c) = faux,soit vD(c) = vrai et si tous les vD(Bi) sont dans I alors vD(A) est aussi dans I.Une D-interpr�etation I est un mod�ele de la clause C si, pour toute valuation v, vI(C) =vrai.Remarque 2.1 Les D-clauses vD(C) que l'on peut obtenir �a partir de la clause C avecn'importe quelle valuation v se divisent en deux cat�egories :� celles pour lesquelles la contrainte vD(c) prend la valeur faux ; alors pour touteD-interpr�etation I, vI(C) = vrai,� celles pour lesquelles la contrainte prend la valeur vrai. Alors, la D-interpr�etationI est un mod�ele de la clause C si et seulement si, consid�erant toutes les D-clausesvD(C) pour lesquelles la contrainte a la valeur vrai : a vrai 2 b1; :::; bn, si tousles bi sont dans I alors a est aussi dans I.Un D-mod�ele du programme P est une D-interpr�etation mod�ele de toutes les clausesde P .Exemple 2.3 M1 = ffib(0; 1); f ib(1; 1); f ib(2; 2); f ib(3; 3); f ib(4; 5); f ib(5; 8),fib(6; 13); f ib(7; 21); f ib(8; 34); :::g qui est en quelque sorte le graphe de la fonctionde Fibonacci, et M2 = ffib(n; p)jn; p 2 INg sont des N -mod�eles du programme Fib(exemples 2.1 et 2.2).Remarquons que la D-base tout enti�ere est toujours un D-mod�ele du programme.7



2.2 Syst�eme de r�egles sur les D-atomesLa notion de D-r�egle introduite ici est sous-jacente dans [12, 13] et [16]. Sa mise envaleur nous permet d'utiliser les techniques habituelles sur les syst�emes inductifs selon[1] comme dans [8].On appelle D-r�egle un (n + 1)-uplet de D-atomes < a; b1; : : : ; bn > , que nousnoterons plutôt a  b1; : : : ; bn. La tête de la D-r�egle est le D-atome a, son corps estconstitu�e des D-atomes b1, ..., bn. L'arit�e est le nombre de D-atomes du corps. UneD-r�egle d'arit�e 0 de la forme a est appel�ee un D-fait.D�e�nition 2.1 (D-r�egles associ�ees �a une clause)�Etant donn�e la clause C, nous avons remarqu�e que, parmi les D-clauses engendr�eespar C avec toutes les valuations possibles, celles qui ont une contrainte vraie jouent unrôle particulier. Les D-r�egles associ�ees �a C sont ces D-clauses auxquelles on a enlev�ela contrainte vraie. Plus pr�ecis�ement, le syst�eme de D-r�egles associ�e �a une clause C :A c 2 B1; : : : ; Bn est RD(C) = fvD(A) vD(B1); : : : ; vD(Bn) pour les valuations vtelles que vD(c) = vraig.Remarque 2.2 D'apr�es la d�e�nition 2.1 et la remarque 2.1, une D-interpr�etation Iest mod�ele de C ssi I est close pour les D-r�egles de RD(C) : si a b1; : : : ; bn est dansRD(C) et si b1, ... , bn sont dans I alors a est dans I.D�e�nition 2.2 (D-r�egles associ�ees �a un programme)L'ensemble de D-r�egles associ�e au programme P est la r�eunion des syst�emes deD-r�egles associ�es aux di��erentes clauses de P : RD(P ) = SC2P RD(C)Exemple 2.4 Le programme Fib pr�e-interpr�et�e par N (exemples 2.1 et 2.2) donne lesyst�eme de N -r�egles :ffib(0; 1) ; f ib(1; 1)  gSffib(n; a+ b) fib(n� 2; a); f ib(n � 1; b) j n; a; b 2 IN; n > 1g.Il contient par exemple les N -r�egles:fib(2; 2) fib(0; 1); f ib(1; 1),fib(2; 0) fib(0; 0); f ib(1; 0),fib(2; 5) fib(0; 3); f ib(1; 2).2.3 G�en�eralit�es sur les syst�emes inductifs�Etant donn�e un ensemble E, un syst�eme inductif sur E est un ensemble R de r�eglesde la forme e  e1; : : : ; en o�u e, e1, ... , en sont des �el�ements de E. Une r�egle est unfait si n = 0, elle se r�esume alors �a e .�A tout syst�eme inductif on associe un op�erateur de cons�equence imm�ediate T ap-plication de 2E dans 2E d�e�ni par, si X est une partie de E :T (X) = fe 2 E j 9 une r�egle e e1; : : : ; en dans R et e1; : : : ; en 2 XgUn arbre de preuve est un arbre �ni �etiquet�e par des �el�ements de E tel que, pourtout n�ud N , soit e son �etiquette, e1; : : : ; en les �etiquettes des n�uds �ls de N , alorse e1; : : : ; en est une r�egle de R. Remarquons que si N est un feuille, alors e est un8



fait. Par abus de langage, le mot racine d�esignera en même temps le n�ud racine del'arbre de preuve et l'�etiquette de ce n�ud. On note Rac l'ensemble des racines d'arbresde preuve, c'est-�a-dire l'ensemble des e 2 E \prouv�es" par l'existence d'un arbre depreuve ayant e comme racine.Lemme 2.1 L'op�erateur de cons�equence imm�ediate T est croissant et continu.Preuve :1. Si A est inclus dans B et si e 2 T (A) alors il existe une r�egle e e1; : : : ; en dansR telle que les ei sont dans A. Ils sont aussi dans B, et donc e 2 T (B).2. La continuit�e de T r�esulte de la �nitude des r�egles. En e�et, soit X une par-tie dirig�ee du treillis des parties de E . X est un ensemble de parties de E.Rappelons que X est dite dirig�ee si chacune de ses parties �nies comprendsa propre borne sup�erieure (ici donn�ee par l'union). Il s'agit de montrer queT (sup(X)) = sup(fT (x) j x 2 Xg).- L'inclusion du second ensemble dans le premier est due �a la croissance de T : pourchaque x 2 X, x est inclus dans sup(X), donc T (x) est inclus dans T (sup(X)) ;il s'en suit que sup (fT (x) j x 2 Xg) est inclus dans T (sup(X)).- L'inclusion de T (sup(X)) dans sup(fT (x) j x 2 Xg) se prouve de la mani�eresuivante : si e 2 T (sup(X)), alors e 2 T (y) pour un certain y 2 X. En e�et,e 2 T (sup(X)) signi�e qu'il existe une r�egle e e1; : : : ; en telle que e1; : : : ; en 2sup(X). Pour chaque i, ei 2 sup(X) signi�e : ei appartient �a l'union des �el�ementsde X ; donc il existe un �el�ement xi de X tel que ei 2 xi. La famille fx1; : : : ; xngest une partie �nie de X, laquelle est dirig�ee. Donc fx1; : : : ; xng contient sa bornesup�erieure y. Chaque ei est �el�ement de xi donc aussi de y. Finalement e est têted'une r�egle e e1; : : : ; en telle que tous les ei sont dans y. Donc e est dans T (y).On note T " ! la partie de E d�e�nie inductivement par :T " 0 = ;T " (n+ 1) = T (T " n)T " ! = Sn2N T " nLemme 2.2 (Plus petit point �xe)L'op�erateur de cons�equence imm�ediate T a un plus petit point �xe pppf(T ) etpppf(T ) = Rac = T " !Preuve :� T (Rac) est inclus dans Rac, autrement dit Rac est un pr�e-point �xe de T . Soit ene�et e un �el�ement de T (Rac). Alors e est tête d'une r�egle de R : e e1; : : : ; en etchaque ei 2 Rac. Donc ei est racine d'un arbre de preuve Ai. Consid�erons alorsl'arbre A dont la racine est �etiquet�ee par e, et qui a n sous-arbres : A1; : : : ; An.A est un arbre de preuve de racine e, donc e 2 Rac.
9



� Rac est inclus dans les pr�e-points �xes de T : les X tels que T (X) � X. Ceci seprouve par r�ecurrence sur la hauteur de l'arbre dont e est racine :- Si e est racine d'un arbre de hauteur 1, celui-ci est r�eduit �a sa racine. Donc e est une r�egle de R. Alors e est dans T (;), donc dans T (X), donc dans X.- Supposons que toute racine d'arbre de preuve de hauteur � h soit dans X, etque e soit racine d'un arbre de preuve de hauteur h + 1. Les �ls de la racinedans cet arbre sont �etiquet�es par e1, ... , en, et e e1; : : : ; en est une r�egle de R.Chaque ei est racine d'un arbre de preuve de hauteur � h, donc ei 2 X. Donce 2 T (X), donc e 2 X.� On en d�eduit que Rac est le plus petit pr�e-point �xe de T . D'apr�es le th�eor�emede Knaster-Tarski, c'est le plus petit point �xe de T .� T (T " !) = T (sup(T " n)), et les T " n constituent une partie dirig�ee. DoncT (sup(T " n)) = sup(T " (n + 1)) = sup(T " n). Donc T (T " !) = T " !, cequi signi�e que T " ! est point �xe de T . C'est le plus petit car tout point �xeM contient ; = T " 0 ; donc T (M) = M contient T (T " 0) = T " 1 ; M contientT (T " 1) = T " 2 ; ... donc M contient tous les T " n ; donc M contient leurunion T " !.2.4 Application aux D-r�eglesL'ensemble de D-r�egles RD(P ) constitue un syst�eme inductif sur la D-base. On noteTPD l'op�erateur de cons�equence imm�ediate associ�e. Les arbres de preuve sont appel�esD-arbres de preuve, et RacPD d�esigne l'ensemble des racines de D-arbres de preuve.La notion d'arbre de preuve, li�ee aux syst�emes inductifs, est largement exploit�eedans [8].Lemme 2.3 Une D-interpr�etation I est mod�ele de P ssi I est pr�e-point �xe de TPD .Preuve : Nous avons vu qu'une D-interpr�etation I est mod�ele de la clause C :A c 2 B1; : : : ; Bn ssi I est close pour les D-r�egles de RD(C). On en d�eduit que I estmod�ele de P ssi I est close pour toutes les D-r�egles de RD(P ), c'est-�a-dire ssi TPD (I)est inclus dans I.Proposition 2.1 Le programme P a un plus petit D-mod�ele MPD tel queMPD = RacPD = pppf(TPD ) = TPD " wPreuve : RacPD = pppf(TPD ) = TPD " ! r�esulte imm�ediatement du lemme sur lespoints �xes dans les syst�emes inductifs. pppf(TPD ) est en même temps le plus petitpr�e-point �xe de TPD ; c'est donc le plus petit des D-mod�eles de P .Exemple 2.5 Le programme Fib admet pour plus petit N -mod�ele l'ensemble des N -atomes repr�esentant la fonction de Fibonacci :M1 = ffib(0; 1); f ib(1; 1); f ib(2; 2); f ib(3; 3); f ib(4; 5); f ib(5; 8); f ib(6; 13); f ib(7; 21):::gExemple 2.6 Pour le programme Fib pr�e-interpr�et�e par N , le N -atome fib(3; 3) estracine du N -arbre de preuve A de la �gure 1.10



�� @@�� @@fib(3; 3)fib(1; 1) fib(2; 2)fib(0; 1) fib(1; 1)Figure 1 : Arbre de preuve A2.5 Compl�et�e du programmeLe compl�et�e du programme P not�e P � est un ensemble de formules qui ne sont plusdes clauses. Ce n'est donc pas un programme contraint tel que nous l'avons d�e�ni. Ilpr�esente un int�erêt certain pour l'�etude des r�eponses n�egatives du programme au sensde la n�egation par l'�echec. Dans un premier temps nous d�e�nissons P � et �etudions sesD-mod�eles.La notion de compl�et�e est classique aussi bien en programmation logique qu'enprogrammation logique avec contraintes. Nous nous inspirons particuli�erement de lapr�esentation faite par [2].Pour tout p 2 �P , on appelle d�e�nition du pr�edicat p et on note def(p; P ) (enabr�eg�e def(p) si P est sous-entendu) l'ensemble des clauses de P dont le symbole depr�edicat de tête est p. Def(p) est de la forme :f p( ~t1) c1 2 B11 ; : : : ; B1n1 ;p( ~t2) c2 2 B21 ; : : : ; B2n2 ;: : :p( ~tk) ck 2 Bk1 ; : : : ; Bknk gDef(p) est vide lorsque P ne comprend aucune clause ayant p comme pr�edicat de tête.On note SI(p; P ), (SI(p) lorsque P est sous-entendu) la formule :p(~x) ( 9 ~y1(~x = ~t1 ^ c1 ^B11 ^ : : : ^B1n1)_ 9 ~y2(~x = ~t2 ^ c2 ^B21 ^ : : : ^B2n2): : :_ 9 ~yk(~x = ~tk ^ ck ^Bk1 ^ : : : ^Bknk)o�u ~yi est l'ensemble des variables libres de la i�eme clause et ~x est un ensemble de n(n = arit�e de p) variables distinctes entre elles et distinctes de toutes les ~yi. Lorsquedef(p) est vide, SI(p) comprend une disjonction index�ee par ; qui se r�esume donc �afaux. Alors SI(p) est : p(~x) faux.On note SSI(p; P ) (en abr�eg�e SSI(p)) la formule obtenue en rempla�cant dans SI(p)l'implication  par une �equivalence $.Le compl�et�e P � est l'ensemble fSSI(p; P ) j p 2 �Pg.Exemple 2.7 Le programme Fib-Fact :fib(0; 1) vraifib(1; 1) vrai 11



fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fact(0; 1) vraifact(N;N � F ) N > 0 2 fact(N � 1; F )admet pour compl�et�e, si �P est r�eduit �a ffib; factg, l'ensemble de formules Fib-Fact� :ffib(X;Y )$ ((X = 0 ^ Y = 1)_(X = 1 ^ Y = 1)_9N9A9B(X = N ^ Y = A+B ^N > 1 ^ fib(N � 2; A)^fib(N � 1; B)))fact(X;Y )$ ((X = 0 ^ Y = 1)_9N9F (X = N ^ Y = N � F ^N > 0 ^ fact(N � 1; F )))gLemme 2.4 Pour un programme P et une pr�e-interpr�etation D �x�es, une D-interpr�e-tation I est mod�ele de SI(p) ssi elle est mod�ele de def(p).Preuve :1. Si def(p) est vide, toute I est mod�ele de def(p). SI(p) se r�esume �a p(~x) fauxqui est vraie dans toute interpr�etation et toute valuation.2. Si def(p) est non vide, def(p) =f p( ~t1) c1 2 B11 ; : : : ; B1n1 ;p( ~t2) c2 2 B21 ; : : : ; B2n2 ;: : :p( ~tk) ck 2 Bk1 ; : : : ; Bknk get SI(p) =p(~x) ( 9 ~y1(~x = ~t1 ^ c1 ^B11 ^ : : : ^B1n1)_ 9 ~y2(~x = ~t2 ^ c2 ^B21 ^ : : : ^B2n2): : :_ 9 ~yk(~x = ~tk ^ ck ^Bk1 ^ : : : ^Bknk)� Les formules (i) �a (iv) ci-dessous sont s�emantiquement �equivalentes (ellesadmettent les mêmes D-mod�eles) :(i) p(~ti) ci 2 Bi1; : : : ; Bini ,(ii) p(~x) ~x = ~ti ^ ci 2 Bi1; : : : ; Bini ,(iii) p(~x) ~x = ~ti ^ ci ^Bi1 ^ : : : ^Bini ,(iv) p(~x) 9 ~yi(~x = ~ti ^ ci ^Bi1 ^ : : : ^Bini),(i) , (ii) : (i) vraie dans I signi�e : pour toute valuation v, vD(ci) = vrai etvD(Bij) 2 I 8j ) p(vD(~ti)) 2 I. Alors 8v vD(ci) = vrai et v(~x) = vD(~ti) etvD(Bij) 2 I 8j ) p(v(~x)) 2 I parce que v(~x) = vD(~ti) (au sens de l'identit�esur D). Donc (ii) est vraie dans I.Inversement, si (ii) est vraie dans I, consid�erons une valuation v telle quevD(ci) = vrai et vD(Bij) 2 I8j. Cette valuation porte sur les variables ~yi de(i). Comme ~x est un ensemble de variables disjoint de ~yi, on peut �etendrev �a v0 portant sur ~yiS ~x en donnant �a ~x les valeurs vD(~ti). Alors la partiedroite de (ii) est vraie dans v0 ; donc p(v(~x)) 2 I. Sachant que v(~x) = vD(~ti),12



p(vD(~ti)) 2 I.(ii) , (iii) est �evident car le corps de (ii) est vrai dans une valuation v ssiles contraintes ~x = ~ti et ci sont vraies et si les Bij sont vrais.(iii) , (iv) peut s'exprimer sous une forme plus g�en�erale : soit ~x et ~y deuxensembles de variables disjoints, A une formule ayant ~x pour variables libres,B une formule ayant ~xS ~y pour variables libres. Alors les formules (a) et (b)suivantes sont s�emantiquement �equivalentes :{ (a) A B{ (b) A 9~y B(a) , 8 valuation v (sur ~xS ~y) vI(B) = vrai) vI(A) = vrai(b), 8 valuation v (sur ~x), s'il existe un prolongement de v en v0 (sur ~xS ~y)tel que v0I(B) = vrai, alors vI(A) = vrai.(a)) (b) : soit v sur ~x, et un prolongement v0 sur ~xS ~y tel que v0I(B) = vrai ;alors (a) ) v0I(A) = vrai ; et vI(A) = v0I(A) ; donc vI(A) = vrai.(b) ) (a) : soit v sur ~xS ~y telle que vI(B) = vrai ; alors la restrictionv0 de v �a ~x admet un prolongement v �a ~xS ~y tel que vI(B) = vrai ; (b)) v0I(A) = vrai ; et vI(A) = v0I(A) ; donc vI(A) = vrai.� def(p) est donc s�emantiquement �equivalent �a l'ensemble d'implications :f p(~x) 9 ~y1(~x = ~t1 ^ c1 ^B11 ^ : : : ^B1n1)p(~x) 9 ~y2(~x = ~t2 ^ c2 ^B21 ^ : : : ^B2n2): : :p(~x) 9 ~yk(~x = ~tk ^ ck ^Bk1 ^ : : : ^Bknk)g� l'ensemble de formules ci-dessus de la forme E = fA  B1; : : : ; A  Bkgest s�emantiquement �equivalent �a l'unique formule A  B1 _ : : : _ Bk carselon E, d�es que l'une au moins des Bi est vraie, alors A doit aussi êtrevraie ; cela �equivaut �a: si B1 _ : : : _ Bk est vraie alors A est vraie, donc �a :A B1; : : : ; Bk.Corollaire 2.1 (�evident) Pour toute D-interpr�etation I, I est mod�ele de P ssi I estmod�ele de SI(P ) = fSI(p; P ) j p 2 �Pg. Donc I est mod�ele de SI(P ) ssi I est pr�e-point�xe de TPD .Lemme 2.5 Soit IS(P ) l'ensemble de formules obtenu en retournant les implicationsde SI(P ). Alors I est un mod�ele de IS(P ) ssi TPD (I) contient I.Preuve : IS(P ) est un ensemble de formules du type :(1) p(~x)! Wki=1 9 ~yi(~x = ~ti ^ ci ^Bi1 ^ : : : Bini)1. Soit I un mod�ele de IS(P ). Montrons qu'alors p( ~d) 2 I ) p( ~d) 2 TPD (I). I estmod�ele de (1), donc dans la valuation v: ~x = ~d, p( ~d) �etant dans I, il existe un i1 � i � k et une valuation v0 prolongeant v �a ~xS ~y tels que vI(~x = ~ti ^ ci ^Bi1 ^: : : Bini) = vrai . Donc� vD(~ti) = vD(~x) = ~d, 13



� v0D(ci) = vrai,� v0D(Bi1) 2 I,� : : : ...� v0D(Bini) 2 I.Alors p(vD(~ti)) vD(Bi1); : : : ; vD(Bini) fait partie des r�egles qui d�e�nissent l'op�e-rateur TPD , et chaque vD(Bij) est dans I. Donc p(vD(~ti)) = p( ~d) est dans TPD (I).2. Supposons que I est inclus dans TPD (I). Il nous faut montrer que I est mod�ele de(1). Pour toute valuation v : ~x = ~d(i) soit p( ~d) n'est pas dans I, alors (1) est trivialement vraie dans I et v,(ii) soit p( ~d) 2 I. Alors p( ~d) 2 TPD (I). Donc il existe uneD-r�egle p( ~d) a1; : : : ; amtelle que a1; : : : ; am 2 I. Cette r�egle est issue d'une clause de def(p; P ) : p(~ti) ci 2 Bi1; : : : ; Bimet il existe une valuation v" sur les variables libres ~yi telle quev00D(~ti) = ~dv00D(ci) = vraiv00D(Bi1) = a1...v00D(Bim) = amLa forme �equivalente de cette clause int�egr�ee dans SI(p) est p(~x)  9 ~yi(~x =~ti ^ ci ^Bi1 ^ : : : ^Bim).La partie gauche p(~x) est vraie dans I et v car vD(p(~x)) = p( ~d) 2 I. La partiedroite est vraie dans I et v grâce �a l'existence de la valuation v00. (1) est doncvraie dans I et v car l'une des formules de la disjonction est vraie.Proposition 2.2 Les D-mod�eles de P � sont les points �xes de TPD .Preuve : SSI(P ) est �equivalent �a la r�eunion de SI(P ) et de IS(P ). Or I est mod�elede SI(P ) ssi TPD (I) est inclus dans I. I est mod�ele de IS(P ) ssi TPD (I) contient I. DoncI est mod�ele de SSI(P ) ssi TPD (I) = I.Corollaire 2.2 Pour toute pr�e-interpr�etation D,� tout D-mod�ele de P � est un D-mod�ele de P ,� les plus petits D-mod�eles de P et de P � sont identiques,� P � j= P .Preuve :� �evident car les D-mod�eles de P sont les pr�e-points �xes de TPD (les I tels queTPD (I) � I), alors que ceux de P � sont les points �xes de TPD ; tout point �xe esta fortiori un pr�e-point �xe. 14



� le plus petit D-mod�ele de P � est le plus petit point �xe de TPD ; c'est en mêmetemps le plus petit pr�e-point �xe de TPD .� tout D-mod�ele de P � est un mod�ele de P .Nous connaissons donc les D-mod�eles de P � : ce sont les points �xes de TPD . Lesplus petits mod�eles de P et de P � sont identiques, mais pas les plus grands mod�eles. Ene�et, le plus grand mod�ele de P est la D-base tout enti�ere. Il n'y a aucune raison quece soit un point �xe de TPD , donc un mod�ele de P �. A�n de d�ecrire plus pr�ecis�ement leplus grand mod�ele de P �, nous introduisons une nouvelle notion: celle de D1-arbre depreuve qui admet la même d�e�nition que le D-arbre de preuve, la �nitude en moins.D�e�nition 2.3 Un D1-arbre de preuve est un arbre �eventuellement in�ni dont lesn�uds sont �etiquet�es par des D-atomes ayant la propri�et�e : pour tout n�ud N , soit ason �etiquette,- si N est une feuille alors a est un D-fait,- si N n'est pas une feuille, il a n �ls �etiquet�es a1; : : : ; an et a a1; : : : ; an est uneD-r�egle.On remarquera que les D-arbres de preuves (�nis) en font partie.Proposition 2.3 Le plus grand D-mod�ele de P � est l'ensemble des racines de D1-arbres de preuve.Preuve : Notons R l'ensemble des racines des D1-arbres de preuve.1. TPD (R) contient R.Soit a 2 R. Alors a est racine d'un D1-arbre de preuve A qui a n sous-arbres,eux-mêmes D1-arbres de preuve A1, ... , An.- Si n = 0, a est un D-fait, et alors a 2 TPD (;), donc a 2 TPD (R).- Si n > 0, chaque Ai a pour racine un D-atome ai qui est dans R et a a1; : : : ; anest une D-r�egle. Donc a 2 TPD (R).2. Toute D-interpr�etation I telle que TPD (I) contient I est incluse dans R.Soit a 2 I telle que TPD (I) contient I. Consid�erons alors la suite (�eventuellementin�nie) d'arbres �etiquet�es par des D-atomes �el�ements de I : A1, A2, ... , Ai, Ai+1,...- A1 est l'arbre r�eduit �a sa racine �etiquet�ee par a,- les arbres A1, ..., Ai �etant construits, Ai a �eventuellement un successeur Ai+1d�e�ni de la mani�ere suivante : si toutes les feuilles de Ai correspondent �a desD-faits, alors Ai n'a pas de successeur (cas particulier : si a correspond au D-fait a  alors la suite s'arrête �a A1) ; sinon, soit F la premi�ere feuille de Ai necorrespondant pas �a un D-fait dans le parcours en largeur de Ai ; F est �etiquet�eepar x 2 I, donc x 2 TPD (I), donc il existe une D-r�egle x  x1; : : : ; xk ( k > 0sinon F correspondrait �a un D-fait) et x1; : : : xk 2 I. Alors Ai+1 est obtenu engre�ant sur F (qui devient donc un n�ud interne) k feuilles �etiquet�ees par x1, ..., xk. 15



Si la suite d'arbres est �nie, le dernier arbre Ai est un D-arbre de preuve (�ni)de racine a ; donc a 2 RacPD qui est inclus dans R.Si la suite Ai est in�nie, elle d�e�nit un D1-arbre de preuve A de racine a : sesn�uds sont l'union (croissante) des ensembles de n�uds des Ai. Donc a est dansR.3. Donc R est le plus grand I tel que TPD (I) contient I. D'apr�es le th�eor�eme deKnaster-Tarski, c'est le plus grand point �xe de TPD .2.6 SquelettesUn D-arbre de preuve utilise, pour \prouver" sa racine, des D-r�egles qui sont issuesde clauses du programme. L'ensemble des clauses utilis�ees peut être repr�esent�e par unarbre, �etiquet�e par des clauses, qui a même forme que le D-arbre de preuve. C'est ceque nous appellerons un squelette.Le squelette est la notion primordiale de [8] que nous reprenons ici dans le contextede la programmation logique avec contraintes en assouplissant l�eg�erement la d�e�nition.D�e�nition 2.4 (Squelette)Un squelette pour le programme P est un arbre S �etiquet�e par des clauses de P telque, pour tout n�ud N , soit E son �etiquette,- si N est une feuille, alors E est d'arit�e 0 : c'est un fait,- si N n'est pas une feuille, alors il a n �ls (n > 0) et E est d'arit�e n.Comme pour les arbres de preuve, il n'est pas n�ecessaire de distinguer les feuilles :ce sont les n�uds ayant 0 �ls, les clauses qui les �etiquettent sont d'arit�e 0.Le même abus de langage que pour les arbres de preuve conduit �a nommer racined'un squelette aussi bien l'�etiquette du n�ud racine (c'est une clause) que le n�udracine proprement dit. Remarquons qu'un squelette n'est pas n�ecessairement un arbre�ni.Remarque 2.3 (importante)Les squelettes ne font intervenir que les clauses du programme P ; ils ne d�ependentpas de la pr�e-interpr�etation D.On dit que S est un squelette pour le D-arbre de preuve A si A r�esulte de S parvaluations. Plus pr�ecis�ement,1. les arbres A et S sont identiques si l'on fait abstraction des �etiquettes (il en r�esulteque S est �ni),2. soit NA un n�ud de A �etiquet�e par a ; il a n �ls (0 � n) �etiquet�es par a1, ...,an ; soit NS son correspondant dans S. Alors l'�etiquette de NS est une claused'arit�e n : H  c 2 B1; : : : ; Bn et il existe une valuation v telle que vD(c) = vrai,vD(H) = a, vD(B1) = a1, ..., vD(Bn) = an.Exemple 2.8 Pour le programme Fib pr�e-interpr�et�e par N , le squelette S1 de la �gure2 est un squelette pour le N -arbre de preuve A1 de la �gure 3 grâce aux valuations :fN = 3; A = 1; B = 2g pour le n�ud racine,fN = 2; A = 1; B = 1g pour son �ls droit.16



�� @@�� @@fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai fib(1; 1) vraiFigure 2 : Squelette S1�� @@�� @@fib(3; 3)fib(1; 1) fib(2; 2)fib(0; 1) fib(1; 1)Figure 3 : Arbre de preuve A1Pour tout D-arbre de preuve A il existe au moins un squelette S tel que S soit unesquelette pour A. En e�et, pour tout n�ud NA de A, si a est son �etiquette et si a1, ...,an sont les �etiquettes de ses �ls, alors a a1; : : : ; an est une D-r�egle de RD(P ). CetteD-r�egle r�esulte d'une clause H  c 2 B1; : : : ; Bn de P et d'une valuation v telles quevD(c) = vrai, vD(H) = a, vD(B1) = a1, ... , vD(Bn) = an. Donc pour tout n�ud deA il existe au moins une clause de P qui convient. On obtient le squelette (�ni) S enchoisissant, pour chaque n�ud de A, une clause parmi les clauses possibles.On remarquera que le choix des clauses n'est pas unique, donc que le squelettepour A n'est pas unique, lorsqu'une r�egle utilis�ee par A peut être obtenue �a partir deplusieurs clauses di��erentes.Exemple 2.9 Pour le programmep(a) vraip(X) vraio�u a est un constante dont le correspondant dans D est d, et X est une variable, la D-r�egle p(d) est obtenue de deux mani�eres di��erentes : �a partir de la clause p(a) vraiavec une valuation quelconque, �a partir de la clause p(X) vrai avec une valuation vtelle que v(X) = d.En sens inverse un squelette S, même �ni, peut n'être squelette pour aucun arbrede preuve.Exemple 2.10 Pour le programme Fib, le squelette S2 de la �gure 4 ne correspond �aaucun N -arbre de preuve parce qu'il n'existe pas de valuation dans laquelle N � 2 = 1et N � 1 = 0.
17



�� @@fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai fib(0; 1) vraiFigure 4 : Squelette S22.7 Contraintes associ�ees �a un squeletteNous d�e�nissons ici le syst�eme de contraintes associ�e �a un squelette en g�en�eralisantle syst�eme d'�equations associ�e �a un squelette selon [8].Etant donn�e un squelette S, pour savoir s'il existe un D-arbre de preuve dont ilsoit squelette, il faut chercher pour chaque n�ud une valuation, de telle sorte qu'enappliquant toutes les valuations en tous les n�uds on obtienne les D-r�egles d'unD-arbrede preuve.Nous avons vu que si S est un squelette pour le D-arbre de preuve A, �a chaquen�ud N de S sont associ�ees une clause C et une valuation v telles que vD(C) priv�eede sa contrainte vraie soit la D-r�egle utilis�ee par le n�ud correspondant de A. Cettevaluation est locale au n�ud : elle ne sert qu'�a assurer la correspondance entre la clauseet la D-r�egle. La partie utile de v se r�esume �a sa restriction aux variables de C, en cesens que toute autre valuation identique �a v sur les variables de C pourrait être mise enplace de v. Les clauses intervenant dans S peuvent avoir des variables communes ; unemême clause peut d'ailleurs intervenir plusieurs fois (voir notamment l'exemple 2.8).Si les clauses de S n'avaient pas de variables communes, trouver les valuations �aappliquer localement aux di��erents n�uds de S reviendrait �a trouver une valuationglobale applicable �a l'ensemble des clauses de S. Nous allons nous ramener �a ce cas.Une clause C 0 est une variante de la clause C si C 0 est obtenue �a partir de C parun renommage, c'est-�a-dire l'application d'une substitution dans laquelle les variablesde C sont remplac�ees par des variables toutes distinctes.La relation \être une variante" est une �equivalence sur l'ensemble des clauses.Chaque classe d'�equivalence peut être repr�esent�ee par une clause C, et l'on nommerales variantes de C les clauses de cette classe.On consid�ere d�esormais que l'�etiquette E(N) de chaque n�ud N du squelette S est,non une clause, mais une classe d'�equivalence de clauses ; cette classe est repr�esent�eepar une clause de la classe : une clause de P .Avant de chercher s'il existe une valuation globale regroupant toutes les valuationslocales, on commence par choisir, pour tout n�ud N , une clause C(N) dans la classed'�equivalence E(N), de telle sorte que pour tout couple de n�uds distincts les clauseschoisies n'aient pas de variables communes. Cette fonction C, qui a de multiples valeurspossibles ne di��erant que par renommage des variables, sera appel�ee fonction de choixde variantes de clauses, ou en abr�eg�e fonction de choix.La fonction de choix C �etant �x�ee, on peut associer �a tout n�ud N autre que laracine un atome not�e atome(N) d�e�ni par : si N est le i�eme �ls de N 0, si C(N 0) estA0  c0 2 B01; : : : ; B0p, alors atome(N) = B0i. Atome(N) d�epend de la fonction C quichoisit pour chaque n�ud une variante de clause ; mais le remplacement de C par uneautre fonction C 0 ne fait que renommer les variables de atome(N).18



Chercher un D-arbre de preuve se r�esume �a chercher une valuation v telle que pourtout n�ud N , si C(N) est A c 2 B1; : : : ; Bn1. la contrainte c est vraie dans v : vD(c) = vrai2. si Ni est le i�eme �ls de N et est �etiquet�e par la clause A0  c0 2 B01; : : : ; B0p alorsvD(Bi) = vD(A0) (au sens de l'identit�e sur la D-base), autrement ditvD(atome(Ni)) = vD(tête(C(Ni))).Etant donn�e deux atomes A : p(t1; : : : ; tk) et B : q(u1; : : : ; ul), vD(A) = vD(B) (ausens de l'identit�e sur la D-base) si et seulement si- p et q sont le même symbole de pr�edicat (�el�ement de �P ), auquel cas k = l,- et de plus vD(t1) = vD(u1), ... , vD(tk) = vD(uk) (au sens de l'identit�e sur D).Nous avons suppos�e que L(V;�;�C) comprend le symbole d'�egalit�e (toujours in-terpr�et�e comme l'�egalit�e sur D), et les constantes bool�eennes vrai et faux (toujoursinterpr�et�ees comme vrai et faux). Alors vD(A) = vD(B) si et seulement si la contraintecAB est vraie dans D et v, o�u cAB est construite de la mani�ere suivante :- si A et B n'ont pas le même symbole de pr�edicat, alors cAB est faux,- sinon, cAB est t1 = u1 ^ : : : ^ tk = uk (ici = est le symbole du langage descontraintes).Cette contrainte cAB sera appel�ee contrainte d'�egalit�e entre A et B et not�ee A = B.D�e�nition 2.5 (Collection de contraintes)La collection de contraintes cont(S) associ�ee au squelette S est l'union des collec-tions de contraintes associ�ees aux n�uds de S pour la fonction de choix des variantesde clauses C : �a tout n�ud N on associe1- la contrainte de la variante de clause associ�ee �a N : contrainte(C(N))2- et si N n'est pas la racine, la contrainte d'�egalit�e atome(N) = tête(C(N)).Dans les squelettes selon [8], atome(N) et tête(C(N)) ont n�ecessairement le mêmesymbole de pr�edicat. Le passage aux contraintes et l'utilisation de la contrainte fauxnous permettent de supprimer cette restriction.Cont(S) d�epend de la fonction C, mais le remplacement d'une fonction C par uneautre ne fait que renommer les variables apparaissant dans la collection de contraintes.Remarque 2.4 Squelettes et collections de contraintes associ�ees sont des notions in-d�ependantes de la pr�e-interpr�etation D.D�e�nition 2.6 (Squelette D-soluble)Un squelette S est dit D-soluble si la collection de contraintes qui lui est associ�ee(d�e�nie �a un renommage pr�es) est satis�able dans D.Remarquons qu'un squelette comportant un n�ud N autre que la racine tel queatome(N) et tête(C(N)) n'ont pas le même symbole de pr�edicat n'est certainement pasD-soluble car sa collection de contraintes contient faux.Si cont(S) est satis�able, c'est qu'il existe une valuation v qui soit solution decont(S). On dira par extension que v est une solution de S dans D. Par analogieavec le prolongement vD de v aux contraintes, atomes et clauses, v se prolonge �a toutsquelette S dont elle est D-solution, et vD(S) est le D-arbre de preuve A dont chaque19



�� @@�� @@fib(N1; A1 +B1) N1 > 1 2 fib(N1 � 2; A1); f ib(N1 � 1; B1)fib(1; 1) vrai fib(N2; A2 +B2) N2 > 1 2 fib(N2 � 2; A2); f ib(N2 � 1; B2)fib(0; 1) vrai fib(1; 1) vraiFigure 5 : Squelette S3�� @@�� @@fib(3; 3)fib(1; 1) fib(2; 2)fib(0; 1) fib(1; 1)Figure 6 : Arbre de preuve A3n�ud NA est �etiquet�e par vD(tête(C(NS))) o�u NS est le n�ud correspondant �a NAdans S.Nous avons dit plus haut que pour tout D-arbre de preuve A il existe un squeletteS qui soit un squelette pour A. Cela veut dire que S est �ni et D-soluble, et qu'il existeune valuation v telle que vD(S) = A. La correspondance entre D-arbres de preuves etsquelettes D-solubles s'�etablit donc de la mani�ere suivante :- pour tout D-arbre de preuve A il existe un squelette D-soluble qui soit un squelettepour A,- pour tout squelette �ni D-soluble S il existe un D-arbre de preuve A tel que Ssoit un squelette pour A.La correspondance entre D-arbres de preuve et squelettes �nis D-solubles s'�etendaux arbres in�nis de la mani�ere suivante :- pour tout D1-arbre de preuve A il existe un squelette (�eventuellement in�ni)D-soluble qui soit un squelette pour A,- pour tout squelette (�eventuellement in�ni) D-soluble S il existe un D1-arbre depreuve A tel que S soit un squelette pour A.Exemple 2.11 Le squelette S3 de la �gure 5 o�u les clauses ont �et�e renomm�ees selonune certaine fonction de choix a pour collection de contraintes :fN1 > 1; vrai;N1�2 = 1; A1 = 1; N2 > 1; N1�1 = N2; B1 = A2+B2; vrai;N2�2 =0; A2 = 1; vrai;N2 � 1 = 1; B2 = 1gqui admet pour solution dans N la valuation :fN1 = 3; A1 = 1; B1 = 2; N2 = 2; A2 = 1; B2 = 1gLe N -arbre de preuve A3 correspondant est repr�esent�e �gure 6.Exemple 2.12 Le squelette S4 de la �gure 7 a pour collection de contraintes :fN > 1; vrai;N � 2 = 1; A = 1; vrai;N � 1 = 0; B = 1gqui est insatis�able dans N car N � 2 = 1 et N � 1 = 0 sont contradictoires.20



�� @@fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai fib(0; 1) vraiFigure 7 : Squelette S4p(X) vrai 2 p(X)
p(X) vrai 2 p(X)p(X) vrai 2 p(X)

......Figure 8 : Squelette in�ni S5Exemple 2.13 Un programme qui contient la clausep(X) vrai 2 p(X)pr�e-interpr�et�e par un D quelconque admet le squelette in�ni S5 de la �gure 8. Celui-ci est D-soluble car sa collection de contraintes : fvrai; vrai;X1 = X2; vrai;X2 =X3; : : : ; vrai;Xn = Xn+1; : : :g admet pour solution toute valuation qui attribue auxvariables X1, X2, ... , Xn, ... la même valeur d 2 D.Exemple 2.14 Le programme pr�e-interpr�et�e par N :p(0; 0) vraip(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)admet le squelette in�ni N -soluble S6 de la �gure 9. Sa collection de contraintesfX1 > 0;X2 > 0;X1+1 = X2; R1+1 = R2; : : : ;Xn+1 > 0;Xn+1 = Xn+1; Rn+1 =Rn+1; : : :gadmet en e�et pour solution dans N la valuationfX1 = R1 = 1;X2 = R2 = 2; : : : ;Xn = Rn = n; : : :g.2.8 Questions, r�eponsesLa notion de r�eponse que nous d�e�nissons ici est largement inspir�ee de celle de [8]pour les programmes logiques.L'utilit�e d'un programme r�eside en bonne partie dans les r�eponses qu'il peut donneraux questions qui lui sont pos�ees.Une question est un but (clause sans tête) :  c 2 B1; : : : ; Bn.Pour d�e�nir ce qu'est une r�eponse, nous avons besoin d'�etendre l�eg�erement la notionde squelette. Jusqu'�a pr�esent, les n�uds d'un squelette sont �etiquet�es par des clauses,21



p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)......Figure 9 : Squelette in�ni S6
�� @@�� @@
 N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai fib(1; 1) vraiFigure 10 : Squelette S7qui repr�esentent leurs classes d'�equivalence par variante. D�esormais, la racine d'unsquelette peut être �etiquet�ee par un but. La construction de la collection de contraintescont(S) associ�ee �a S n'a gu�ere �a être modi��ee car la tête de la clause associ�ee au n�udN n'intervient que si N n'est pas la racine. Nous imposerons seulement que les variablesdu but question ne soient pas renomm�ees.D�e�nition 2.7 (D-R�eponse)On appelle D-r�eponse pour le but B tout squelette �ni D-soluble de racine B ; ondit �egalement que c'est un D-squelette r�eponse.Exemple 2.15 Le squelette S7 de la �gure 10 pour le programme Fib est une N -r�eponse pour le but  N < 4 2 fib(N;R) car sa collection de contraintes : fN <4; N1 > 1; N = N1; R = A1 + B1; vrai;N1 � 2 = 1; A1 = 1; N2 > 1; N1 � 1 = N2; B1 =A2+B2; vrai;N2�2 = 0; A2 = 1; vrai;N2�1 = 1; B2 = 1g a pour solution la valuationfN = 3; R = 3; N1 = 3; A1 = 1; B1 = 2; N2 = 2; A2 = 1; B2 = 1g.2.9 Contraintes r�eponses, solutionsUne D-r�eponse pour le but B est un squelette S �ni D-soluble de racine B. Sa racineest donc �etiquet�ee par B :  c 2 B1; : : : ; Bn. Si S est D-soluble, c'est que la collectionde contraintes cont(S), d�e�nie �a un renommage pr�es des variables, est satis�able dansD. Cont(S) �etant �nie, elle est assimilable �a une unique contrainte : la conjonction22



des contraintes de la collection que nous noterons C(S). Mais le r�esultat int�eressant estl'incidence de cette contrainte sur les variables libres (non quanti��ees) de la questionB, les autres variables apparaissant dans cont(S) n'�etant que des auxiliaires.D�e�nition 2.8 (Contrainte associ�ee �a un squelette �ni, D-contrainte r�eponse)La contrainte ca(S) associ�ee au squelette �ni S est obtenue en :� construisant la collection de contraintes cont(S) (�a un renommage pr�es des va-riables),� rassemblant, par conjonction, cette collection en une unique contrainte C(S),� prenant la fermeture existentielle de C(S) sur les variables auxiliaires : si ~x d�e-signe les variables libres de B et ~y les variables auxiliaires, la contrainte associ�eeest : ca(S) = 9�~xC(S) ou encore ca(S) = 9~y C(S).On appelle D-contrainte r�eponse la contrainte ca(S) associ�ee �a un D-squelette r�eponseS.Remarque 2.51. Les variables libres de ca(S) sont les variables libres du but B, sans renommage.2. Les variables auxiliaires, qui sont connues �a un renommage pr�es, sont quanti��eesexistentiellement. On peut donc leur appliquer un renommage sans changer la signi�-cation de la contrainte r�esultat.3. Les notions de squelette �ni de racine B et de contrainte associ�ee sont ind�ependantesde D. Ceci sera exploit�e au paragraphe 2.11 (r�eponses g�en�erales).Une valuation v solution de la D-contrainte r�eponse ca(S) rend vraie la formule9~y C(S) quanti��ee existentiellement sur l'ensemble ~y des variables auxiliaires. Cettevaluation doit donner des valeurs aux variables ~x de la question, les valeurs attribu�eesaux autres variables ne nous important pas. Mais prouver que 9~y C(S) est vraie dansv, c'est prouver qu'on peut attribuer des valeurs aux variables ~y de telle sorte queC(S) soit vraie, et donc que soient satisfaites toutes les contraintes de cont(S). Il enressort que ca(S) est satis�able dans D si et seulement si cont(S) est sastis�able dansD c'est-�a-dire S est D-soluble.Donc si S est une D-r�eponse, pour en trouver une solution que nous appelleronsD-solution, on cherche une valuation v qui prend en compte toutes les variables appa-raissant dans la collection de contraintes cont(S) ; la D-solution correspondante est larestriction de v aux variables libres de la question.Exemple 2.16 Soit Fib-Fact le programme pr�e-interpr�et�e par N :fib(0; 1) vraifib(1; 1) vraifib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fact(0; 1) vraifact(N;N � F ) N > 0 2 fact(N � 1; F )et B8 le but X < 3 2 fib(X;Y ); fact(X;Z).La question B8 admet des N -squelettes r�eponses, dont le squelette S8 de la �gure 1123



��� @@�� @@ X < 3 2 fib(X;Y ); fact(X;Z)fact(N2; N2 � F2) N2 > 0 2 fact(N2 � 1; F2)fib(N1; A1 +B1) N1 > 1 2 fib(N1 � 2; A1); f ib(N1 � 1; B1)fact(N3; N3 � F3) N3 > 0 2 fact(N3 � 1; F3)fact(0; 1) vraifib(0; 1) vrai fib(1; 1) vrai
Figure 11 : Squelette S8dans lequel les clauses sont renomm�ees pour faciliter la construction du syst�eme decontraintes.La collection de contraintes associ�ee est cont(S8) = fX < 3; N1 > 1;X = N1; Y =A1 + B1; N2 > 0;X = N2; Z = N2 � F2; N1 � 2 = 0; A1 = 1; N1 � 1 = 1; B1 = 1; N3 >0; N2 � 1 = N3; F2 = N3 � F3; N3 � 1 = 0; F3 = 1g.Cont(S8) est satis�able car vraie dans la valuation : fX = 2; Y = 2; Z = 2; N1 =2; A1 = 1; B1 = 1; N2 = 2; F2 = 1; N3 = 1; F3 = 1g.La partie int�eressante de cette valuation est constitu�ee des valeurs attribu�ees auxvariables de la question, soit : fX = 2; Y = 2; Z = 2g.Les autres variables : N1; A1; B1; N2; F2; N3; F3 sont quanti��ees existentiellementdans la N -contrainte r�eponse associ�ee �a S8 :9N19A19B19N29F29N39F3(X < 3 ^ N1 > 1 ^ X = N1 ^ Y = A1 + B1 ^ N2 >0 ^ X = N2 ^ Z = N2 � F2 ^ N1 � 2 = 0 ^ A1 = 1 ^ N1 � 1 = 1 ^ B1 = 1 ^ N3 >0 ^N2 � 1 = N3 ^ F2 = N3 � F3 ^N3 � 1 = 0 ^ F3 = 1).Elle implique : X = 2 ^ Y = 2 ^ Z = 2.Exemple 2.17 Pour le même programme Fib-Fact, le but : 9Y (X = Y � Y ) 2 fact(X;F )contient les variables libres X et F , et la variable li�ee Y . Y ne sert que comme auxiliairepour exprimer le fait que X est un carr�e. Cette question admet une in�nit�e de N -r�eponses, dont le squelette S9 de la �gure 12. La N -contrainte r�eponse associ�ee est :9N19F1(9Y (X = Y � Y )^X = N1 ^F = N1 �F1 ^N1 > 0^N1 � 1 = 0^F1 = 1).Elle implique X = 1 ^ F = 1.2.10 Correspondance entre squelettes r�eponses et arbres de preuveNous avons pr�ec�edemment �etudi�e la correspondance entre les squelettes, au sensprimitif du terme : �etiquet�es par des classes d'�equivalence de clauses, et les D-arbres depreuve. L'extension de la notion de squelette autorisant la racine �a être �etiquet�ee parun but modi�e un peu la correspondance avec les D-arbres de preuve.�Etant donn�e un D-squelette r�eponse S et une valuation v solution de cont(S),l'extension vD de v appliqu�ee aux di��erents n�uds de S donne :24



9Y (X = Y � Y ); fact(X;F )fact(N1; N1 � F1) N1 > 0 2 fact(N1 � 1; F1)fact(0; 1) vraiFigure 12 : Squelette S9
�� @@fib(2; 2)fib(0; 1) fib(1; 1) fact(2; 2), fact(1; 1)fact(0; 1) ><

Figure 13 : Forêt de preuve F1- pour la racine : un D-but avec contrainte vraie, donc une suite de D-atomes- pour tout autre n�ud : une D-clause avec contrainte vraie, donc une D-r�egle. �Atout n�ud de ce type on associe la tête de r�egle.On obtient ainsi un arbre A qui ressemble �a un D-arbre de preuve, �a ceci pr�es qu'�ala racine on ne sait associer que la s�equence de D-atomes : < vD(B1); : : : ; vD(Bn) >.Les n sous-arbres de A sont des D-arbres de preuve ayant pour racines les D-atomesvD(B1), ..., vD(Bn). Donc A est assimilable �a un n-uplet de D-arbres de preuve, quenous appellerons D-forêt de preuve. C'est cette D-forêt de preuve que nous noteronsvD(S).Exemple 2.18 La r�eponse S1 au programme Fib-Fact de l'exemple 2.16, associ�ee �ala N -solution :fX = 2; Y = 2; Z = 2; N1 = 2; A1 = 1; B1 = 1; N2 = 2; F2 = 1; N3 = 1; F3 = 1gdonne la N -forêt de preuve F1 de la �gure 13.Donc pour tout squelette �ni D-soluble S il existe une D-forêt de preuve F dont Ssoit le squelette. Inversement, �a partir de la D-forêt de preuve F , on peut construireun squelette S de la mani�ere suivante :- pour chaque D-arbre de preuve Ai de F on sait trouver un squelette D-soluble Siqui soit squelette pour Ai ; soit Hi la tête de la r�egle �etiquetant la racine de Si- la racine de S, qui a ces Si comme sous-arbres, est �etiquet�ee par un but B : vrai 2 B1; : : : ; Bn o�u les Bi sont des renommages des Hi utilisant des ensembles devariables disjoints.Exemple 2.19 La N -forêt de preuve F2 de la �gure 14 admet pour squelette le sque-lette S10 de la �gure 15. 25



�� @@fib(2; 2)fib(0; 1) fib(1; 1) , >< fact(1; 1)fact(0; 1)Figure 14 : Forêt de preuve F2��� @@�� @@ vrai 2 fib(X;Y ); fact(U; V )fact(N2; N2 � F2) N2 > 0 2 fact(N2 � 1; F2)fib(N1; A1 +B1) N1 > 1 2 fib(N1 � 2; A1); f ib(N1 � 1; B1)fib(0; 1) vrai fib(1; 1) vrai fact(0; 1) vraiFigure 15 : Squelette S102.11 R�eponses g�en�eralesUn but B �etant donn�e, les squelettes �nis de racine B et les contraintes associ�ees ned�ependent en aucune mani�ere de la pr�e-interpr�etation sous-entendue D. C'est ce quenous appelons r�eponses g�en�erales. Elles pr�esentent un int�erêt ind�eniable en vertu duth�eor�eme qui suit.D�e�nition 2.9 (R�eponse g�en�erale)On appelle r�eponse g�en�erale pour le but B et le programme P tout squelette �ni deracine B. La contrainte associ�ee �a un tel squelette est une contrainte r�eponse g�en�erale.Rappelons que B est un but de la forme  c 2 B1; : : : ; Bn.Nous noterons b le corps de B, soit c 2 B1; : : : ; Bn. Donc B s'�ecrit :  b.Th�eor�eme 2.1 Si r est une contrainte r�eponse g�en�erale pour le programme P et lebut  b alors P j= r! b.Autrement dit, l'implication r ! b est cons�equence logique du programme.Preuve : P j= r! b signi�e : dans toute pr�e-interpr�etationM, dans toutM-mod�eleI de P , pour toute valuation v dans M solution de r, vI(b) = vrai , c'est-�a-dire :vM(c) = vrai et chaque vM(Bi) est dans I.v et I �etant ind�ependants l'un de l'autre on peut intervertir leurs rôles : pour toutepr�e-interpr�etationM et toute valuation v dansM, si vM(r) = vrai alors vM(c) = vraiet chaque vM(Bi) est dans tous lesM- mod�eles de P , ce qui revient �a dire que chaquevM(Bi) est dans le plus petitM-mod�ele de P : MPM = RacPM.Finalement, P j= r ! b �equivaut �a : dans toute pr�e-interpr�etation M, pour toutevaluation v dansM solution de r, vM(c) = vrai et chaque vM(Bi) est dans RacPM.Soit donc r une contrainte r�eponse g�en�erale,M une pr�e-interpr�etation et v une va-luation dansM solution de r. Montrons que vM(c) = vrai et que vM(Bi) 2 RacPM8i.26



Puisque r est une contrainte r�eponse g�en�erale, c'est la contrainte associ�ee �a un sque-lette �ni de racine  b. Notons ~x l'ensemble des variables libres de b, ~y l'ensemble desvariables auxiliaires apparaissant dans S et quanti��ees existentiellement dans r. r estde la forme 9~y(c1 ^ : : : ^ ck). Si v est une valuation sur ~x telle que vM(r) = vrai, v seprolonge en une valuation v0 sur ~xS ~y telle que v0M(c1 ^ : : :^ ck) = vrai. La contraintec fait partie des cj , donc vM(c) = v0M(c) = vrai. D'autre part, c1 ^ : : : ^ ck repr�esentela collection de contraintes fc1; : : : ; ckg associ�ee au squelette S, qui est doncM-solubleavec pour solution v0. v0M(S) est une M-forêt de preuve dans laquelle les racines desM-arbres de preuve sont les v0M(Bi) = vM(Bi). Donc chaque vM(Bi) est racine d'unM-arbre de preuve ; il est donc dans RacPM.Lorsque r est une contrainte r�eponse pour b, r ! b est �egalement une cons�equencelogique du compl�et�e P � en vertu du th�eor�eme plus g�en�eral suivant :Th�eor�eme 2.2 Pour toute contrainte c et tout but  b, P j= c! b ssi P � j= c! b.Preuve :- P j= c! b) P � j= c! b parce que P � j= P .- Inversement, supposons que P � j= c! b. Alors 8D8v8I D-mod�ele de P � vD(c) =vrai ) vD(b) 2 I donc 8D8v vD(c) = vrai ) vD(b) 2 plus petit D-mod�ele de P � =plus petit mod�ele de P ) vD(b) 2 tout D-mod�ele de P . Donc P j= c! b.L'ensemble des r ! b cons�equences logiques de P est une excellente mani�ere ded�e�nir la s�emantique du programme P . Mais certaines des implications r ! b cons�e-quences de P sont inutiles : celles pour lesquelles la contrainte r est insatis�able. Dansce cas P j= r ! b est vrai pour une raison triviale : parce que r est toujours fausse.Nous sommes donc amen�es �a �eliminer les r! b pour lesquelles on sait que la contrainter n'a pas de solution.Nous pouvons �eliminer les r ! b pour lesquelles r est insatis�able dans la pr�e-interpr�etation naturelle D. Nous obtenons ainsi les D-r�eponses.Mais pour mod�eliser les syst�emes existants, il faudra envisager d'autres crit�eres derejet. En e�et, tout interpr�ete comprend un algorithme de satis�abilit�e de contraintequi le plus souvent, pour des raisons d'ind�ecidabilit�e ou de complexit�e, ne traduit pasexactement la satis�abilit�e dans D. L'algorithme est parfois incomplet : pour certainescontraintes il ne sait pas si elles sont satis�ables ou insatis�ables. Dans ce cas sontrejet�ees les r�eponses dans lesquelles la contrainte est jug�ee insatis�able par l'algorithme.En�n, nous serons amen�es, pour des consid�erations logiques, �a envisager une th�eorieT pour mod�eliser la satis�abilit�e : la contrainte c est satis�able dans tout mod�ele deT si sa clôture existentielle est cons�equence logique de T ; elle est insatis�able, et lesr�eponses qui la comprennent sont rejet�ees, si sa n�egation est cons�equence logique de T .
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3 S�emantique op�erationnelleNous supposerons dans tout ce chapitre que nous avons �a notre disposition un cri-t�ere de rejet CR qui permet d'�eliminer certaines des r�eponses g�en�erales. Nous insistonssur le fait qu'il ne s'agit pas de ne garder que les r�eponses pour lesquelles on sait quela contrainte est vraie dans telle ou telle circonstance ; il s'agit au contraire de gardertoutes les r�eponses sauf celles qui sont rejet�ees par le crit�ere CR. Ceci permet de rendrecompte du fonctionnement d'un interpr�ete qui donne certaines r�eponses assorties de lamention peut-être, signalant ainsi que l'algorithme de satis�abilit�e ne r�epond ni oui ninon ; ces r�eponses sont incertaines en ce sens qu'elles pourraient être �elimin�ees par unalgorithme plus proche de la satis�abilit�e dans D.Le crit�ere de rejet agit sur les collections de contraintes : son rôle est de refuser lessquelettes dont la collection de contraintes ne convient pas. Il est tr�es g�en�eral ; il n'estpas n�ecessairement e�ectif ; nous supposons seulement qu'il a les deux propri�et�es :1. il rejette la contrainte faux,2. il est monotone sur les collections de contraintes : si une collection A est rejet�eeet si B contient A alors B est �egalement rejet�ee,On remarque que toute collection contenant faux est rejet�ee.3.1 R�eponsesD�e�nition 3.1 (Squelette rejet�e, squelette acceptable, r�eponse)Un squelette S (�ni ou in�ni) est rejet�e si sa collection de contraintes cont(S) estrejet�ee par le crit�ere CR.Un squelette est acceptable s'il n'est pas rejet�e par CR.Une r�eponse pour le but B et le programme P (selon le crit�ere CR) est un squelette�ni de racine B acceptable (selon CR).Une contrainte r�eponse (selon CR) est la contrainte associ�ee �a un squelette r�eponse(selon CR).3.2 Recherche des r�eponsesLa notion de squelette partiel et le proc�ed�e de calcul des r�eponses sont largementinspir�es de [8].Il s'agit de d�ecrire un proc�ed�e permettant de trouver toutes les r�eponses pour unprogramme P et un but B donn�es. On peut envisager di��erentes m�ethodes qui consis-tent en : g�en�erer des squelettes �nis, ne conserver que ceux qui sont acceptables et deracine B.Pour être e�cace, il faut construire des squelettes susceptibles d'être des r�eponses enfaisant grandir un squelette d�ej�a construit, soit vers le haut (m�ethode ascendante), soitvers le bas (m�ethode descendante), ou dans toute direction imaginable. Quelle que soitla m�ethode de progression choisie, on devra envisager des squelettes incompl�etementconstruits, que nous appellerons squelettes partiels.28



Un squelette partiel ne se di��erencie d'un squelette (complet) que par le fait quecertaines de ses feuilles peuvent être �etiquet�ees par un symbole sp�ecial repr�esentantl'ind�etermin�e.D�e�nition 3.2 (Squelette partiel)Un squelette partiel est un arbre dont les n�uds sont �etiquet�es par des clauses de Pou le symbole ? de telle sorte que1. si N est une feuille, son �etiquette E(N) est, soit le symbole ?, soit une clause deP d'arit�e 0 (un but),2. si N n'est pas une feuille, alors N a n �ls (0 < n) et son �etiquette E(N) est uneclause d'arit�e n.Les n�uds ind�e�nis du squelette partiel S sont les feuilles de S �etiquet�ees par ?.Les autres n�uds de S sont dits d�e�nis. On note def(S) l'ensemble des n�uds d�e�nisde S, indef(S) l'ensemble de ses n�uds ind�e�nis. Le squelette partiel S est dit complets'il n'a pas de n�ud ind�e�ni, incomplet s'il a au moins un n�ud ind�e�ni.D�esormais, le mot squelette signi�e squelette partiel ; un squelette au sens primitifdu mot est dit squelette complet.La collection de contraintes cont(S) associ�ee �a un squelette (partiel) S se construitcomme pour un squelette complet, mais en ignorant les n�uds ind�e�nis. �A tout n�udN de S autre que la racine, on associe, comme dans un squelette complet, l'atomeatome(N) issu du p�ere de N ; atome(N) est d�e�ni pour tout N autre que la racine,même si N est ind�e�ni.Le squelette (partiel) S est acceptable si sa collection de contraintes cont(S) n'estpas rejet�ee.Exemple 3.1 La �gure 16 repr�esente un squelette partiel SP1 pour le programme Fib.Sa collection de contraintes est : fN < 4; N1 > 1; N = N1; R = A1 + B1; N2 >1; N1 � 1 = N2; B1 = A2 + B2;vrai; N2 � 2 = 0; A2 = 1g. Elle n'est pas rejet�ee par lecrit�ere correspondant exactement �a la satis�abilit�e dans N car elle a pour solution lavaluation : fN = 3; R = 3; N1 = 3; A1 = 1; B1 = 2; N2 = 2; A2 = 1; B2 = 1g.D�e�nition 3.3 (Sous-squelette)�Etant donn�e deux squelettes de même racine S et S0, S0 est un sous-squelette de Ssi S0 co��ncide avec S sur def(S0).Donc def(S0) est inclus dans def(S), et S0 est obtenu en rendant ind�e�nis certainsn�uds de S ; les descendants d'un n�ud devenu ind�e�ni sont supprim�es.Exemple 3.2 Le squelette partiel SP1 de la �gure 16 est un sous-squelette du squelettecomplet S7 de la �gure 10.
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�� @@�� @@
 N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)? fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai ?Figure 16 : Squelette partiel SP1Pour un squelette �x�e S, tout sous-squelette S0 de S est caract�eris�e par l'ensemblede ses n�uds d�e�nis. On peut en e�et reconstituer S0 �a partir de S et de def(S0) :les n�uds de def(S0) ont chacun un nombre de �ls impos�e par l'arit�e de la clause quil'�etiquette ; certains des �ls sont dans def(S0) ; ceux qui ne sont pas dans def(S0) doi-vent être ajout�es sous forme de feuilles ind�e�nies. Mais def(S0) n'est pas une partiequelconque de def(S) : soit elle est vide, soit elle contient la racine et elle est connexe.Nous appellerons convenable une partie de def(S) qui a cette propri�et�e.La construction de cont(S) fait intervenir une fonction de choix des variantes declauses pour les n�uds d�e�nis de S. Sa restriction �a def(S0) peut servir �a construirecont(S0). Donc, �a un renommage pr�es, cont(S0) est incluse dans cont(S). Donc toutsous-squelette d'un squelette acceptable est acceptable.3.3 Construction descendanteLa construction descendante des r�eponses �a la question pos�ee par le but B consisteen la construction de squelettes obtenus par remplacement progressif de feuilles ind�e-�nies par des squelettes, jusqu'�a ce que l'on obtienne des squelettes complets. On neconstruira que des squelettes �nis acceptables et de racine B.Supposons que nous ayons d�ej�a construit un squelette S acceptable et de racine B.Deux cas se pr�esentent :1- S est complet, alors c'est une r�eponse,2- S est incomplet, alors il a au moins une feuille ind�e�nie. Dans ce cas, on progressevers une r�eponse en rempla�cant l'une des feuilles ind�e�nies F par un squelette (completou incomplet) T , sous la condition que le nouveau squelette S0 soit acceptable. C'estce que nous appellerons gre�er T sur F .La construction de cont(S0) fait intervenir un choix C 0 sur les variantes de clausespour les n�uds d�e�nis de S'. Les n�uds d�e�nis de S en font partie ; un choix devariantes C leur a �et�e appliqu�e pour construire cont(S). Il existe une fonction de choixC 0 sur S0 qui prolonge C : il su�t de choisir pour les n�uds d�e�nis de T des variantes declauses qui n'ont pas de variables communes avec les variantes d�ej�a pr�esentes dans C.Donc, �a un renommage pr�es des variables, cont(S0) comprend cont(S) et des contraintessuppl�ementaires :- celles de cont(T ),- la contrainte d'�egalit�e atome(F ) = tête(C 0(racine(T ))).30



Pour avoir le plus de chances de trouver un squelette S0 acceptable, il faut choisirpour T un squelette le plus petit possible. Or la racine de T comprend n�ecessairementune clause. Donc T est le plus petit possible s'il se r�esume �a un squelette de claused�e�ni comme suit.Si C est la clause A  c 2 B1; : : : ; Bn, le squelette de la clause C not�e sq(C)comprend :- la racine �etiquet�ee par C,- n �ls tous �etiquet�es par ?.Si C est un fait (n = 0), sq(C) est complet et se r�esume �a la racine �etiquet�ee parA c. Si C est d'arit�e non nulle, sq(C) est incomplet.Si B est le but  c 2 B1; : : : ; Bn, le squelette du but B not�e sq(B) comprend :- la racine �etiquet�ee par B,- n �ls tous �etiquet�es par ?.Choisissons donc pour T le squelette sq(C) d'une clause C de P . Alors cont(T )se r�esume �a la contrainte c de la clause C (moyennant renommage). D'autre part, lacontrainte d'�egalit�e atome(F ) = tête(C) (toujours moyennant renommage) est faux sices deux atomes ne comportent pas le même symbole de pr�edicat. Il est donc inutiled'essayer de gre�er en F un sq(C) o�u tête(C) ne comporte pas le même symbole depr�edicat que atome(F ).Il reste �a d�e�nir le d�emarrage de la construction descendante. Le plus petit sque-lette initial possible est sq(B). Celui-ci n'est pas n�ecessairement acceptable, il faut doncv�eri�er au d�epart que la contrainte du but B n'est pas rejet�ee.Nous pouvons maintenant d�e�nir un proc�ed�e g�en�eral de r�esolution descendantenon d�eterministe qui, �etant donn�e un but B, fabrique des suites de squelettes �nisacceptables de racine B que l' on appelle �etats. Nous appellerons ce proc�ed�e r�esolutionSLD.3.4 R�esolution SLD1. Si la contrainte de B est rejet�ee, il n'y a aucune r�eponse �a la question ; le cal-cul s'arrête imm�ediatement. Dans le cas contraire, on consid�ere l'�etat initial : lesquelette sq(B).2. �A partir d'un �etat S,- si S est complet, c'est une r�eponse calcul�ee,- si S est incomplet, on peut passer de S �a tout squelette acceptable S0 obtenude la mani�ere suivante : soit F une feuille ind�e�nie de S et C une clause de Pqui a même symbole de pr�edicat que atome(F ) ; S0 est obtenu en gre�ant sq(C)sur F . Rappelons que S' doit être acceptable. On dit que S0 d�erive de S et pluspr�ecis�ement que S0 d�erive de S par la feuille F ; on appelle �etape de d�erivation lepassage de S �a S0. 31



S est un �etat �nal s'il n'existe aucun autre �etat qui en d�erive. Ce peut être un �etat�nal succ�es : S est complet, ou un �etat �nal �echec : S est incomplet mais pour chacunede ses feuilles ind�e�nies F , il n'existe pas de clause dont la tête comporte le mêmesymbole de pr�edicat que atome(F ), ou toutes les clauses mises en correspondance avecles feuilles ind�e�nies produisent des collections de contraintes rejet�ees.On appelle d�erivation SLD toute suite �nie ou in�nie d'�etats S1, S2, ... , Si, ... telleque S1 = sq(B), tout �etat sauf le premier d�erive du pr�ec�edent, et la suite est in�nie ouse termine sur un �etat �nal. La d�erivation est un succ�es si elle est �nie et son dernier�etat est un squelette complet S ; dans ce cas on dit qu'elle calcule la r�eponse S. C'estun �echec si elle est �nie et son dernier �etat est un �etat �nal �echec.Exemple 3.3 La �gure 17 repr�esente une d�erivation succ�es pour le but  N <4 2 fib(N;R) et le programme Fib selon le crit�ere de satis�abilit�e dans N . Pourle même programme et le but  N < 3 2 fib(N; 3), la �gure 18 repr�esente une d�e-rivation �echec, parce que la collection de contraintes d�ej�a construite impose N = 2,donc N � 1 = 1 ; donc la seule clause que l'on puisse esp�erer mettre �a la place de ? estfib(1; 1) vrai ; mais cela aboutit indirectement �a 3 = 1 + 1.Exemple 3.4 Le but  vrai 2 p(1; R) pour le programme de l'exemple 2.14 admetune d�erivation in�nie repr�esent�ee �gure 19.Remarque 3.1 Le proc�ed�e indiqu�e est doublement non d�eterministe : on a le choixd'une feuille parmi les feuilles incompl�etes, et pour une feuille incompl�ete donn�ee d'uneclause parmi les clauses possibles.Remarque 3.2 On peut optimiser la construction de la collection de contraintes asso-ci�ee �a chaque squelette, n�ecessaire pour v�eri�er l'acceptabilit�e, en la bâtissant progressi-vement. Dans ce cas, un �etat est un couple < S;E > o�u S est un squelette de racine B,E sa collection de contraintes cont(S). L'�etat initial est < sq(B); fcontrainte(B)g >,et on passe de < S;E > �a < S0; E0 > en- choisissant une feuille ind�e�nie F de S,- choisissant dans P une clause C dont la tête a le même symbole de pr�edicat queatome(F ),- choisissant une variante C 0 de C n'ayant pas de variable commune avec S,- v�eri�ant que E0 = E Sfcontrainte(C 0), atome(F ) = tête(C 0)g n'est pas rejet�ee,- construisant S0 par gre�e de sq(C) sur F .Th�eor�eme 3.1 Le proc�ed�e de r�esolution SLD associ�e �a un crit�ere de rejet donn�e ales propri�et�es suivantes :1. toute r�eponse calcul�ee est une r�eponse,2. il calcule toutes les r�eponses.
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 N < 4 2 fib(N;R)?
@@��  N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)??
@@��  N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)?fib(1; 1) vrai

@@�� �� @@
 N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai ? ?

�� @@�� @@
 N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai ?

�� @@�� @@
 N < 4 2 fib(N;R)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vrai fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai fib(1; 1) vraiFigure 17 : Une d�erivation succ�es
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 N < 3 2 fib(N; 3)?
�� @@ N < 3 2 fib(N; 3)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)??
�� @@ N < 3 2 fib(N; 3)fib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai ?Figure 18 : Une d�erivation �echecPreuve : La premi�ere proposition est �evidente : la r�esolution SLD ne construitque des squelettes �nis acceptables de racine B. Donc ses r�eponses calcul�ees sont dessquelettes �nis complets acceptables et de racine B : ce sont des r�eponses.Pour prouver la seconde proposition, consid�erons un squelette S �ni, complet, ac-ceptable et de racine B. Il nous faut prouver que c'est la r�eponse calcul�ee par uned�erivation. Consid�erons un parcours en largeur de l'arbre S. Cela donne une num�ero-tation N1, N2, ..., Np des n�uds de S telle que toute partie initiale fN1; :::; Nig estune partie convenable de n�uds (tous d�e�nis) de S. �A cette suite de n�uds on associela suite de squelettes S1, S2, ..., Sp ainsi d�e�nie : Si est le sous-squelette de S tel quedef(Si) = fN1; :::; Nig. La suite S1, S2, ..., Sp est une d�erivation succ�es qui donne lar�eponse S. En e�et, S1 est le squelette initial sq(B). Sp a les mêmes n�uds d�e�nis queS : c'est S lui- même. En�n, le passage de Si �a Si+1 remplace l'�etiquette ? de Ni+1 parla clause correspondante dans S, et Ni+1 est muni de ses �ls tous �etiquet�es ?. C'estexactement l'op�eration de gre�e. Il reste �a v�eri�er que cette gre�e est autoris�ee, c'est-�a-dire que Si+1 est acceptable. Or S1, S2, ..., Sp sont des sous-squelettes du squeletteacceptable S. Ils sont donc tous acceptables.3.5 R�egle de s�electionLe proc�ed�e de r�esolution SLD d�ecrit ci-dessus comporte un double ind�eterminisme :sur la feuille ind�e�nie sur laquelle on gre�e le squelette d'une clause, sur la clause donton gre�e le squelette. Pour se rapprocher d'un proc�ed�e de r�esolution e�ectif, il fautr�eduire l'ind�eterminisme. On peut dans ce but �xer une r�egle de choix de la feuilleind�etermin�ee ; il ne restera plus qu'�a explorer toutes les solutions possibles engendr�eespar les clauses qui conviennent pour une feuille donn�ee.On appelle r�egle de s�election une fonction R qui, pour tout squelette incomplet S34



 vrai 2 p(1; R)? vrai 2 p(1; R)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)? vrai 2 p(1; R)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)? vrai 2 p(1; R)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)p(X;R) X > 0 2 p(X + 1; R + 1)?...Figure 19 : Une d�erivation in�nie
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rencontr�e dans une d�erivation donne une feuille ind�e�nie F .�Etant donn�e une r�egle de s�election R (et un crit�ere de rejet), la r�esolution SLDcontrôl�ee par R, ou R-r�esolution se d�e�nit de la mani�ere suivante :1. Si la contrainte de B est rejet�ee, il n'y a aucune r�eponse �a la question ; le cal-cul s'arrête imm�ediatement. Dans le cas contraire, on consid�ere l'�etat initial : lesquelette sq(B).2. �A partir d'un �etat S,- si S est complet, c'est un �etat �nal succ�es et S est une r�eponse calcul�ee,- si S est incomplet, on peut passer de S �a tout squelette acceptable S0 obtenude la mani�ere suivante : soit F la feuille ind�e�nie R(S) et C une clause de P quia même symbole de pr�edicat que atome(F ) ; S0 est obtenu en gre�ant sq(C) surF . On dit que S0 d�erive de S selon R et que le passage de S �a S0 est une R-�etapede d�erivation.Les d�erivations correspondantes sont des R-d�erivations.Exemple 3.5 La premi�ere d�erivation de l'exemple 3.3 repr�esent�ee �gure 17 est contrô-l�ee par la r�egle qui s�electionne la premi�ere feuille ind�e�nie dans le parcours en largeur.Th�eor�eme 3.2 La R-r�esolution a les deux propri�et�es :1. toutes les r�eponses calcul�ees sont des r�eponses,2. elle calcule toutes les r�eponses.Preuve : La premi�ere proposition est �evidente : la R-r�esolution n'est qu'un cas par-ticulier de la r�esolution SLD d�e�nie pr�ec�edemment.La seconde proposition se prouve de la mani�ere suivante : pour toute r�eponse S ilexiste une R-d�erivation succ�es qui a S pour �etat �nal. On construit une suite de sous-squelettes de S : S1 = sq(B), S2, ..., Si, Si+1, ... de la mani�ere suivante : Si+1 est lesous-squelette de S tel que def(Si+1) = def(Si)SfR(Si)g. Il est clair que Si+1 r�esultede la gre�e du squelette de clause d�e�ni par S sur la feuille ind�e�nie Fi = R(Si). Lessquelettes successifs S1, S2, ... sont des sous-squelettes de S qui est acceptable, ils sontdonc acceptables. D'autre part, Si a exactement i n�uds d�e�nis ; donc, si S a p n�uds(qui sont tous d�e�nis), Sp = S. La d�erivation S1, ..., Sp calcule la r�eponse S.3.6 Arbre de recherche SLDLa d�e�nition des arbres de recherche SLD est tr�es analogue �a celle de [14].D�e�nition 3.4 (Arbre SLD)Un arbre de recherche SLD (ou plus simplement arbre SLD) pour le but B, est unarbre A �eventuellement in�ni tel que :� les n�uds de A sont �etiquet�es par des squelettes �nis acceptables de racine B (pasn�ecessairement complets), 36



� la racine de A est �etiquet�ee par le squelette initial sq(B),� un n�ud �etiquet�e par une r�eponse (un squelette complet) n'a pas de �ls, c'est unn�ud succ�es,� pour tout n�ud N �etiquet�e par un squelette incomplet S, l'une des feuilles in-d�e�nies de S est marqu�ee : c'est la feuille choisie F , et les n�uds �ls de Ncorrespondent exactement aux squelettes qui d�erivent de S par la feuille F (tousles squelettes acceptables obtenus en gre�ant un squelette de clause sur F ) ; cesn�uds �ls sont �etiquet�es par ces squelettes. Le n�ud N peut ne pas avoir de �ls,c'est alors un n�ud �echec.Les branches de l'arbre de recherche SLD correspondent �a des d�erivations de B. Lesbranches �nies correspondent �a des d�erivations �nies, succ�es ou �echec. Les branchesin�nies correspondent �a des d�erivations in�nies.Exemple 3.6 La �gure 20 repr�esente un arbre SLD pour le programme Fib et le but N < 3 2 fib(N; 1). S1 et S2 sont des succ�es, S4 est un �echec.Th�eor�eme 3.3 Les branches succ�es d'un arbre SLD pour un but B correspondent auxr�eponses pour B.Preuve : Soit A un arbre SLD pour B.� Toute branche succ�es de A correspond par d�e�nition �a une r�eponse pour B.� Inversement, soit S une r�eponse pour B. On construit alors une d�erivation com-pos�ee de sous-squelettes de S qui sont �etiquettes de n�uds de A :S1 = sq(B) : c'est l'�etiquette de la racine de A,Si+1 est obtenu �a partir de Si, suppos�e être incomplet et acceptable, et �etiqueterun n�ud N de A, en gre�ant sur la feuille choisie en N le squelette de clauseutilis�e dans S ; Si+1 est acceptable car sous-squelette de S ; il est n�ecessairement�etiquette d'un n�ud �ls de N dans A. Cette d�erivation, qui correspond �a unebranche de A, atteint la r�eponse S en un nombre �ni d'�etapes : elle calcule S.D�e�nition 3.5 (Arbre SLD selon R)�Etant donn�e une r�egle de s�election R, l'arbre SLD du but B selon R est l'arbreSLD dans lequel, en tout n�ud �etiquet�e par un squelette incomplet, la feuille ind�e�niechoisie est celle qui est d�esign�ee par R. L'arbre SLD selon R a des branches succ�es,des branches �echec et des branches in�nies.Th�eor�eme 3.4 Les branches succ�es ne d�ependent pas de la r�egle de s�election R : il ya une bijection entre les branches succ�es de deux arbres de recherche pour le même butB avec deux r�egles de s�election di��erentes.Preuve : Les branches succ�es correspondent aux r�eponses pour B, qui sont d�e�niesind�ependamment de la r�egle de s�election.Les branches succ�es correspondant �a une même solution dans deux arbres de re-cherche di��erents ont la même longueur : le nombre de n�uds de ce squelette solution.37



�� @@S0S1 S2 S3S4o�u N < 3 2 fib(N; 1)S0 = ?  N < 3 2 fib(N; 1)S1 = fib(0; 1) vrai N < 3 2 fib(N; 1)S2 = fib(1; 1) vrai
�� @@ N < 3 2 fib(N; 1)S3 = fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)? ?
�� @@ N < 3 2 fib(N; 1)S4 = fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai ?Figure 20 : Un arbre de recherche SLD
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�� @@S0S1S2 S3S4S5Figure 21 : Un arbre SLD d'�echec �niD�e�nition 3.6 (�echec �ni)Un but B est dit d'�echec �ni s'il a un arbre SLD d'�echec �ni, c'est-�a-dire un arbreSLD dans lequel toutes les branches sont des �echecs (elles sont donc �nies).Exemple 3.7 Pour le programme Fib, le but  N < 4 2 fib(N; 4) admet l'arbreSLD d'�echec �ni repr�esent�e �gures 21 et 22.D�e�nition 3.7 (D�erivation �equitable, arbre SLD �equitable)Une d�erivation est dite �equitable si elle est �nie, ou si, pour tout �etat, toute feuilleind�e�nie est choisie au bout d'un nombre �ni d'�etapes. Un arbre SLD est �equitable sitoutes les branches in�nies correspondent �a des d�erivations �equitables.D�e�nition 3.8 (Squelette �niment acceptable)Un squelette S est dit �niment acceptable si tout sous-squelette �ni de S est accep-table.Remarquons que les squelettes �nis acceptables sont �niment acceptables.Le th�eor�eme et le lemme qui suivent constituent un r�esultat nouveau concernantles branches non �echec des arbres SLD. Le probl�eme des �echecs �nis est �etudi�e dans[2, 14] et [8] pour la programmation logique (sans contraintes). Il est �etudi�e par [12]pour la programmation logique avec contraintes. La notion de squelette infaillible de[8] ne donnant pas satisfaction, nous proposons celle de squelette �niment acceptable.Th�eor�eme 3.5 (Branches non �echec des arbres SLD �equitables)Les branches non �echec des arbres SLD �equitables pour B correspondent aux sque-lettes complets �niment acceptables de racine B.Preuve :� Consid�erons une branche non �echec d'un arbre SLD �equitable pour B. C'est unebranche succ�es ou une branche in�nie.{ Si c'est une branche succ�es, elle calcule un succ�es, c'est-�a-dire un squelette�ni complet acceptable. 39



S0 =  N < 4 2 fib(N; 4)?
�� @@ N < 4 2 fib(N; 4)fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)? ?S1 =
�� @@ N < 4 2 fib(N; 4)fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)S2 = fib(0; 1) vrai ?
�� @@ N < 4 2 fib(N; 4)fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)S3 = fib(1; 1) vrai ?

�� @@�� @@
 N < 4 2 fib(N; 4)fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(1; 1) vraiS4 = fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)? ?

�� @@�� @@
 N < 4 2 fib(N; 4)fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)S5 = fib(1; 1) vrai fib(N;A+B) N > 0 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)fib(0; 1) vrai ?Figure 22 : Squelettes de l'arbre SLD de la �gure 21
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{ Si c'est une branche in�nie, c'est une d�erivation �equitable S1, S2, ..., Si,Si+1, ... compos�ee de squelettes �nis incomplets acceptables. Si est sous-squelette de Si+1. Le squelette S qui a pour ensemble de n�uds la r�euniondes ensembles de n�uds des Si est in�ni et complet : la d�erivation �etant�equitable, toute feuille ind�e�nie d'un Si est choisie et devient donc un n�udd�e�ni au bout d'un nombre �ni d'�etapes. Tout sous-squelette �ni de S estinclus dans l'un des Si donc acceptable.� Inversement, montrons que pour tout squelette complet S de racine B �nimentacceptable et tout arbre SLD �equitable A pour B, S est calcul�e par l'une desbranches de A.{ Si S est �ni, c'est une r�eponse pour B. Donc S correspond �a une branchesucc�es de A.{ Si S est in�ni, nous allons montrer qu'il est calcul�e par une branche in�niede A (qui correspond �a une d�erivation �equitable). Consid�erons la suite desous-squelettes de S :- S1 = sq(B) (qui �etiquette la racine de A)- supposons que sont d�ej�a construits S1, ..., Si et que Si est un sous-squelettede S, incomplet et acceptable, �etiquetant un n�ud Ni de A ; soit Fi la feuilleind�e�nie de Si choisie en Ni dans A. Alors Si+1 est obtenu en gre�ant sur Fila clause utilis�ee dans S. Il est �evident que Si+1 est aussi un sous-squelettede S ; il est acceptable (car sous-squelette �ni de S) et incomplet (car sous-squelette strict de S). D'apr�es la d�e�nition des arbres SLD, c'est l'�etiquetted'un n�ud Ni+1 �ls du n�ud Ni dans A. Nous venons de d�eterminer unebranche in�nie deA ; elle correspond �a une d�erivation �equitable, donc elle cal-cule un squelette complet qui est sous-squelette de S ; le seul sous-squelettecomplet de S est S lui-même.Lemme 3.1 �A tout squelette S complet �niment acceptable de racine B correspondune branche non �echec dans tout arbre SLD pour B ; si S est �ni c'est une branchesucc�es, si S est in�ni c'est une branche in�nie.Preuve : Soit S un squelette complet �niment acceptable de racine B et A un arbreSLD pour B.� Si S est �ni, c'est une r�eponse qui est calcul�ee par une branche succ�es de A.� Si S est in�ni, on construit la suite de sous-squelettes de S �etiquetant des n�udsde A :S1 = sq(B) (�etiquette de la racine de A),Si+1 est construit �a partir de Si, suppos�e être incomplet et �etiquette du n�ud Nde A, en gre�ant sur la feuille choisie en N le squelette de clause utilis�e dans S.Tous les squelettes Si sont acceptables car sous-squelettes �nis de S. Ils sontincomplets car sous-squelettes stricts de S. La suite ainsi d�e�nie constitue unebranche in�nie de A.On retrouve le r�esultat classique de la programmation logique :41



Th�eor�eme 3.6 (Arbres d'�echec �ni)Si B a un arbre d'�echec �ni, alors tout arbre SLD �equitable pour B est d'�echec �ni.Preuve : Soit A1 un arbre d'�echec �ni pour B et A2 un arbre SLD �equitable pourB. Alors A2 n'a aucune branche non �echec, donc n'a que des branches �echec, donc estd'�echec �ni. En e�et, si A2 avait une branche non �echec, celle-ci correspondrait �a unsquelette S complet �niment acceptable de racine B. Le lemme ci-dessus assure quetout arbre SLD pour B comprend une branche non �echec correspondant �a S. Donc A1comprendrait une branche non �echec, donc A1 ne serait pas d'�echec �ni.
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4 Interpr�etation en logiqueNous retrouvons dans ce chapitre les r�esultats classiques concernant, d'une partl'existence d'une r�eponse pour un but donn�e, d'autre part le lien entre les contraintesr�eponses et les cons�equences logiques du programme selon une pr�e-interpr�etation ouune th�eorie. Ces r�esultats sont �enonc�es �a peu pr�es sous la même forme dans [12, 13]et [16]. Nous g�en�eralisons l'�etude en envisageant une th�eorie non satisfaction-compl�ete,et un crit�ere de rejet en relation avec une th�eorie. La propri�et�e d'ind�ependance descontraintes n�egatives est d�e�nie dans [16]. Nous expliquons pourquoi elle est v�eri��ee enprogrammation logique classique.Nous supposons toujours que la notion de r�eponse pour un programme P et unbut  b d�epend d'un crit�ere de rejet CR. Nous exprimons ici en termes de logique lesr�esultats obtenus sur les r�eponses dans trois situations particuli�eres :� lorsque CR correspond exactement �a l'insatis�abilit�e dans la pr�e-interpr�etation\naturelle" D ; nous dirons que le crit�ere retenu est CR(D) ;� lorsque CR correspond exactement �a l'insatis�abilit�e selon une th�eorie T ; nousdirons que le crit�ere est CR(T ) ;� lorsque CR ne correspond pas exactement mais est li�e �a l'insatis�abilit�e selon lath�eorie T : s'il ne rejette que des contraintes insatis�ables selon T .4.1 R�eponses selon DNous nous pla�cons dans le cas o�u le crit�ere de rejet est CR(D) : les squelettesacceptables sont les S tels que cont(S) est satis�able dans D. Les r�eponses selon CR(D)sont donc les squelettes �nis complets D-solubles, c'est-�a-dire les D-r�eponses. Nousavons remarqu�e que S �ni et complet est D-soluble ssi la contrainte associ�ee ca(S) estsatis�able dans D.D�e�nition 4.1 (D-cons�equence)On dit que la formule F est une D-cons�equence du programme P , ce qui est not�eP j=D F , si F est vraie dans tout D-mod�ele de P , c'est-�a-dire si, dans tout D-mod�eleI et toute valuation v, vI(F ) = vrai.Si F contient les variables libres ~x , seules interviennent dans le calcul de vI(F ) lesvaleurs v(~x). C'est ce que nous appellerons valuation sur ~x. Le cas o�u F est un atomefait l'objet du lemme qui suit.Lemme 4.1 (D-cons�equences atomiques)Pour tout atome A �el�ement de ATOMP , P j=D A ssi vD(A) 2 MPD pour toutevaluation v.Preuve : P j=D A ssi vI(A) = vrai pour tout D-mod�ele I de P et toute valuationv, c'est-�a-dire vD(A) 2 I pour tout D-mod�ele I. Si vD(A) est dans tous les D-mod�elesde P , il est en particulier dans le plus petit : MPD . Inversement, si vD(A) est dans MPD ,43



il est dans tout D-mod�ele I de P (car I contient MPD ).Lorsque la formule F ne fait intervenir comme symboles de pr�edicats que des �el�e-ments de �C , c'est-�a-dire si F est une formule de L(V;�;�C) (en particulier si c'estune contrainte), sa valeur de v�erit�e ne d�epend pas d'un quelconque mod�ele de P ; ellene d�epend que de la pr�e-interpr�etation D. On notera j=D F le fait que F est vraie dansD, c'est-�a-dire vD(F ) = vrai pour toute valuation v dans D.Application aux r�eponses : une D-r�eponse pour  b est un squelette �ni completS de racine  b tel que la contrainte associ�ee r = ca(S) est satis�able dans D ; celas'exprime par non(j=D :r)ou encore j=D ~9rcar la n�egation de r n'est pas vraie dans D ssi il existe une valuation v dans laquelle rest vraie, ssi r est satis�able dans D ssi ~9r est vraie dans D.Th�eor�eme 4.1 (Existence d'une r�eponse)Le but  b admet une D-r�eponse pour le programme P si et seulement si P j=D ~9b.Preuve : ~9b est une formule close, donc sa valeur ne d�epend pas d'une valuation,mais seulement de la pr�e-interpr�etation I. ~9b est vraie dans I ssi il existe une valuationv sur les variables libres ~x telle que vI(b) = vrai, c'est-�a-dire, si b = c 2 B1; : : : ; Bn,vD(c) = vrai et vD(Bi) 2 I pour chaque i.� Si B admet unD-squelette r�eponse S, il existe une valuation v solution de cont(S).Alors vD(S) est une D-forêt de preuve de racine < vD(B1); : : : ; vD(Bn) >. ChaquevD(Bi) est racine d'un D-arbre de preuve, donc est dansMPD = RacPD. Et vD(c) =vrai. Donc vD(b) est vrai dans tout D-mod�ele de P . Le calcul de vD(b) ne faitintervenir qu'une partie v0 de la valuation v : celle qui concerne les variables libres~x. Alors v0D(b) est vrai dans tout D-mod�ele de P , donc P j=D ~9b.� En sens inverse, si P j=D ~9b, pour tout D-mod�ele I il existe une valuation vIsur ~x pour laquelle vID(c) = vrai et vID(Bi) 2 I. Soit v0 la valuation vI pour leplus petit D-mod�ele I = RacPD. Alors chaque v0D(Bi) est dans RacPD, donc a unD-arbre de preuve Ai. Cet Ai admet au moins un squelette Si. Soit Hi la tête dela r�egle �etiquetant la racine de Si. Soit S l'arbre construit de la mani�ere suivante :- sa racine est �etiquet�ee par le but  b,- il a n sous-arbres : les squelettes S1, ..., Sn.Cet arbre S est �evidemment un squelette, et sa racine est  b. Il reste �a montrerqu'il est D-soluble. La collection de contraintes cont(S) comprend :- les cont(Si) portant sur des ensembles de variables ~yi disjoints entre eux etdisjoints de ~x,- la contrainte c,- les contraintes d'�egalit�e Hi = Bi. 44



 vrai 2 p(X)p(0) vrai  vrai 2 p(X)p(X1) X1 > 0Figure 23 : Squelettes S11 et S12Chaque Si admet une valuation vi portant sur l'ensemble de variables ~yi telle queviD(Si) = Ai. En particulier, viD(Hi) = v0D(Bi). Il est clair que la valuation sur~xS ~y1S : : :S ~yn d�e�nie par v0 sur ~x et vi sur ~yi satisfait cont(S). Donc S est uneD-r�eponse.Les D-contraintes r�eponses pour un but donn�e ont la propri�et�e suivante :Th�eor�eme 4.2 (Contraintes r�eponses et cons�equences logiques)Si r est une D-contrainte r�eponse pour le but  b, alors P j=D r ! b.Preuve : Ce n'est qu'un cas particulier du r�esultat �enonc�e �a la �n de la secondepartie : si r est une contrainte r�eponse g�en�erale pour  b alors P j= r ! b. En e�et,- si c'est vrai pour les r�eponses g�en�erales, c'est en particulier vrai pour les D-r�eponses ;- si r ! b est vraie dans toute pr�e-interpr�etationM et toutM-mod�ele de P , r ! best en particulier vraie dans la pr�e-interpr�etation D et tout D-mod�ele de P .Remarque 4.1 (importante)Il n'est pas vrai que toute contrainte c telle que P j=D c ! b est une D-contrainter�eponse pour  b. Consid�erons en e�et le programme suivant avec N comme pr�e-interpr�etation :p(0) vraip(X) X > 0Le but  vrai 2 p(X) admet les deux squelettes r�eponses S11 et S12 de la �gure 23auxquels correspondent les contraintes r�eponses :X = 0,9X1(X = X1 ^X1 > 0) qui �equivaut �a X > 0.X = 0! vrai 2 p(X) et X > 0 ! vrai 2 p(X) sont bien des N -cons�equences de P .Mais vrai! vrai 2 p(X) est aussi une N -cons�equence de P car, pour toute valuationv, vN (p(X)) est dans RacPN : si v(X) = 0 alors vN (p(X)) = p(0) et p(0) est prouv�e parla r�egle p(0) ; si v(X) = n > 0; vN (p(X)) = p(n) qui est prouv�e par la r�egle p(n) .Et pourtant vrai n'est pas une contrainte r�eponse pour le but  vrai 2 p(X).Il existe tout de même une r�eciproque �a la proposition ci-dessus. Nous avons besoinpour l'�enoncer d'une d�e�nition pr�eliminaire.D�e�nition 4.2 Soit c une contrainte et fcigi2I un ensemble (�eventuellement in�ni) decontraintes. Alors j=D c! Wi2I ci signi�e : pour toute valuation v dans D solution dec il existe i 2 I tel que v soit solution de ci. Lorsque l'ensemble I est �ni, cela revient�a dire que la formule c! Wi2I ci est vraie dans la pr�e-interpr�etation D.45



Th�eor�eme 4.3 (couverture des cons�equences logiques par des contraintes r�eponses)Pour toute contrainte c, si P j=D c ! b alors j=D c ! Wr2R r o�u R est l'ensemble(�eventuellement in�ni) des D-contraintes r�eponses pour  b.Preuve : Soit R l'ensemble des D-contraintes r�eponses pour le but  b. Soit b =c0 2 B1; : : : ; Bn. Pour toute valuation v solution de c, vD(b) est vrai dans tous lesD-mod�eles de P , donc dans RacPD. En particulier vD(c0) = vrai et chaque vD(Bi) estdans RacPD. Donc vD(Bi) admet un D-arbre de preuve Ai, qui a lui-même un squeletteSi. Le squelette S de racine  b qui a n sous-arbres : les Si, est une r�eponse pour  b(voir la preuve de P j=D ~9b) il existe une D-r�eponse). La contrainte r�eponse associ�eerv (quanti��ee sur les variables auxiliaires autres que les variables libres de b) fait partiede l'ensemble R, et est vraie dans la valuation v. Ceci prouve que j=D c! Wr2R r.Remarque 4.2 (importante)Il n'existe pas toujours de couverture �nie : un ensemble �ni de contraintes r�eponsesR0 tel que j=D c! Wr02R0 r0.Exemple 4.1 Consid�erons le programme Ent :ent(0) vraient(X + 1) vrai 2 ent(X)pr�e-interpr�et�e par N . Le but  vrai 2 ent(X) admet pour N -contraintes r�eponses :r0 : X = 0r1 : 9X1(X = X1 + 1 ^X1 = 0)...rn : 9X1 : : : 9Xn(X = X1 + 1 ^X1 = X2 + 1 ^ : : : ^Xn�1 = Xn + 1 ^Xn = 0)...La contrainte rn est issue du N -squelette r�eponse Sn de la �gure 24.rn est telle que pour une valuation v, vN (rn) = vrai ssi v(X) = n.Le programme Ent admettant les rn comme N -contraintes r�eponses, on aEnt j=N rn ! vrai 2 ent(X)pour tout entier naturel n. Ceci signi�e simplement que ent(n) est racine d'un N -arbrede preuve (issu du squelette Sn).On a aussi Ent j=N vrai! vrai 2 ent(X) donc Ent j=N ent(X)car toute valuation v associe �a X un entier naturel n ; alors vN (ent(X)) = ent(n), etnous venons de voir que ent(n) est racine d'un N -arbre de preuve, il est donc dansRacPN . Il est bien vrai que j=N vrai ! Wn2IN rn car pour toute valuation v il existe ntel que vN (rn) = vrai : n = v(X).Mais il n'y a pas de couverture �nie. Consid�erons en e�et une partie �nie F defrngn2N . Il existe une valuation v telle que vN (r) = faux pour tout �el�ement r de F : ilsu�t de donner �a X une valeur qui n'est pas dans fnjrn 2 Fg. Alors j=N vrai! Wr2F rn'est pas v�eri��e.Les cons�equences positives de P et du compl�et�e P � sont les mêmes :Th�eor�eme 4.4P j=D ~9b ssi P � j=D ~9bP j=D c! b ssi P � j=D c! b 46



 vrai 2 ent(X)ent(X1 + 1) vrai 2 ent(X1)...ent(Xn + 1) vrai 2 ent(Xn)ent(0) vraiFigure 24 : Squelette SnPreuve :� P j=D ~9b ) P � j=D ~9b car si ~9b est vrai dans les D-mod�eles de P , il est enparticulier vrai dans les D-mod�eles de P �.� Inversement, soit b = c 2 B1; : : : ; Bn. Si P � j=D ~9b alors 8I D-mod�ele de P � 9vtelle quevD(c) = vraivD(Bi) 2 I 8iDans le plus petit mod�ele de P �, MPD , 9v telle quevD(c) = vraivD(Bi) 2MPD 8iPuisque MPD est en même temps le plus petit D-mod�ele de P , vD(Bi) 2 toutD-mod�ele de P . Donc P j=D ~9b.� P j=D c! b) P � j=D c! b car tout D-mod�ele de P � est un mod�ele de P .� Inversement, supposons que P � j=D c! b. Alors pour toute valuation v solutionde c, vD(b) est dans tout D-mod�ele de P �, donc dans le plus petit MPD ; doncvD(b) est dans tout D-mod�ele de P . Donc P j=D c! b.Les cons�equences n�egatives de P � sont en rapport avec la n�egation par l'�echec.Th�eor�eme 4.5 Si le but  b est d'�echec �ni selon D alors P � j=D :b.Preuve : Soit b = c 2 B1; : : : ; Bn. Pour montrer que  b d'�echec �ni selon D) P � j=D :b nous allons montrer l'implication oppos�ee : non(P � j=D :b)) b n'estpas d'�echec �ni selon D. Si non(P � j=D :b), il existe une D-interpr�etation I mod�elede P � (c'est-�a-dire point �xe de TPD ) et une valuation v telles que vI(b) = vrai. Celasigni�e :vD(c) = vraivD(B1) 2 I...vD(Bn) 2 I 47



Les vD(Bi) appartiennent �a un D-mod�ele de P �, donc au plus grand D-mod�elede P � : l'ensemble des racines des D1-arbres de preuve. Donc vD(Bi) est racine d'unD1-arbre de preuve Ai. Le n-uplet < vD(B1); : : : ; vD(Bn) > est racine d'une D1-forêtde preuve F (extension de la notion de D-forêt de preuve aux D1-arbres de preuve).Comme pour les D-forêts de preuve �nies, il existe un squelette (�eventuellement in�ni)S, de racine  b, complet, qui correspond �a F : tout n�ud de F (exception faite de laracine) est un D-atome tête d'une D-r�egle R, il lui correspond donc une clause C de Pet une valuation v telles que R = vD(C) ; apr�es renommage des clauses, ces valuationscorrespondent �a une unique valuation v telle que F = vD(S). En particulier, S est D-soluble. D'apr�es le th�eor�eme \branches non �echecs", S correspond �a une branche non�echec dans tout arbre SLD �equitable. Donc  b n'est pas d'�echec �ni.Remarque 4.3 La r�eciproque est fausse : P � j=D :b n'implique pas que  b estd'�echec �ni. Ceci est prouv�e par le contre-exemple suivant :Exemple 4.2 Soit P le programme constitu�e de l'unique clausep(X + 1) vrai 2 p(X).Son compl�et�e P � est r�eduit �ap(Y )$ 9X(Y = X + 1 ^ p(X)).On a P � j=N :p(Y ).Supposons en e�et que :p(Y ) ne soit pas N -cons�equence de P �. Alors il existe un N -mod�ele I de P � et une valuation v tels que vN (p(Y )) 2 I. v(Y ) est un entier naturely. Alors p(y) est dans I. Or I est mod�ele de la clause p(Y )$ 9X(Y = X + 1 ^ p(X))donc 9X(Y = X + 1 ^ p(X)) est vraie dans la valuation v ; donc il existe un x1 de Ntel que y = x1 + 1 ^ p(x1).Le même raisonnement appliqu�e �a x1 implique l'existence d'un x2 tel que x1 =x2 + 1 ^ p(x2),puis d'un x3 tel que x2 = x3 + 1 ^ p(x3), ...On construit ainsi une suite in�nie strictement d�ecroissante d'�el�ements de N , ce quiest exclu. Donc :p(Y ) est bien N -cons�equence de P �. Et pourtant  vrai 2 p(Y ) n'estpas d'�echec �ni : ce but a un seul arbre SLD comportant une seule branche (parce qu'iln'y a qu'une clause et qu'elle est d'arit�e 1), qui est in�nie.4.2 R�eponses selon une th�eorie TLe crit�ere de rejet �etudi�e ici est CR(T ), donc les squelettes acceptables sont lesS pour lesquels cont(S) est satis�able dans T . Les r�eponses pour  b sont les sque-lettes S complets �nis de racine  b pour lesquels la contrainte C(S) (conjonction descontraintes de cont(S)) est telle que non(T j= :C(S)).D�e�nition 4.3 Soit L un langage du premier ordre.� Lclos est l'ensemble des formules closes (sans variables libres) de L.� Si E est une partie de Lclos, F une formule de Lclos, F est cons�equence logiquede E, ce qui se note E j= F si F est vraie dans toute interpr�etation de L qui soitmod�ele de E (en abr�eg�e : dans tout mod�ele de E).48



� Une th�eorie est une partie T de Lclos ferm�ee par cons�equence logique : 8F 2 Lclos,si T j= F alors F 2 T .� Une partie A de Lclos est un syst�eme d'axiomes pour la th�eorie T si 8F 2 Lclos,A j= F ssi F 2 T .� La th�eorie T est compl�ete si 8F 2 Lclos, soit F est dans T soit sa n�egation :Fest dans T .� Une th�eorie est consistante si elle admet au moins un mod�ele ; dans le cas con-traire elle est dite inconsistante ou contradictoire. Remarquons que si T est in-consistante alors T j= F pour toute F de Lclos (puisque T n'a aucun mod�ele) ;T �etant close par cons�equence logique, cela implique que T contient toutes lesformules closes, donc une formule et sa n�egation.� Une partie E de L est satis�able s'il existe une interpr�etation M de L et unevaluation v dans M telles que 8F 2 E vM(F ) = vrai.� Soit A un ensemble de formules closes (une partie de Lclos) et E un ensemble deformules (une partie de L). E est satis�able dans A si E est satis�able dans unmod�ele de A, autrement dit si ASE est satis�able.Dans le cas de la programmation logique avec contraintes, le langage du premierordre est L(V;�;�C). Nous nous int�eresserons �a une forme a�aiblie de la notion deth�eorie compl�ete : th�eorie satisfaction compl�ete.D�e�nition 4.4 (Th�eorie satisfaction compl�ete)Une th�eorie T de L(V;�;�C) est satisfaction compl�ete si pour toute contrainte c,soit T j= ~9c, soit T j= :c. Donc non(T j= :c), T j= ~9c.Remarque 4.4 T est satisfaction compl�ete si elle est compl�ete pour une certaine cat�e-gorie de formules : celles qui sont de la forme ~9c o�u c est une contrainte (il se peut quele langage des contraintes soit un sous-langage strict de L(V;�;�C)). Dans T j= :c, laformule :c n'est a priori pas close ; il est sous-entendu que c'est la fermeture univer-selle de :c qui est cons�equence logique de T , autrement dit, pour tout mod�ele M de Tet toute valuation v dans M, vM(c) = faux. Rappelons que T j= ~9c �equivaut �a : danstout mod�ele M de T il existe une valuation v telle que vM(c) = vrai. Donc T j= :cest �equivalent �a T j= :~9c ou encore T j= ~8:c.On peut envisager di��erentes th�eories :4.2.1 Th�eorie associ�ee �a une pr�e-interpr�etationUne pr�e-interpr�etation D �etant donn�ee, la satis�abilit�e des contraintes est d�etermi-n�ee par D : j=D ~9c. On peut repr�esenter cela par la th�eorie th(D) engendr�ee par lesaxiomes :f~9c j c est une contrainte telle que j=D ~9cgSf~8:c j c est telle que j=D :cg.Pour toute contrainte c, soit j=D ~9c et alors th(D) j= ~9c, soit j=D :c et alorsth(D) j= :c. Donc th(D) est satisfaction compl�ete.49



Lemme 4.2 Si la th�eorie T est satisfaction compl�ete alors CR(T ) = CR(D) pour toutmod�ele D de T .Preuve : Soit D un mod�ele de T . T �etant satisfaction compl�ete, non(T j= :c) )T j= ~9c)j=D ~9c.Inversement, si j=D ~9c, T �etant satisfaction compl�ete on a soit T j= ~9c soit T j= :c ;mais T j= :c impliquerait j=D :c.Remarque 4.5 j=D et th(D) j= ont le même e�et sur les contraintes mais pas n�eces-sairement- sur des formules qui ne sont pas des contraintes,- sur les implications in�nies c! Wr2R r qui ne sont pas de v�eritables formules,- et sur les cons�equences logiques du programme, ce qui est prouv�e par l'exempleci-dessous.Exemple 4.3 Consid�erons de nouveau le programme Ent de l'exemple 4.1. Nous avonsvu que Ent j=N ent(X) et que j=N vrai! Wn2N rn.Il n'est pas vrai que Ent; th(N ) j= ent(X) parce que th(N ) a d'autres mod�eles queN : il existe des mod�eles non standards non isomorphes �a N dans lesquels les �el�ementsne sont pas tous de la forme sucn(0).4.2.2 Th�eorie associ�ee �a un algorithmeDans la pratique, même si l'interpr�ete sous-entend une pr�e-interpr�etation D, le r�e-solveur de contraintes ne peut pas examiner toutes les valuations possibles pour d�ecidersi une contrainte est satis�able ou non. Il emploie un autre moyen : un algorithme quir�epond toujours en un temps �ni.Un algorithme de satis�abilit�e A pour les contraintes �etant donn�e, on note j=A ~9cle fait que A r�epond OUI �a la question de savoir si c est satis�able, j=A :c le fait que Ar�epond NON . Il n'est pas exclu que A soit incomplet : que pour certaines contraintes ilne r�eponde ni OUI ni NON , mais seulement PEUT -ETRE ; alors ni j=A ~9c ni j=A :c.C'est le cas de l'algorithme int�egr�e dans l'interpr�ete CLP (R) d�ecrit dans [11].La th�eorie associ�ee �a A not�ee th(A) est engendr�ee par les axiomesf~9c j j=A ~9cg [ f~8:c j j=A :cgTh(A) est consistante si l'ensemble d'axiomes est lui-même consistant. Si A est completalors th(A) est satisfaction compl�ete.th(A) est une approximation de A :� si c est satis�able selon A alors th(A) j= ~9c,� si c est insatis�able selon A alors th(A) j= :c,� mais il peut exister des c telles que th(A) j= ~9c ou th(A) j= :c alors que A r�epondPEUT -ETRE pour c. 50



Nous supposons que le crit�ere de rejet est CR(T ) pour une certaine th�eorie Tconsistante mais pas n�ecessairement satisfaction compl�ete. Les liens entre les r�eponsesselon CR(T ) et les cons�equences logiques du programme sont exprim�es par les quatreth�eor�emes suivants.Th�eor�eme 4.6 (Existence d'une r�eponse)1. si  b admet une r�eponse alors non(P;T j= :b),2. si P;T j= ~9b alors  b admet une r�eponse.Preuve :1. Si  b admet une r�eponse selon CR(T ), c'est un squelette �ni complet S deracine  b dont la contrainte C(S) est telle que non(T j= :C(S)). Alors il existeun mod�ele M de T et une valuation v tels que vM(C(S)) = vrai. S est doncune r�eponse pour b selon le crit�ere CR(M). Le th�eor�eme sur l'existence d'unesolution dans une pr�e-interpr�etation permet d'en d�eduire P j=M ~9b, et doncnon(P;T j= :b).2. Si P;T j= ~9b alors P j=M ~9b pour tout mod�ele M de T . Soit D un mod�ele deT . On a P j=D ~9b, donc  b admet une r�eponse S selon CR(D). La contraintecorrespondante r est satis�able dans le mod�ele D de T , donc non(T j= :r) ; doncS est une r�eponse selon CR(T ).Remarque 4.6 L'hypoth�ese non(P;T j= :b) ne su�t pas pour assurer l'existenced'une r�eponse. En e�et, non(P;T j= :b) signi�e que b est vrai dans au moins unmod�ele M de T , au moins un M-mod�ele I de P et au moins une valuation v. On nepeut rien en conclure car I peut être le plus grandM-mod�ele de P : l'ensemble de tousles M-atomes.Th�eor�eme 4.7 (Existence d'une r�eponse pour une th�eorie satisfaction compl�ete)Si T est satisfaction compl�ete,  b admet une r�eponse ssi P;T j= ~9b.Preuve :� Nous savons que P;T j= ~9b implique l'existence d'une r�eponse, même lorsque Tn'est pas satisfaction compl�ete.� Inversement, si  b admet une r�eponse selon T c'est un squelette S �ni completde racine  b dont la contrainte r est telle que non(T j= :r) ou encore T j= ~9r.Dans tout mod�ele D de T on a j=D ~9r, donc P j=D ~9b. Puisque c'est vrai pourtout mod�ele D de T , on en d�eduit P;T j= ~9b.Th�eor�eme 4.8 (Contraintes r�eponses et cons�equences logiques)Si r est une contrainte r�eponse pour le but  b alors P;T j= r ! b.Preuve : Nous savons que P j= r ! b grâce au th�eor�eme sur les r�eponses g�en�erales.P;T j= r ! b n'en est qu'un cas particulier.51



Th�eor�eme 4.9 (Couverture des cons�equences logiques par des contraintes r�eponses)Pour toute contrainte c, si P;T j= c! b alors1. propri�et�e de couverture : T j= c ! Wr2R r o�u R est l'ensemble des contraintesr�eponses pour  b, ce qui signi�e : pour tout mod�eleM de T et tout valuation vdans M, si v est solution de c alors 9r 2 R telle que vM(r) = vrai.2. propri�et�e de couverture �nie : il existe un ensemble �ni R0 de contraintes r�eponsestel que T j= c! Wr02R0 r0.Preuve de 1 : Si P;T j= c ! b alors pour tout mod�ele M de T , P j=M c ! b.Donc j=M c! Wr2RM r o�u RM est l'ensemble des contraintes r�eponses selon le crit�ereCR(M). Si r est dans RM alors j=M ~9r, donc non(T j= :r), donc r est une contrainter�eponse selon CR(T ), donc r est dans R. On en d�eduit j=M c ! Wr2R r pour toutmod�eleM de T , et donc T j= c! Wr2R r.La preuve de 2, qui utilise la compacit�e de la logique du premier ordre, demandequelques pr�eliminaires.Th�eor�eme 4.10 (Une des formes du th�eor�eme de compacit�e de la logique du premierordre)Un ensemble de formules E (partie d'un langage du premier ordre L(V;�;�)) estsatis�able ssi toute partie �nie de E est satis�able.Preuve :� Si E est satis�able, alors toutes ses parties �nies le sont aussi.� R�eciproquement, supposons que toutes les parties �nies de E soient satis�ables,et que E soit in�ni et insatis�able. Si E ne comprend que des formules closeson peut imm�ediatement d�eduire une contradiction en utilisant la forme standarddu th�eor�eme de compacit�e : tout ensemble de formules inconsistant a une partie�nie inconsistante. Si ce n'est pas le cas, soit X l'ensemble des variables libresdans les formules de E. Soit A un ensemble disjoint de V , � et � qui soit enbijection avec X. Consid�erons le langage L0 = L(V;�SA;�) o�u les �el�ements deA sont des constantes, c'est-�a-dire des fonctions d'arit�e 0. Toute interpr�etationI de L peut être prolong�ee en une interpr�etation I 0 de L0 ainsi d�e�nie : elle ale même domaine D, �a tout symbole de fonction f de � on associe la mêmefonction fI , �a tout symbole de pr�edicat p de � on associe la même relation pI ;il ne reste qu'�a donner des valeurs dans D pour les constantes de A. Si l'ondispose d'une valuation v sur X (dans l'interpr�etation I), on peut attribuer lesvaleurs correspondantes aux constantes de A pour fabriquer I 0. R�eciproquement,si l'interpr�etation I 0 de L0 est donn�ee, on peut lui associer une interpr�etation Ide L et une valuation v sur X.L'ensemble de formulesE de L a pour correspondant dans L0 l'ensembleE0 obtenuen rempla�cant dans les formules de E les variables de X par les constantes de A.E0 est inconsistant car s'il �etait consistant il existerait une interpr�etation I 0 de L0mod�ele de E0 ; on en d�eduirait une interpr�etation I de L et une valuation v surX pour lesquelles les formules de E seraient vraies (E serait satis�able).52



En vertu du th�eor�eme de compacit�e (forme standard), E0 a une partie �nie in-consistante G0. Les formules correspondantes dans L forment une partie �nieinsatis�able G de E, ce qui contredit l'hypoth�ese.Corollaire 4.1 (Satis�abilit�e �nie)Soit A un ensemble de formules closes et E un ensemble de formules. Alors E estsatis�able dans A ssi toutes les parties �nies de E sont satis�ables dans A.Preuve :� Si E est satis�able dans A toutes ses parties le sont aussi, en particulier les parties�nies.� Inversement, montrons que si E est insatis�able dans A alors E a une partie �nieinsatis�able dansA. Si E est insatis�able dansA, c'est queASE est insatis�able.Donc ASE a une partie �nie insatis�able. Cette partie �nie est de la formeA0SE0 o�u A0 et E0 sont des parties �nies de A et E respectivement. Alors ASE0est �egalement insatis�able, ce qui signi�e que E0 est insatis�able dans A.Corollaire 4.2 (Couverture �nie)Soit A un ensemble de formules closes, et F , fFigi2I des formules. Alors A j= F !Wi2I Fi ssi il existe une partie �nie J de I telle que A j= F ! Wj2J Fj.Preuve :� A j= F ! Wj2J Fj o�u J est une partie de I implique �evidemment A j= F !Wi2I Fi.� R�eciproquement, si A j= F ! Wi2I Fi, consid�erons l'ensemble de formulesASfFgSf:Figi2I . Il est insatis�able car pour toute interpr�etation M mod�ele deA et toute valuation v solution de r, il existe un i tel que vM(Fi) = vrai, doncvM(:Fi) = faux. Donc il a une partie �nie insatis�able (si toutes les parties �nies�etaient satis�ables, l'ensemble entier le serait aussi). Cette partie �nie insatis�ablecomprend : une partie �nie de A, �eventuellement F , et une partie �nie f:Fjgj2Jde f:Figi2I . Elle est incluse dans ASfFgSf:Fjgj2J qui est donc �egalementinsatis�able. Alors dans toute interpr�etation M mod�ele de A et toute valuationv telle que vM (F ) = vrai, il existe un j tel que vM (:Fj) = faux, donc vM (Fj) =vrai.Preuve de 2 (th�eor�eme 4.9) : se d�eduit imm�ediatement de 1 et du corollaire decouverture �nie.La propri�et�e d'ind�ependance des contraintes n�egatives d�e�nie ci-dessous va per-mettre d'a�ner le dernier th�eor�eme en ajoutant la propri�et�e de couverture unique.D�e�nition 4.5 Les contraintes ont la propri�et�e d'ind�ependance des contraintes n�ega-tives (ICN) siT j= c! Wni=1 ci ) 9j(T j= c! cj). 53



Remarque 4.7 La propri�et�e ICN est traditionnellement exprim�ee de mani�ere �equi-valente parT j= :~9(c ^Vni=1 :ci)) 9j(T j= :~9(c ^ :cj))Cette propri�et�e ICN n'a pas de raison d'être v�eri��ee en g�en�eral. Nous verronsque, dans le cas de la programmation logique, elle est v�eri��ee pour les contraintesqui repr�esentent les substitutions, ce qui permet d'expliquer le r�esultat classique : sila substitution � produit une cons�equence logique du programme, alors il existe unesubstitution r�eponse plus g�en�erale que �.Th�eor�eme 4.11 (Couverture unique)Si les contraintes ont la propri�et�e d'ind�ependance des contraintes n�egatives et siP;T j= c! b alors il existe une contrainte r�eponse r telle que T j= c! r.Preuve : R�esulte imm�ediatement du corollaire de couverture �nie et de la propri�et�ed'ind�ependance des contraintes n�egatives.4.2.3 Cas particulier de la programmation logiqueEn programmation logique, on sait que si � est une substitution telle que P j= b�alors il existe une substitution r�eponse � plus g�en�erale que �. Cela peut s'expliquer parle fait que les contraintes qui repr�esentent les substitutions ont la propri�et�e ICN .Tout programme logique peut être repr�esent�e par un programme contraint en ajou-tant �a tout corps de r�egle ou de but la contrainte initiale vrai. L'ensemble des symbolesde pr�edicats de contraintes �C est r�eduit �a ;, ce qui n'empêche pas de disposer descontraintes vrai et faux, et de l'�egalit�e. La th�eorie repr�esentant la satis�abilit�e descontraintes est vide puisque l'on manipule un langage du premier ordre avec �egalit�e.On ne consid�ere que des substitutions idempotentes : du type ~x = ~t o�u ~x estl'ensemble des variables libres du but question, ~t un ensemble de termes dans lesquelsles ~x n'ont pas d'occurrences libres. Notons ~y les variables libres des ~t. La substitution�etant idempotente ~x et ~y sont disjoints.La substitution � : ~x = ~t peut être repr�esent�ee par la contrainte ~x = ~t (x1 = t1^x2 =t2 ^ : : : ^ xn = tn) que nous noterons c�. AlorsP j= b� ssi P j= c� ! bparce que j= b� $ (c� ! b)! Soit D une pr�e-interpr�etation, I une interpr�etation dans D, v une valuation solu-tion de b� et de c�. Alors v est telle que v(~x) = vD(~t). D'autre part, vD(b�) = v0D(b)o�u v0 est la valuation qui attribue aux variables ~x les valeurs des ~t dans v soitv0(~x) = vD(~t). Alors vD(b) = v0D(b) (parce que v et v0 co��ncident sur ~x) = vD(b�)qui est dans I. Donc vD(b) est dans I. Supposons que c� ! b est vrai. Soit v une valuation. Soit v0 la valuation identique�a v sauf sur ~x, et telle que v0(~x) = vD(~t). Alors vD(b�) = v0D(b�) = v0D(b), et v0D(b)est dans I car v0D(c�) = vrai. Donc vD(b�) est dans I.54



La r�eponse � : ~x = ~t �a la question  b pour le programme P doit être comprisecomme 9~y(~x = ~t).Si P j= b� et si � est une instance de � de la forme ~x = ~u (o�u les ~u comprennent lesvariables libres ~z), ce qui signi�e que les ~u sont obtenus par substitution �a partir des ~t,alors P j= b� parce que j= 9�~xc� ! 9�~xc�ou encore j= 9~z(~x = ~u)! 9~y(~x = ~t)Les ~u sont obtenus par substitution �a partir des ~t : un remplacement des ~y par destermes ~w dans lesquels les variables libres sont les ~z. Soit v une valuation sur ~x telleque 9~z(~x = ~u) ; alors il existe une valuation v0 prolongeant v �a ~xS ~z telle que v(~x) =v0(~x) = v0D(~u). Les ~u �etant obtenus par substitution �a partir des ~t, il existe une valua-tion v00 telle que v0D(~u) = v00D(~t) et v00(~y) = v0D( ~w). Alors v(~x) = v0(~x) = v00(~x) = v00D(~t),donc 9~y(~x = ~t) est prouv�ee par l'existence de la valuation v00.Le rapport entre les substitutions � et � que nous venons d'�etudier se traduit par :� est plus g�en�erale que � ssi j= 9�~xc� ! 9�~xc�.Revenons au probl�eme initial : si P j= b� alors il existe une substitution r�eponse �plus g�en�erale que �. Ceci s'exprime avec contraintes par :P j= c! b) 9 une r�eponse r telle que j= c! rNous savons d�ej�a queP j= c! b) 9 un nombre �ni de r�eponses frig1�i�n telles que j= c! n_i=1 riLe passage de n �a 1 sera obtenu grâce �a la propri�et�e d'ind�ependance des contraintes n�e-gatives pour les contraintes repr�esentant les substitutions applicables �a b : substitutionsidempotentes, les variables libres ~x sont les mêmes. Supposons doncj= 9�~x ~x = ~u! n_i=19�~x ~x = ~tiqui s'�ecrit encore : j= 9~z ~x = ~u! n_i=19 ~yi ~x = ~ti (1)(1) est vraie dans toute interpr�etation, en particulier dans l'univers de Herbrand avecvariables :- le domaine D est l'ensemble des termes avec variables construits sur V et �,- l'interpr�etation d'un symbole de fonction f d'arit�e n est l'application de Dn dansD qui associe aux termes t1, ..., tn le terme f(t1; : : : ; tn).Consid�erons la valuation v qui associe aux variables ~x les valeurs ~u (qui sont des�el�ements du domaine D). Alors la valuation v0 qui prolonge v �a ~xS ~z par l'identit�e sur~z rend vraie 9~z ~x = ~u. Donc la partie droite de (1) : Wni=1 9 ~yi ~x = ~ti est vraie dans v.55



Donc il existe un j tel que 9 ~yj ~x = ~tj est vraie dans v. Donc il existe une valuation v00qui prolonge v �a ~xS ~yj telle que v(~x) = v00(~tj). D'autre part, v(~x) = ~u. Donc ~u = v00(~tj),ce qui exprime que ~u est une instanciation de ~tj ; la substitution ~x = ~u est donc moinsg�en�erale que la substitution r�eponse ~x = ~tj.4.2.4 Branches non �echecLes branches non �echec ont une caract�erisation plus simple que dans le cas g�en�eral :Th�eor�eme 4.12 (Branches non �echec)Les branches non �echec des arbres SLD �equitables pour B selon CR(T ) correspon-dent aux squelettes complets acceptables (�eventuellement in�nis) de racine B.Preuve : Nous savons que les branches non �echec correspondent aux squelettes com-plets S de racine B �niment acceptables. Pour toute partie �nie P de cont(S) il existeun sous-squelette �ni S0 de S tel que P soit incluse dans cont(S0) ; P est donc satis�abledans T . Le th�eor�eme de satis�abilit�e �nie assure que cont(S) est satis�able dans T , cequi veut dire que S est acceptable.Les cons�equences positives de P et du compl�et�e P � sont les mêmes :Th�eor�eme 4.13� P;T j= ~9b ssi P �;T j= ~9b,� P;T j= c! b ssi P �;T j= c! b.Preuve :� P;T j= ~9b) P �;T j= ~9b car tout mod�ele de T et P � est aussi mod�ele de T et P.� Inversement, si P �;T j= ~9b, dans tout mod�ele D de T on a P � j=D ~9b, doncP j=D ~9b ; et ceci pour tout mod�ele D de T ; donc P;T j= ~9b.� Si P;T j= c! b alors P �;T j= c! b car tout mod�ele de P � est un mod�ele de P .� Inversement si P �;T j= c ! b, pour tout mod�ele D de T , toute valuation vsolution de c et tout D-mod�ele I de P �, vD(b) 2 I. Donc vD(b) est dans tous lesD-mod�eles de P �, en particulier le plus petit qui est en même temps le plus petitD-mod�ele de P ; donc vD(b) est dans tous les D-mod�eles de P . Donc P;T j= c! b.Les cons�equences n�egatives de P � correspondent exactement aux buts d'�echec �ni :Th�eor�eme 4.14 Un but  b est d'�echec �ni selon CR(T ) ssi P �;T j= :b.Preuve : Soit b = c 2 B1; : : : ; Bn. Pour montrer que b d'�echec �ni , P �;T j= :bnous allons montrer que les propri�et�es oppos�ees sont �equivalentes :non (P �;T j= :b), b n'est pas d'�echec �ni. 56



) Si non (P �;T j= :b), il existe une pr�e-interpr�etation D mod�ele de T , une D-interpr�etation I mod�ele de P � (c'est-�a-dire point �xe de TPD ) et une valuation vtelles que vI(b) = vrai. Cela signi�e :vD(c) = vraivD(B1) 2 I...vD(Bn) 2 ILes vD(Bi) appartiennent �a un D-mod�ele de P �, donc au plus grand D-mod�elede P � : l'ensemble des racines des D1-arbres de preuve. Donc vD(Bi) est racined'un D1-arbre de preuve Ai. Le n-uplet < vD(B1); : : : ; vD(Bn) > est racined'une D1-forêt de preuve F . Comme pour les D-forêts de preuve �nies, il existeun squelette (�eventuellement in�ni) S, de racine  b, complet, qui correspond�a F : tout n�ud de F (exception faite de la racine) est un D-atome tête d'uneD-r�egle R, il lui correspond donc une clause C de P et une valuation v tellesque R = vD(C) ; apr�es renommage des clauses, ces valuations correspondent �aune unique valuation v telle que F = vD(S). En particulier, S est D-soluble.Donc S est acceptable selon CR(T ). D'apr�es le th�eor�eme \branches non �echec",S correspond �a une branche non �echec dans tout arbre SLD �equitable. Donc bn'est pas d'�echec �ni.( Si b n'est pas d'�echec �ni, il a un arbre �equitable qui a une branche non �echec.D'apr�es le th�eor�eme \branches non �echec", cette branche correspond �a un sque-lette S (�eventuellement in�ni) complet acceptable selon CR(T ). Donc il existeun mod�ele D de T et une valuation v dans D solution de cont(S). Alors vD(S)est une D1-forêt de preuve de racine < B1; : : : ; Bn >, ce qui montre que chaquevD(Bi) est dans le plus grand D-mod�ele de P �. Donc b est vrai dans le mod�ele Dde T , le plus grand D-mod�ele de P � et la valuation v. Donc non (P �;T j= :b).4.3 R�eponses selon un crit�ere CR en relation avec une th�eorie TNous supposons ici que le crit�ere de rejet CR ne co��ncide pas n�ecessairement avecCR(T ) pour une certaine th�eorie T mais est en relation avec celui-ci : les r�eponsesselon CR englobent les r�eponses selon CR(T ).C'est la situation dans laquelle se trouvent l'algorithme \pratique" A utilis�e commecrit�ere de rejet (les r�eponses OUI et PEUT -ETRE sont consid�er�ees comme une ac-ceptation), et la th�eorie th(A).D�e�nition 4.6 (Relation entre CR et T )CR est en relation avec T si pour toute collection de contraintes E, E rejet�ee parCR) E rejet�ee par CR(T ).Il est clair qu'alors toute r�eponse selon CR(T ) est une r�eponse selon CR.Th�eor�eme 4.15 Si CR est en relation avec T ,P;T j= ~9b) b admet une r�eponse (selon CR).57



Preuve : Si P;T j= ~9b alors b admet une r�eponse selon CR(T ), qui est �egalementune r�eponse selon CR.Th�eor�eme 4.16 Si r est une contrainte r�eponse pour le but  b alors P;T j= r ! b.Preuve : Ce n'est qu'un cas particulier de P j= r ! b.Th�eor�eme 4.17 Si P;T j= c! b alors1. T j= c ! Wr2R r o�u R est l'ensemble des contraintes r�eponses (selon CR) pour b,2. il existe un ensemble �ni R0 de contraintes r�eponses (selon CR) tel que T j= c!Wr02R0 r0,3. et si les contraintes ont la propri�et�e ICN , il existe une contrainte r�eponse r telleque T j= c! r.Preuve :1. On sait que T j= c ! Wr2RT r o�u RT est l'ensemble des contraintes r�eponsespour  b selon CR(T ). Et les r�eponses selon CR(T ) font partie des r�eponsesselon CR.2. La couverture �nie est obtenue avec des contraintes r�eponses selon CR(T ), quisont des contraintes r�eponses selon CR.3. Dans le cas ICN , la couverture unique est assur�ee par une contrainte r�eponseselon CR(T ) qui est aussi une contrainte r�eponse selon CR.Th�eor�eme 4.18 Si  b est d'�echec �ni alors P �;T j= :b.Preuve : Si  b est d'�echec �ni selon CR, il est a fortiori d'�echec �ni selon CR(T ),donc P �;T j= :b.
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5 Atomes contraintsLes questions atomiques jouent un rôle primordial parce que :- on peut toujours se ramener �a une question atomique en construisant une nouvelleclause qui a pour corps le but non atomique initial,- les atomes apparaissent explicitement dans les d�erivations �a partir d'un butdonn�e : �a tout n�ud N autre que la racine dans un squelette S on associe l'atomenot�e atome(N).Nous consid�erons ici des atomes contraints qui sont des couples atome-contrainte.Les D-atomes, qui servent �a �etiqueter les arbres de preuve, comprennent des �el�ementsdu domaine de la pr�e-interpr�etation qui ne sont donc pas dans le langage du pro-gramme. Les atomes contraints permettent de s'a�ranchir de toute pr�e-interpr�etationet de rester dans le langage du programme. Ils permettent �egalement de caract�eriser unprogramme comme un ensemble de faits : l'ensemble des atomes contraints d�eduits de Pest un programme �equivalent �a P en ce sens qu'il donne les mêmes contraintes r�eponses.Les atomes contraints sont envisag�es dans [12, 13, 10].D�e�nition 5.1 (Atome contraint)Un atome contraint est un couple < p(~x); c > o�u- p(~x) est un atome portant sur des variables : p 2 �P , ~x est un ensemble devariables distinctes,- c est une contrainte ne comprenant pas d'autres variables libres que ~x.Nous le noterons p(~x) c, comme un fait.Remarque 5.1 La restriction �a des atomes ne comprenant que des variables (dis-tinctes) n'est pas tr�es contraignante car tout atome p(~t) comprenant des termes peut serepr�esenter par p(~x) ~x = ~t.5.1 Instances, ensemble succ�esD�e�nition 5.2 (D-instances)Les D-instances d'un atome contraint dans une pr�e-interpr�etation D constituentl'ensemble de D-atomes :[p(~x) c]D = fp(v(~x)) j v valuation de ~x dans D solution de cgCette d�e�nition se g�en�eralise �a un ensemble d'atomes contraints X :[X]D = [A2X[A]DRemarque 5.2 Si c est insatis�able dans D alors [p(~x) c]D = ;.D�e�nition 5.3 (Ensemble succ�es)L'ensemble succ�es associ�e �a un programme P et un crit�ere de rejet CR estSSCR(P ) = fp(~x) rj j= r $ une contrainte r�eponse selon CR pour vrai 2 p(~x)g59



L'ensemble succ�es et ses intances dans un domaine D sont d�e�nis dans [12, 13] et[10].Notre d�e�nition d'ensemble succ�es est analogue �a celle de [12, 13] et �a SS3 de [10].D�e�nition 5.4 (Relation entre CR et D)Le crit�ere de rejet CR est en relation avec D si toute collection de contraintes rejet�eepar CR est insatis�able dans D.Si le crit�ere de rejet CR est en relation avec la pr�e-interpr�etation D, alors les D-instances de l'ensemble succ�es co��ncident avec le plus petit D-mod�ele de P .Th�eor�eme 5.1 Si CR est en relation avec D alors [SSCR(P )]D =MPD .Preuve :1. Tout �el�ement de [SSCR(P )]D est de la forme p(v(~x)) o�u p(~x)  r est dansSSCR(P ) et v est une solution de r. Donc r est une contrainte r�eponse pour p(~x) ;il existe un squelette �ni S complet de racine  vrai 2 p(~x) dont la contrainteassoci�ee est r. v est une solution de r, donc vD(S) est un D-arbre de preuve (uneforêt de preuve r�eduite �a un seul arbre) de racine vD(vrai 2 p(~x)) = p(v(~x)). CeD-atome p(v(~x)) est donc dans RacPD =MPD .2. Puisque CR est en relation avec D, SSCR(P ) contient SSCR(D)(P ), donc[SSCR(P )]D contient [SSCR(D)(P )]D]. Il su�t alors, pour achever la preuve duth�eor�eme, de montrer que ce dernier ensemble contient MPD . Soit a un �el�ementde MPD = RacPD. a est de la forme p( ~d) et est racine d'un D-arbre de preuve A. Ilexiste un squelette �ni complet S et une valuation v tels que A = vD(S). La racinede S est �etiquet�ee par une clause H  c 2 B1; : : : ; Bn telle que vD(H) = a = p( ~d).Donc H = p(~t) et vD(~t) = ~d. Consid�erons l'arbre S0 construit de la mani�eresuivante :- sa racine est �etiquet�ee par  vrai 2 p(~x),- il a un seul sous-arbre : le squelette S.S0 est un squelette de racine vrai 2 p(~x). Sa collection de contraintes est cont(S0)= cont(S)Sfvrai; p(~x) = Hg. Le symbole de pr�edicat de H �etant p, p(~x) = Hse r�esume �a ~x = ~t. Dans cont(S0) les variables ~x sont distinctes de toutes lesvariables apparaissant dans cont(S). Donc la solution v de S se prolonge en unesolution v0 de S0 en donnant aux variables ~x les valeurs vD(~t) : v0(~x) = vD(~t).S0 est donc un squelette D-soluble de racine vrai 2 p(~x). Soit r sa contrainter�eponse ; p(~x)  r est dans SSCR(D)(P ) et la valuation v0, solution de r, esttelle que v0D(p(~x)) = p(v0(~x)) = p(vD(~t)) = p( ~d) = a. Ceci prouve que a est dans[SSCR(D)(P )]D.5.2 Programme normalis�eD�e�nition 5.5 (Clause normalis�ee) 60



Une clause de programme est dite normalis�ee si elle est de la formep(~x) c 2 B1; : : : ; Bn�A une clause de programme quelconque p(~t) c 2 B1; : : : ; Bn on associe une clausenormalis�ee �equivalente p(~x) ~x = ~t^c 2 B1; : : : ; Bn o�u ~x est un ensemble de variablesdistinctes non libres dans la clause initiale.L'�equivalence entre la clause initiale et la clause normalis�ee a �et�e �etudi�ee au para-graphe 2.5 �a propos du compl�et�e.D�e�nition 5.6 (Programme normalis�e)�Etant donn�e un programme P , un programme normalis�e P 0 est obtenu en rempla-�cant chaque clause de P par une clause normalis�ee �equivalente.Les programmes normalis�es �equivalents �a P sont identiques au nom pr�es des va-riables nouvelles choisies dans les clauses. Nous les appellerons donc \le programmenormalis�e" �equivalent �a P .Exemple 5.1 Le programme Fib :fib(0; 1) vraifib(1; 1) vraifib(N;A+B) N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)est �equivalent au programme normalis�e Fib0 :fib(X;Y ) X = 0 ^ Y = 1fib(X;Y ) X = 1 ^ Y = 1fib(X;Y ) X = N ^ Y = A+B ^N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)�Etant donn�e un but B, les r�eponses pour B dans P et dans P 0 se correspondent :si S est un squelette r�eponse pour B dans P il lui correspond un squelette norma-lis�e S0 obtenu en rempla�cant les clauses par des clauses normalis�ees �equivalentes. Lescontraintes associ�ees ca(S) et ca(S0) sont �equivalentes (au sens j= c$ c0) car la clausep(~t)  c 2 B1; : : : ; Bn �etiquetant un n�ud N de S o�u A = atome(N), produit danscont(S) les contraintesc,p(~t) = A.La clause normalis�ee p(~x) ~x = ~t ^ c 2 B1; : : : ; Bn produit dans cont(S0)c,~x = ~t,p(~x) = A.La partie p(~t) = A de ca(S) est �equivalente �a la partie 9~x(~x = ~t^ p(~x) = A) de ca(S0).On appelle r�eponse normalis�ee un squelette r�eponse dans le programme normalis�e ;la contrainte associ�ee est dite contrainte r�eponse normalis�ee.
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5.3 R�egles d'induction sur les atomes contraintsNous �etudions ici en termes de syst�emes inductifs le probl�eme �evoqu�e par [13] et[10] : l'ensemble succ�es peut être obtenu comme point �xe d'un op�erateur sur les en-sembles d'atomes contraints.On d�eduit du programme P et du crit�ere de rejet CR un ensemble de r�egles d'in-duction sur les atomes contraints. Nous avons vu que tout programme a un �equivalentnormalis�e. Nous supposons d�esormais que le programme P est normalis�e.D�e�nition 5.7 (R�egles associ�ees �a une clause et �a un programme)�Etant donn�e une clause (normalis�ee) C : p(~x) c 2 p1( ~t1); : : : ; pn( ~tn),le syst�eme de r�egles associ�e �a C est l'ensemble R(C) des r�egles(p(~x) r) (p1( ~x1) r1); : : : ; (pn( ~xn) rn)v�eri�ant :� les variables ~x1; : : : ; ~xn sont toutes distinctes et distinctes de ~x,� j= r $ 9�~x(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri)),� r n'est pas rejet�ee par CR.Le syst�eme de r�egles R(P ) associ�e au programme P est l'union des R(C) sur les clausesC de P .Exemple 5.2 Le programme normalis�e Fib0 :fib(X;Y ) X = 0 ^ Y = 1fib(X;Y ) X = 1 ^ Y = 1fib(X;Y ) X = N ^ Y = A+B ^N > 1 2 fib(N � 2; A); f ib(N � 1; B)admet pour syst�eme de r�egles selon le crit�ere de rejet CR(N ) :(fib(X;Y ) X = 0 ^ Y = 1) (fib(X;Y ) X = 1 ^ Y = 1) et toutes les(fib(X;Y ) r) (fib(X1; Y1) r1); (fib(X2; Y2) r2)o�u r1, r2, r sont des contraintes telles que r est satis�able dans N etj= r $ 9N9A9B9X19Y19X29Y2(X = N ^ Y = A+ B ^N > 1 ^X1 = N � 2 ^ Y1 =A ^ r1 ^X2 = N � 1 ^ Y2 = B ^ r2)On d�eduit du syst�eme de r�egles R(P )� l'op�erateur de cons�equence imm�ediate TPCR,� son plus petit point �xe pppf(TPCR),� des arbres de preuve dits arbres de preuve contraints dont les n�uds sont �etiquet�espar des atomes contraints,� l'ensemble des racines d'arbres de preuves contraints RacPCR.D'apr�es ce qui a �et�e montr�e sur les syst�emes inductifs,pppf(TPCR) = RacPCR = TPCR " !62



5.4 Ensemble succ�es et arbres de preuve contraintsNous allons montrer que l'ensemble pppf(TPCR) = RacPCR = TPCR " ! d�eduit dusyst�eme inductif co��ncide avec SSCR(P ).Commen�cons par �etudier les clôtures existentielles dans les contraintes, et la cor-respondance entre les squelettes r�eponses pour les buts  vrai 2 p(~x) et les arbres depreuve contraints.Lemme 5.1 (Clôtures existentielles)Soit f et g deux formules de L(V;�;�C) telles que les variables libres de g com-prennent celles de f ; soit ~y l'ensemble des variables libres dans g mais pas dans f .1. j= f $ 9~y f2. j= (f ^ 9~y g)$ 9~y(f ^ g)Preuve : Pour montrer que deux formules a et b sont �equivalentes au sens j= a$ b,il faut prouver que pour toute interpr�etation D de L(V;�;�C) et toute valuation v,vD(a) = vD(b), ou encore que vD(a) = vrai ssi vD(b) = vrai.1. Soit ~x l'ensemble des variables libres de f ; ~x et ~y sont disjoints. Soit D uneinterpr�etation de L(V;�;�C) et v une valuation dans D. La valeur vD(f) ned�epend que de la partie de v portant sur ~x ; supposons donc que v soit restreinte�a ~x.� Si vD(f) = vrai, tout prolongement v0 de v �a ~xS ~y est tel que v0D(f) =vD(f) = vrai. On d�eduit qu'il existe un prolongement v0 tel que v0D(f) = vraiet donc que vD(9~y f) = vrai.� Inversement, si vD(9~y f) = vrai, il existe un prolongement v0 de v �a ~xS ~ytel que v0D(f) = vrai ; or v0D(f) = vD(f) ; donc vD(f) = vrai.2. Soit D une interpr�etation de L(V;�;�C) et v une valuation restreinte aux va-riables libres ~x de f .� Si vD(f ^ 9~y g) = vrai, vD(f) = vrai et vD(9~y g) = vrai, donc il existe unprolongement v0 de v �a ~xS ~y tel que v0D(g) = vrai. Or v0D(f) = vD(f) = vrai.Donc v0D(f ^ g) = vrai ; donc vD(9~y(f ^ g)) = vrai.� Inversement, si vD(9~y(f ^ g)) = vrai, il existe un prolongement v0 de v �a~xS ~y tel que v0D(f ^ g) = vrai. Alors v0D(f) = vrai et v0D(g) = vrai. OrvD(f) = v0D(f) ; donc vD(f) = vrai. D'autre part v0D(g) = vrai signi�e :vD(9~y g) = vrai. Donc vD(f ^ 9~y g) = vrai.D�e�nition 5.8 (Squelette primitif)On appelle squelette primitif un squelette �ni complet dont tous les n�uds, y comprisla racine, sont �etiquet�es par des classes d'�equivalence de clauses (par variantes) duprogramme P .Rappelons que nous supposons que P est normalis�e ; les clauses intervenant dansun squelette primitif sont donc normalis�ees.63



�� @@@�� @@fib(X1; Y1) X1 = N1 ^ Y1 = A1 +B1 ^N1 > 1 2 fib(N1 � 2; A1); f ib(N1 � 1; B1)fib(X2; Y2) X2 = 1 ^ Y2 = 1fib(X3; Y3) X3 = N3 ^ Y3 = A3 +B3 ^N3 > 1 2 fib(N3 � 2; A3); f ib(N3 � 1; B3)fib(X5; Y5) X5 = 1 ^ Y5 = 1fib(X4; Y4) X4 = 0 ^ Y4 = 1Figure 25 : Squelette S13�� @@�� @@fib(X1; Y1) r1fib(X3; Y3) r3fib(X2; Y2) r2fib(X4; Y4) r4 fib(X5; Y5) r5Figure 26 : Arbre contraint AC1D�e�nition 5.9 (Arbre contraint associ�e �a un squelette primitif)Un arbre contraint est un arbre �etiquet�e par des atomes contraints. Les arbres depreuve contraints sont des arbres contraints. �Etant donn�e un squelette primitif S etune fonction de choix de variantes de clauses (qui sert �a construire cont(S)), l'arbrecontraint associ�e �a C(S) est l'arbre A comportant �a l'�etiquetage pr�es les mêmes n�udsque S, et pour tout n�ud N de S, soit p(~x) la tête de la variante de clause �etiquetant N ,soit SN le squelette extrait de S ayant N pour racine, alors le n�ud N 0 correspondantdans A est �etiquet�e par l'atome contraint p(~x) 9�~xC(SN ).Rappelons que pour un squelette �ni S, C(S) est la conjonction des contraintes decont(S).Exemple 5.3 Pour le programme normalis�e Fib0 (exemple 5.1) le squelette S13 de la�gure 25 a pour arbre contraint associ�e l'arbre AC1 de la �gure 26, o�ur1 = 9N19A19B19X29Y29X39Y39N39A39B39X49Y49X59Y5(X1 = N1^Y1 = A1+B1^N1 > 1^X2 = N1�2^Y2 = A1^X2 = 1^Y2 = 1^X3 = N1�1^Y3 = B1^X3 =N3 ^ Y3 = A3 + B3 ^ N3 > 1 ^ X4 = N3 � 2 ^ Y4 = A3 ^ X4 = 0 ^ Y4 = 1 ^ X5 =N3 � 1 ^ Y5 = B3 ^X5 = 1 ^ Y5 = 1),r2 = X2 = 1 ^ Y2 = 1,r3 = 9N39A39B39X49Y49X59Y5(X3 = N3 ^ Y3 = A3 + B3 ^ N3 > 1 ^ X4 =N3 � 2 ^ Y4 = A3 ^X4 = 0 ^ Y4 = 1 ^X5 = N3 � 1 ^ Y5 = B3 ^X5 = 1 ^ Y5 = 1),r4 = X4 = 0 ^ Y4 = 1,r5 = X5 = 1 ^ Y5 = 1.Lemme 5.2 (Arbre de preuve contraint associ�e �a un squelette primitif)Si S est un squelette primitif acceptable pour CR alors l'arbre contraint associ�eCA(S) est un arbre de preuve contraint. 64



�� @@p(~x) c 2 p1(~t1); � � � ; pn(~tn). . .S1 SnFigure 27 : Squelette primitif SPreuve : La preuve se fait par r�ecurrence sur la hauteur du squelette primitif ac-ceptable S.1. Si S est de hauteur 1, il est r�eduit �a un seul n�ud �etiquet�e par un fait : p(~x) cauquel correspond la r�egle d'induction (p(~x) 9�~xc) . Alors CA(S) est r�eduit�a un n�ud unique �etiquet�e par l'atome contraint p(~x) 9�~xc qui est bien prouv�epar la r�egle ci-dessus ; 9�~xc n'est pas rejet�ee par CR car c'est 9�~xC(S) et S estacceptable.2. Supposons que pour tout squelette primitif acceptable de hauteur au plus h l'arbrecontraint associ�e soit un arbre de preuve contraint ; soit S un squelette primitifacceptable de hauteur h + 1. S a la forme indiqu�ee �gure 27 o�u les Si sont dessquelettes primitifs acceptables de hauteur au plus h. Donc chaque AC(Si) est unarbre de preuve contraint. La racine de Si est �etiquet�ee par qi( ~xi)  9� ~xiC(Si).S �etant acceptable, pi et qi sont le même symbole de pr�edicat ; donc la racinede Si est �etiquet�ee par pi( ~xi)  9� ~xiC(Si). La racine de AC(S) est �etiquet�eepar p(~x)  9�~xC(S) que l'on peut encore �ecrire p(~x)  r o�u r = 9�~x(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ C(Si))). �A la clause �etiquetant la racine de S sont associ�ees lesr�egles d'induction (p(~x) r0) (p1( ~x1) r1); : : : ; (pn( ~xn) rn) o�u r0 est nonrejet�ee et �equivalente �a 9�~x(c^Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri)). �A condition que la contrainter0 soit non rejet�ee, on peut d�eduire des racines des AC(Si) l'atome contraintp(~x) r0 o�u r0 = 9�~x(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ 9� ~xiC(Si))).Il reste �a prouver que r0 est �equivalente �a r (qui intervient dans la racine deAC(S)) ; on en d�eduira, d'une part que r0 n'est pas rejet�ee (parce que r ne l'estpas), d'autre part que AC(S) est un arbre de preuve contraint. Soit ~yi l'ensembledes variables libres autres que ~xi dans Si ; soit ~y l'ensemble des variables libresautres que ~x dans la clause racine de S. Si les variantes de clauses ont �et�e cor-rectement choisies en vue de la construction de cont(S), les ensembles ~x, ~y, ~xi, ~yisont deux �a deux disjoints. r et r0 se r�ecrivent :r = 9~y9 ~x1; : : : ;9 ~xn9 ~y1; : : : ;9 ~yn(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ C(Si)))r0 = 9~y9 ~x1; : : : ;9 ~xn(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ 9 ~yiC(Si)))D'apr�es le lemme sur les clôtures existentielles, r0 est �equivalente aux contraintessuivantes, dont la derni�ere est r :9~y9 ~x1; : : : ;9 ~xn(c ^Vni=1 9 ~yi( ~xi = ~ti ^ C(Si)))9~y9 ~x1; : : : ;9 ~xn(c ^Vni=1 9 ~y1; : : : ;9 ~yn( ~xi = ~ti ^ C(Si)))9~y9 ~x1; : : : ;9 ~xn9 ~y1; : : : ;9 ~yn(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ C(Si)))65



D�e�nition 5.10 ( �Equivalence entre arbres de preuve contraints)Deux arbres de preuve contraints A1 et A2 sont �equivalents, ce qui est not�e A1 �= A2,si leurs n�uds sont en bijection et si les n�uds qui se correspondent sont �etiquet�es pardes atomes contraints �equivalents : p(~x) c et p(~x) c0 avec j= c$ c0.Lemme 5.3 (Squelette primitif associ�e �a un arbre de preuve contraint)Pour tout arbre de preuve contraint A il existe un squelette primitif acceptable S telque A �= CA(S).Preuve : �Etant donn�e un arbre de preuve contraint A on construit le squelette S dela mani�ere suivante :- il a les mêmes n�uds que A aux �etiquettes pr�es,- soit N un n�ud de A, il est �etiquet�e par p(~x)  r ; il a n �ls N1, ..., Nn ; Niest �etiquet�e par pi( ~xi)  ri ; il existe une r�egle de R(P ) (p(~x)  r0)  (p1( ~x1)  r1); : : : ; (pn( ~xn) rn) et j= r $ r0. Cette r�egle est issue d'au moins une clause norma-lis�ee de la forme : C = p(~x) c 2 p1( ~t1); : : : ; pn( ~tn) et j= r $ r0 $ 9�~x(c^Vni=1( ~xi =~ti ^ ri)) et r n'est pas rejet�ee. Le n�ud correspondant N 0 dans S est �etiquet�e par l'unedes clauses C. S est un squelette primitif car il respecte la r�egle de concordance entrel'arit�e d'un n�ud et l'arit�e de la clause qui l'�etiquette.Nous allons montrer par r�ecurrence sur la hauteur de A que l'�etiquette p(~x)  rde la racine de A est telle que j= r $ 9�~xC(S).1. Si A est de hauteur 1, il est r�eduit �a un n�ud unique �etiquet�e par p(~x)  r et(p(~x)  r)  est une r�egle de R(P ). La clause C qui �etiquette l'unique n�udde S permet d'engendrer la r�egle ci-dessus. Donc C est de la forme p(~x)  c etj= r $ 9�~xc. Or C(S) = c. Donc j= r $ 9�~xC(S).2. Si la propri�et�e est vraie pour tout arbre de preuve contraint de hauteur au plus h,soit A de hauteur h+1. A et S sont repr�esent�es �gures 28 et 29. Chaque Ai a pourracine p( ~xi)  ri et (par hypoth�ese de r�ecurrence) j= ri $ 9� ~xiC(Si). La clauseC engendre la r�egle p(~x)  (p1( ~x1)  r1); : : : ; (pn( ~xn)  rn) donc C est de laforme p(~x)  c 2 p1( ~t1); : : : ; pn( ~tn) et j= r $ 9�~x(c ^ Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri)) donc9�~x(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ 9� ~xiC(Si))). Nous avons montr�e dans le lemme pr�ec�edent(arbre de preuve contraint associ�e �a un squelette primitif) que cette derni�erecontrainte est �equivalente �a 9�~x(c ^ Vni=1( ~xi = ~ti ^ C(Si))) qui n'est autre que9�~xC(S). Nous en d�eduisons que- S est acceptable parce que 9�~xC(S) est �equivalente �a la contrainte r de la racinep(~x) r de A,- CA(S) �= A.Th�eor�eme 5.2 SSCR(P ) = RacPCR = pppf(TPCR) = TPCR " !.Preuve : Les deux derni�eres �egalit�es sont d�ej�a prouv�ees comme cons�equences des pro-pri�et�es des syst�emes inductifs. On prouve la premi�ere �egalit�e en montrant que SSCR(P )est inclus dans RacPCR, puis que RacPCR est inclus dans SSCR(P ).66



�� @@p(~x) r. . .A1 AnFigure 28 : Arbre de preuve contraint A�� @@C. ..S1 SnFigure 29 : Squelette S1. Soit p(~x)  r un atome contraint �el�ement de SSCR(P ). r est une contrainter�eponse pour le but vrai 2 p(~x), donc r est �equivalente �a la contrainte associ�ee�a un squelette �ni acceptable S repr�esent�e �gure 30 o�u S0 est un squelette primitifacceptable. Puisque S est acceptable, la racine de S0 est �etiquet�ee par une clause(normalis�ee) qui a p pour symbole de pr�edicat de tête : p(~y)  c 2 B1; : : : ; Bn.D'apr�es le lemme \arbre de preuve contraint associ�e �a un squelette primitif" ilexiste un arbre de preuve contraint A0, d�eduit de S0 et de racine p(~y) r0 o�u r0est telle que j= r0 $ 9�~yC(S0). Nous noterons plutôt r0(~y) cette contrainte pourrappeler qu'elle d�epend des variables libres ~y. On aj= r $ 9�~xC(S)doncj= r $ 9�~x(vrai ^ ~x = ~y ^ C(S0))j= r $ 9�~x(~x = ~y ^ C(S0))j= r $ 9�~x(~x = ~y ^ 9�~yC(S0)) (d'apr�es le lemme \clôtures existentielles")j= r $ 9~y(~x = ~y ^ r0(~y))L'existence de variables ~y telles que ~x = ~y ^ r0(~y) est �evidemment �equivalente �ar0(~x) obtenue en rempla�cant ~y par ~x dans r0 ; le remplacement de ~y par ~x en racinede S0 correspond au remplacement de p(~y) r0(~y) par p(~x) r0(~x) en racine deA0. Ce dernier atome contraint est dans RacPCR qui est d�e�ni �a une �equivalencepr�es sur les contraintes ; or j= r $ r0(~x) ; donc p(~x) r est dans RacPCR. vrai 2 p(~x)S0Figure 30 : Squelette �ni acceptable S67



 vrai 2 p(~x)SFigure 31 : Squelette S02. Si p(~x)  r(~x) est dans RacPCR, il est racine d'un arbre de preuve contraint A.D'apr�es le lemme \squelette primitif associ�e �a un arbre de preuve contraint", ilexiste un squelette primitif acceptable S tel que A �= CA(S). On a j= r(~x) $9�~xC(S).Consid�erons le squelette S0 de la �gure 31.Le calcul de sa contrainte r�eponse provoque le remplacement de p(~x)  : : : �ala racine de S par p(~y)  : : : ce qui donne un nouveau squelette S1. AlorsC(S0) = 9�~x(vrai ^ ~x = ~y ^ C(S1)).D'apr�es le lemme \clôtures existentielles", on a j= C(S0)$ 9�~x(~x = ~y^9�~yC(S1)),donc j= C(S0)$ 9�~x(~x = ~y ^ r(~y))et en�n j= C(S0)$ r(~x))ce qui prouve que p(~x) r(~x) est dans SSCR(P ).[13] et [10] annoncent �a peu pr�es le même r�esultat sans le prouver.[10] n'envisage pas de fermeture existentielle sur la contrainte r�eponse, alors quecela pr�esente l'avantage d'abstraire par rapport aux variables auxiliaires introduitesdans la d�erivation conduisant �a la r�eponse. L'�egalit�e SS3(P;R) = Fix3(P;R) sembledonc v�eri��ee. Par contre, le th�eor�eme 5.9 qui a�rme que P j=R c 2 p(~x) ssi p(~x) c 2SS2(P;R) lorsque c est �nie nous semble inexact : pour le programme de la remarque4.1, vrai 2 p(X) est cons�equence logique de P dans N sans que p(X) vrai soit dansSS2(P;N ).5.5 Atomes contraints et cons�equences logiquesLa pr�esentation des liens entre l'ensemble succ�es et les atomes contraints cons�e-quences logiques du programme (dans certaines circonstances) est inspir�ee du chapitre\Preliminaries on Constraint Logic Programming" de [9].�Etant donn�e une th�eorie T on consid�ere l'ensemble des atomes contraints cons�e-quences logiques de T et du programme P : LT (P ) = fp(~x) c j P;T j= c! p(~x)g.Th�eor�eme 5.3 SSCR(P ) est inclus dans LT (P ).Preuve : Si p(~x)  c est dans SSCR(P ), c est une contrainte r�eponse pour  vrai 2 p(~x) dans le programme P . Ind�ependamment du crit�ere CR on sait qu'alorsP j= c ! vrai 2 p(~x), donc P j= c ! p(~x), donc P;T j= c ! p(~x) pour toute th�eorieT . On en d�eduit que p(~x) c est dans LT (P ).68



�� @@ c 2 p1(~t1); � � � ; pn(~tn)S1 Si Sn. .. .. .Figure 32 : Squelette r�eponse SD�e�nition 5.11 (Couverture �nie)�Etant donn�e deux ensembles de contraintes A et B, A est �niment couvert par Bselon la th�eorie T si, pour toute contrainte a 2 A il existe une partie �nie F de B telleque T j= a! Wb2F b.Cette d�e�nition s'�etend �a deux ensembles d'atomes contraints : A est �niment cou-vert par B si pour tout atome contraint p(~x) c de A il existe dans B un nombre �nid'atomes contraints fp(~x) rigi=1;:::;n, tels que T j= c! Wni=1 ri.Th�eor�eme 5.4 Si le crit�ere de rejet CR est en relation avec la th�eorie T alors LT (P )est �niment couvert par SSCR(P ) selon T .Preuve : Si p(~x) c est dans LT (P ) alors P;T j= c! p(~x) ; le troisi�eme th�eor�emede 4.3 (r�eponses selon CR en relation avec T ) assure qu'il existe un ensemble �ni F decontraintes r�eponses selon CR tel que T j= c! Wr2F r. L'ensemble d'atomes contraintsfp(~x) r j r 2 Fg est une partie �nie de SSCR(P ) qui couvre p(~x) c.5.6 �Equivalence entre le programme et l'ensemble succ�esDes �equivalences entre programmes contraints sont �etudi�ees dans [10] et [3].L'ensemble d'atomes contraints SSCR(P ) peut être consid�er�e comme un ensemblede faits, donc comme un programme dont toutes les clauses sont des faits. Pour abr�eger,notons P+ ce programme. Nous allons montrer que P+ est �equivalent �a P : pour toutbut  b, P et P+ donnent les mêmes contraintes r�eponses.Th�eor�eme 5.5 Les deux programmes P et SSCR(P ) donnent les mêmes contraintesr�eponses selon le crit�ere CR.Preuve :1. Soit r une contrainte r�eponse pour le but B = c 2 p1( ~t1); : : : ; pn( ~tn) dans leprogramme P . Soit ~y l'ensemble des variables libres de B. r est la contrainteassoci�ee au squelette r�eponse S de la �gure 32. Le programme P est suppos�enormalis�e, donc la racine de Si est �etiquet�ee par une clause pi( ~xi)  : : :. Si estun squelette primitif acceptable (car partie de S acceptable). �A Si est donc associ�eun arbre de preuve contraint Ai de racine p( ~xi)  ri tel que j= ri $ 9� ~xiC(Si).Or r = 9�~y(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ C(Si))), doncj= r $ 9�~y(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ 9� ~xiC(Si))) (lemme \clôtures existentielles")j= r $ 9�~y(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri)) 69



�� @@ c 2 p1(~t1); � � � ; pn(~tn)pn(~xn) rnp1(~x1) r1. . .Figure 33 : Squelette S+Consid�erons le squelette S+ de la �gure 33. C'est un squelette pour le programmeP+, et sa contrainte associ�ee est 9�~y(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri)) qui est �equivalente �ar. Donc S+ est acceptable, et r est une contrainte r�eponse dans P+.2. Soit r une contrainte r�eponse pour B dans P+. Il existe un squelette S+ dans P+repr�esent�e �gure 33, et r = 9�~y(c ^ Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri)). Chaque pi( ~xi)  ri est�el�ement de P+ = SSPCR = RacPCR, donc est racine d'un arbre de preuve contraintAi auquel correspond un squelette primitif acceptable Si de racine p( ~xi) : : : etj= ri $ 9� ~xiC(Si).On consid�ere le squelette S repr�esent�e �gure 32. Alors ca(S) = 9�~y(c^Vni=1( ~xi =~ti ^ C(Si))) etj= ca(S)$ 9�~y(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ 9� ~xiC(Si)))j= ca(S)$ 9�~y(c ^Vni=1( ~xi = ~ti ^ ri))j= ca(S)$ rce qui prouve que r est, �a une �equivalence pr�es, une contrainte r�eponse dans P .5.7 Ensemble d'�echec �niL'ensemble d'�echec �ni est constitu�e d'atomes contraints qui sont d'�echec �ni selon lecrit�ere de rejet CR(D).On trouve sa d�e�nition, et ses rapports avec l'op�erateur de cons�equence imm�ediate,dans [12, 13, 15, 16].D�e�nition 5.12 (Ensemble d'�echec �ni)L'ensemble d'�echec �ni associ�e au programme P et �a la pr�e-interpr�etation D est :FFD(P ) = fp(~x) c j  c 2 p(~x) est d'�echec �ni selon CR(D)g.D�e�nition 5.13 (It�eration descendante)TPD # ! est la partie de la D-base d�e�nie inductivement par :TPD # 0 = D-base,TPD # (n+ 1) = TPD (TPD # n),TPD # ! = Tn2IN TPD # n.D�e�nition 5.14 (semi-D-arbre de preuve)Un semi-D-arbre de preuve est un arbre �ni �etiquet�e par des D-atomes tel que, pourtout n�ud interne, s'il est �etiquet�e e et ses �ls e1; : : : ; en, alors e e1; : : : ; en est uner�egle de RD(P ). 70



Un semi-D-arbre de preuve ressemble beaucoup �a un D-arbre de preuve, la seuledi��erence �etant que les feuilles du D-arbre de preuve sont des têtes de faits, alors quecelles du semi-D-arbre de preuve sont des D-atomes quelconques. Lorsque la feuillecorrespond �a un fait, on dit qu'elle est prouv�ee, et que la branche correspondante esttermin�ee.D�e�nition 5.15 (Profondeur)Un semi-D-arbre de preuve est de profondeur n si toutes ses branches non termin�eessont de longueur n (en nombre d'arcs).D�e�nition 5.16 (D�eveloppement d'un squelette partiel)Un squelette partiel est n-d�evelopp�e si toutes ses feuilles ind�e�nies sont �a la pro-fondeur n+ 1 (en nombre d'arcs).Remarque 5.3 Un squelette complet n'ayant aucune feuille ind�e�nie, il est n-d�evelop-p�e pour tout n.Remarque 5.4 (Semi-D-arbres de preuve et squelettes partiels)Les semi-D-arbres de preuve et les squelettes partiels solubles de racine atomique secorrespondent en ce sens que :- �A tout semi-D-arbre de preuve A correspond au moins un squelette partiel, primitifet soluble (comprenant des clauses engendrant les r�egles utilis�ees dans A). Ce squeletteprimitif peut être compl�et�e par un but atomique vrai 2 p(~x) pour donner un squelettepartiel S. Si A est de profondeur n alors S est n-d�evelopp�e.- Pour tout squelette partiel soluble S il existe une valuation v solution de cont(S).A tout n�ud N de S autre que la racine est associ�e un atome not�e atome(N) , mêmesi N est ind�e�ni. L'arbre �etiquet�e par les vD(atome(N)) est un semi-D-arbre de preuveA. Si S est n-d�evelopp�e, alors A est de profondeur n.D�e�nition 5.17 (Solution compacit�e)Le langage des contraintes est solution compact relativement �a la pr�e-interpr�etationD si pour toute contrainte c il existe un ensemble de contraintes fcigi2I tel que j=D:c$ Wi2I ci.On remarquera que les variables libres des contraintes ci sont les mêmes que cellesde c.Cette notion est d�e�nie dans [12, 15, 16, 13]. Nous n'en utilisons que la partie SC2conform�ement �a [15, 16, 13].Lemme 5.4 (Squelettes n-d�evelopp�es et �echec �ni)Un but B est d'�echec �ni selon un crit�ere de rejet CR si et seulement si il existe unentier positif n tel que B ne soit racine d'aucun squelette partiel acceptable n-d�evelopp�e.Preuve : Nous allons montrer que B n'est pas d'�echec �ni ssi il n'y a pas de limitationsur la profondeur des squelettes partiels acceptables de racine B dont les branches nontermin�ees ont même longueur.1. Si B n'est pas d'�echec �ni, il admet une d�erivation non �echec �equitable. Celle-cicalcule un squelette S complet de racine B, �niment acceptable. S est completdonc n-d�evelopp�e pour tout n. 71



2. S'il n'y pas de limitation sur la profondeur des squelettes partiels acceptablesde racine B dont les branches non termin�ees ont même longueur, pour tout n ilexiste un squelette partiel n-d�evelopp�e Sn, de racine B, acceptable.Consid�erons l'arbre A des squelettes partiels acceptables de racine B dont lesbranches non termin�ees ont même longueur. La racine de A est �etiquet�ee parS0 = sq(B). Un n�ud �etiquet�e par S0 est �ls d'un n�ud �etiquet�e par S si S0s'obtient en prolongeant d'un cran toutes les branches non termin�ees de S (S0 estun prolongement de S). A est �a branchement �ni car il n'existe qu'un nombre�ni de possibilit�es de prolonger d'un cran toutes les branches non termin�ees d'unsquelette. Pour tout n, A comprend une branche de longeur n : celle qui joint S0�a Sn. D'apr�es le lemme de K�oenig, A comprend une branche in�nie : une suitein�nie T0 = S0, T1; : : : ; Ti; Ti+1 : : : de squelettes partiels acceptables de racine Btels que Ti est i-d�evelopp�e et Ti+1 est un prolongement de Ti. On en d�eduit uned�erivation in�nie passant par les Ti. Cette d�erivation est �equitable car toute feuilleind�e�nie de Ti a �et�e choisie lorsqu'est atteint Ti+1. Donc B n'est pas d'�echec �ni.Th�eor�eme 5.6 Si le langage des contraintes est solution compact relativement �a D,alors [FFD(P )]D = TPD # !.Preuve :1. Pour prouver que [FFD(P )]D � TPD # !, il faut montrer que si  c 2 p(~x) estd'�echec �ni et si v est solution de c, alors p(v(~x)) 62 TPD # !. Soit ~d = v(~x).Supposons que p( ~d) 2 TPD # ! et que la valuation not�ee ~x := ~d dans laquelle ~xa la valeur ~d est solution de c. Alors, pour tout n il existe un semi-D-arbre depreuve An de profondeur n et de racine p( ~d). �A cet An correspond un squeletteprimitif soluble auquel on peut ajouter une racine �etiquet�ee par c 2 p(~x) pourdonner un squelette partiel Sn n-d�evelopp�e. Sn est soluble car on peut prolongerla valuation v solution du squelette primitif en une valuation dans laquelle ~x = ~d.D'apr�es le lemme ci-dessus,  c 2 p(~x) n'est pas d'�echec �ni.2. La preuve de l'inclusion inverse TPD # ! � [FFD(P )]D utilise la solution compa-cit�e. Montrons que si p( ~d) 62 TPD # ! alors p( ~d) 2 [FFD(P )]D. Il existe un n telque p( ~d) 62 TPD # n, donc p( ~d) n'est racine d'aucun semi-D-arbre de preuve de pro-fondeur n. Consid�erons l'ensemble des squelettes partiels solubles n-d�evelopp�esde racine  vrai 2 p(~x). C'est un ensemble �ni : fSigi=1;:::;m. �A chaque Si cor-respond une contrainte ci = ca(Si) dans laquelle les variables autres que ~x sontquanti��ees existentiellement. ci est satis�able puisque Si est soluble. Mais ci estfausse dans la valuation ~x := ~d, sinon vD(Si) serait un semi-D-arbre de preuvede racine p( ~d) et de profondeur n.� Si m = 0, alors  vrai 2 p(~x) n'est racine d'aucun squelette partiel solublen-d�evelopp�e. D'apr�es le lemme ci-dessus, vrai 2 p(~x) est d'�echec �ni selonCR(D) et p( ~d) en r�esulte par la valuation ~x := ~d.� Si m 6= 0, le langage des contraintes �etant solution compact relativement�a D, pour chaque ci il existe un ensemble de contraintes fcji gj2J tel quej=D :ci $ Wj cji . ci est fausse dans la valuation ~x := ~d, donc il existe unj tel que cji soit vraie dans ~x := ~d. Choisissons pour chaque ci une telle72



contrainte cji que nous noterons c0i. c0i est vraie dans ~x := ~d, et ci ^ c0i estinsatis�able dans D car j=D c0i ! :ci. Consid�erons la contrainte c = Vmi=1 c0i,et le but  c 2 p(~x). c est vraie dans ~x := ~d. Tout squelette S de racine c 2 p(~x) n-d�evelopp�e correspond �a un squelette T de racine vrai 2 p(~x)dans lequel on a remplac�e la contrainte vrai par c. Si T est insoluble, S l'estaussi. Si T est soluble, il fait partie de l'ensemble fSigi=1;:::;m. La contrainteassoci�ee �a S est c^ ci, qui comprend c0i ^ ci. Elle est donc insatis�able. ToutS est donc insoluble. D'apr�es le lemme ci-dessus,  c 2 p(~x) est d'�echec�ni. p( ~d) en r�esulte par la valuation ~x := ~d qui est solution de c.
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