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Abstract

Ce rapport propose une reformulation de la sémantique des programmes logiques
avec contraintes en termes de sémantique positive et sémantique négative dans un cadre
inductif uniforme. Dans ce cadre, les résultats de correction et complétude s’expriment
de maniere naturelle et élégante. En particulier, nous montrons un résultat de com-
plétude de la sémantique négative en utilisant des ensembles infinis de contraintes. Ce
cadre théorique est une extension originale de la « vision grammaticale de la program-
mation logique ».

Mots-clés: sémantique, programmation logique avec contraintes, correction, complé-
tude, induction, co-induction.
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L’introduction des contraintes dans la programmation logique (LP) par [12], pour donner
la programmation logique avec contraintes (CLP), a été une avancée importante a la fois
dans le domaine des applications et de la programmation déclarative. Cette généralisation
permet d’apporter également des nouveaux résultats parce qu’ils s’expriment plus facilement
en termes de contraintes qu’en termes de substitutions (il sont bien entendu vrais dans le
cas particulier de LP).

Dans ce rapport, nous nous intéressons a la correction et a la complétude des sémantiques
opérationnelles de CLP. Nous redémontrons la correction et la complétude de la sémantique
opérationnelle classique [14], que nous appelons positive, en ajoutant de plus les hypotheses
nécessaires sur le solveur de contraintes (en termes de correction et/ou complétude du sol-
veur). Nous ajoutons de plus une nouvelle vision de la suite (éventuellement infinie) des
réponses fournies par le systeme et définissons la sémantique négative. Pour la sémantique
opérationnelle négative nous énoncons également des résultats de correction et complétude
en identifiant aussi les hypotheses sur le solveur de contraintes. Au passage, on retrouve
la complétude de le négation par I’échec dont l'intérét est, en général, limité puisqu’elle
nécessite la complétude du solveur de contraintes.

Nous retrouvons la confluence du calcul au niveau positif (indépendance de la regle de
calcul) et nous montrons une forme de confluence du calcul au niveau négatif.

Ces résultats sont naturels et élégants dans notre cadre utilisant la notion de squelette
d’arbre de preuve issue de la vision grammaticale de la programmation logique [7]. L’ori-
ginalité n’est pas seulement la prise en compte des contraintes, c’est aussi I'utilisation des
squelettes infinis. Comme nous utilisons I'induction au niveau positif, nous utilisons la co-
induction au niveau négatif. Cette dualité se retrouve pour l'ensemble des résultats de ce
rapport.

Ce travail trouve déja des applications intéressantes. Par exemple, il permet une nou-
velle approche du diagnostic déclaratif d’erreur dans laquelle un schéma unique est proposé
pour I'aspect positif (réponses fausses) et 1’aspect négatif (réponses manquantes) qui per-
met d’unifier les algorithmes utilisés [11] (version longue [10]), de définir une nouvelle classe
d’algorithmes de diagnostic et de proposer des nouvelles optimisations sur des algorithmes
déja existants.
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1 Introduction

A cause de I'indéterminisme de la programmation logique avec contraintes (PLC), il y a deux
manieres de lire la suite des réponses obtenues pour un but. Deux niveaux de calcul peuvent
etre considérés:

e niveau positif

Un premier niveau est la dérivation SLD. Une dérivation SLD finie pour un but « g
calcule une contrainte réponse c.

Par exemple si le programme P est formé des trois clauses (Prolog purt)

p(X) « q(X)
q(a)
q(b)

alors pour le but < p(X) l'une des contraintes réponses calculées est X = a.

«—
“«—

La correction du calcul a ce niveau s’exprime par le fait que si ¢ est une réponse a « g
alors ¢ — ¢ est vrai dans la sémantique du programme.

Dans 'exemple il s’agit de la formule X = a — p(X) c’est-a-dire p(a). p(a) est vrai
dans le plus petit modéle de Herbrand de P, p(a) est conséquence logique de P. X =
a — p(X) est conséquence logique de P au sens du calcul des prédicats avec égalité.

A ce niveau, la complétude du calcul s’exprime par le fait que si ¢ — ¢ est vrai dans la
sémantique du programme alors ¢ — \/ ¢; est vrai dans la sémantique des contraintes,
ou les ¢; sont les contraintes réponses au but « g.

Dans 'exemple, on peut considérer que la contrainte ¢ est une conjonction d’égalités
et la formule ¢ — V ¢; est la formule c - X =aVv X = 0.

La sémantique des contraintes, dans ’exemple, peut étre formalisée par le domaine de
Herbrand muni de la seule égalité, ou bien par la théorie compléte de [’égalité de Clark
(connue sous le sigle CET), tout ceci en précisant le langage sous-jacent ([8]).

Par exemple ici, si les seules constantes du langage sous-jacent sont a et b la formule
vrai — p(X) (ici ¢ est la conjonction vide), ¢’est-a-dire YXp(X), est vraie dans le plus
petit modele de Herbrand de P et la formule vraz — X = a VvV X = b est vraie dans le
domaine de Herbrand.

Si au contraire il vy a d’autres constantes alors il y a moins de contraintes c telles que
¢ — p(X) est vrai dans le plus petit modele de Herbrand de P. De plus, a cause de
propriétés particulieres a ce domaine (INC [19]), pour chacune de ces contraintes c,
I'une des formules ¢ — X = a ou ¢ — X = b est vraie dans le domaine de Herbrand.

En termes de substitutions on retrouve que les seuls termes ¢ pour lesquels p(t) est
conséquence de P sont les termes a et b.

IRappelons que Prolog est un cas particulier de PLC. Ici, un programme logique pur suffit & 'explication.



e niveau négatif

Un deuxieme niveau est arbre SLD (ou arbre de recherche). Un arbre SLD fini pour un
but « ¢ calcule une réponse C' qui est la disjonction des réponses du premier niveau.

Dans 'exemple, C' est X = a V X = b. Cette maniere de lire la suite des réponses
obtenues au premier niveau comme une seule réponse du deuxieme niveau est compa-
rable a ce qui peut étre aussi obtenu en Prolog ISO [6] en utilisant convenablement
une primitive comme findall/3.

La correction du calcul a ce deuxieme niveau s’exprime par le fait que si C' est une
réponse a «— ¢ alors ¢ — C est vrai dans la sémantique du programme.

Dans ’exemple, la formule p(X) — X = a vV X = b est bien vraie dans le plus petit
modele de Herbrand de P. Cependant cette formule n’est pas conséquence de P. Elle
est conséquence de I’ensemble de formules {p(X) — ¢(X),q(X) - X =aV X = b}
et donc aussi de I’ensemble de formules {p(X) < ¢(X),q(X) < X =aV X = b} noté

usuellement P*.

En général P* ne suffit pas, il faut lui ajouter une théorie des contraintes (par exemple
CET) et 'on obtient alors le complété de P [3].

A ce deuxieme niveau, un cas particulier est C' = fauz, g — C est —g, c’est I’échec fini.

Dans 'exemple, avec le nouveau but < p(f(X)), C est la disjonction vide, c’est a
dire fauz. VX —p(f(X)) est conséquence de {p(X) — ¢(X),¢(X) - X =aVv X = b}
augmenté de CET puisque =(f(X) =aV f(X) =b) est conséquence de CET.

De fagon plus générale, en un certain sens, la réponse C' au deuxieme niveau signifie
qu’il n’y a pas d’autres réponses du premier niveau que celles qui sont dans C.

Dans l'exemple, avec le but < p(X) la réponse de deuxieme niveau (X =aV X =b)
signifie évidemment qu’il n’y a pas d’autres réponses de premier niveau que X = a et
X =0b.

C’est pourquoi nous qualifions de positif le premier niveau et de négatif le deuxieme
niveau. Malheureusement, il n’existe pas de complétude finie pour le deuxieme niveau
quand il n’existe pas d’arbre SLD fini.

L’exemple le plus trivial est obtenu en prenant C' = wvrai et le programme réduit a
P <D

On a seulement un résultat, connu sous le nom de complétude de la négation par [’échec,
quand —g est dans la sémantique du programme.

On énonce cependant une complétude pour le niveau négatif, qui fait intervenir, en
général, des ensembles infinis de contraintes.

Cette distinction entre calcul positif et calcul négatif est une clarification utile motivée
par les problemes de validation et en particulier le débogage déclaratif [23] o I'on considere
deux sortes de symptomes d’erreur : une réponse fausse (symptome positif) [15], une réponse
manquante (symptome négatif) [26, 10].



Cet article propose un cadre uniforme pour formaliser ces deux sémantiques? et exprimer
clairement les résultats de correction et complétude. En particulier, il formule une complétude
de la sémantique négative en utilisant des ensembles infinis de contraintes. D’un point de
vue opérationnel, ces ensembles infinis sont naturellement introduits par les calculs infinis.
D’un point de vue dénotationnel, ils peuvent étre définis par co-induction.

L’utilité de 'induction (et plus petit point fixe) pour la sémantique est particulierement
bien connue pour la PLC (un programme peut étre vu comme une définition inductive de
relations [22]). La co-induction (et le plus grand point fixe) est utilisée, en général, pour
rendre compte d’objets non bien-fondés (par exemple [20, 5] utilisent ce principe dans un
autre contexte). [21] utilise une sémantique “plus grand point fixe” en programmation logique
pour les calculs infinis. [16] traite également les calculs infinis.

Cet article, en utilisant l'induction et la co-induction, montre combien la sémantique
positive et la sémantique négative ont des définitions et des propriétés naturelles et élégantes.
Les deux sémantiques sont étudiées parallelement de la méme maniere. On retrouve ainsi
facilement ’ensemble des résultats classiques [18, 13, 8] de correction et complétude du niveau
positif en précisant clairement les hypotheses nécessaires sur les solveurs de contraintes. Les
résultats de correction et complétude négative que nous ajoutons en utilisant des ensembles
infinis de contraintes sont obtenus aussi facilement et apparaissent naturels dans ce cadre.

Une autre contribution de cet article est 'extension de la wvision grammaticale de la
programmation logique [7] non seulement & la PLC, en prenant en compte 'incomplétude
des vrais solveurs de contraintes, mais aussi pour traiter la sémantique négative par les
squelettes infinis. Les squelettes finis sont une notion venant de ’analyse syntaxique. Ils sont
utiles pour décrire les calculs et obtenir immédiatement la confluence. D’un point de vue
théorique on peut considérer que la “vision grammaticale” consiste en 'usage systématique
des squelettes (finis ou non) en relation avec des considérations inductives (ou co-inductives).

2La sémantique positive (celle du premier niveau) qui donne une information positive sur le programme
et la sémantique négative (celle du second niveau) qui fournit une information négative sur le programme.

7



2 Préliminaires

2.1 Langage, notations, terminologie, ...

Considérons une fois pour toute quatre ensembles disjoints qui déterminent le langage des
programmes :

e un ensemble infini de variables V ;
e un ensemble de symboles de fonction 33 ;
e un ensemble de symboles de prédicat de contrainte = ;

e un ensemble de symboles de prédicat de programme I1.

Chaque symbole est muni d’une arité.

Un atome pur (appelé ici atome) est une formule atomique p(X) construite sur le langage
du premier ordre £(V,(,1I), ou X est une séquence de variables distinctes.

L’ensemble des contraintes basiques est un sous-ensemble du langage du premier ordre
L(V, X, Z) clos par renommage des variables. Une contrainte est une formule du plus petit en-
semble qui contient ’ensemble des contraintes basiques et qui est clos par conjonction. Dans
la suite, on identifie une conjonction de contraintes basiques avec I’ensemble des contraintes
basiques de la conjonction. Par conséquent, une contrainte est vue comme un ensemble fini
de contraintes basiques.

Dans V on distingue I’ensemble des variables de programme:
Ve ={Xi;j[120,j =1} U{Y; [j > 1}

Cet ensemble sert a normaliser I’écriture du programme, ce qui simplifiera par la suite ’éter-
nel probleme de renommage des variables au cours du calcul puisque celui-ci sera aussi
normaliser en utilisant un autre sous-ensemble de V.

Une clause est une formule po(Xo) < C Api(X1) A+ Apn(X,), olt

e pour tout i =0,...,n: n; étant l'arité de p; € I, X; = X, 1,..., Xin;

e (' est une contrainte telle que I’ensemble de ses ne variables libres qui ne sont pas dans
Uico, nfXij |1 <J <ni}est {Y;|1<j<nc}

Cest-a-dire que le jeme argument (les arguments sont numérotés a partir de 1) du i°Me atome
de la clause (la téte est numérotée O et les atomes du corps a partir de 1) est la variable
X j. Les autres variables qui n’apparaissent que dans la contraintes sont des Y; (j variant a
partir de 1).



Le fait que 'on suppose que toutes les variables de tous les atomes sont distinctes n’est
pas une restriction puisque tous les liens entre elles peuvent étre exprimés dans la contrainte
(par exemple par des égalités). Vp n’est qu'une maniere de normaliser les noms des variables
dans les clauses. Tout programme peut s’écrire sous cette forme.

Un programme est une famille de clauses. Dans la suite, on suppose un programme P fixé.
L’ensemble des indices de P est noté 6(P).

Un nom de clause est un élément de 6(P). La définition de p € TI dans P est la sous-
famille de clauses de P dont le symbole de prédicat de téte est p; elle est indicée par le
sous-ensemble 6,(P) C 6(P). On impose que 6,(P) soit fini pour tout p € II. La clause dont
le nom ('indice) est f est notée clause(P, f).

L’exemple de I'introduction est le programme P que 1’on peut écrire:

(1) p(Xo1) «— Xoq1 =X11Aq(X11)
(2) C](Xo,l) — X0,1 =a
(3) C](Xo,l) — X0,1 =b

Les noms de clauses sont écrits entre parentheses devant chaque clause. Le nom de la pre-

miere clause p(Xo1) < Xo1 = X11 A q(Xy1) est 1, c’est-a-dire que clause(P,1) = p(Xo1) <
Xo1 = X11 A q(Xy1). L’ensemble d’indices de P est 6(P) = {1,2,3} et on a 6,(P) = {1}
et 6,(P) = {2,3}. Les ensembles 3, = et II sont donnés, par exemple, par les symboles
apparaissant dans P.

On utilisera les notations suivantes, ou F' est une formule du premier ordre construite
sur le langage L(V, X, TTUZE) et X ={X,,..., X,,} CV:

e var(F) est 'ensemble des variables libres de F';

e VF est la cloture universelle de F';

JF est la cloture existentielle de F';

d¢ F est la formule 3X; ---3X, F';

et 3_¢F est la formule Hfuar(F)\X'F'

2.2 Versions si, seulement-si et si-et-seulement-si
Pour tout p € II, on définit:
o IF(P,p) =V(p(Xo) — Vyes,p) -5 Br) ;

o FI(P,p) =V (p(Xo) = Vyes,r) 355 B1);
o IFF(P,p) = IF(P,p) AFI(P,p);



ot pour chaque f € 6,(P): clause(P, ) = p(Xy) < By.

On remarque que lorsque la définition de p est vide: FI(P,p) = V(—p(Xy)).

On définit maintenant la version sz de P, la version seulement-si de P et enfin la version
si-et-seulement-si de P (le complété sans théorie des contraintes) comme suit :

o IF(P)={IF(P,p)|pell};

o FI(P) ={FI(P,p) | p € II};

e IFF(P) = {IFF(P,p) | p € IT}.

Pour le programme P donné en exemple, on obtient :

(VX (p(X) o V(X =Y Ag(Y))
IFF(P) = { VX (g(X) o X = av X =) }

Les versions si (IF(P)) et seulement-si (FI(P)) étant obtenues en prenant les implications
dans un sens ou dans 'autre.

On peut remarquer que la version si du programme est équivalente au programme vu
comme ensemble de formules logiques.

2.3 Le calcul: variables de preuve, buts et stores

Un systeme de programmation logique avec contraintes utilise une adaptation de la SLD-
résolution pour calculer I'ensemble des réponses a un but comme décrit dans [12, 13, 8].
Notre propos est de donner un sens logique a cet ensemble de réponses (ou a chaque réponse
isolée).

L’ensemble des variables de preuve® est le sous-ensemble de V :
Vo ={X/;[i>0,j>1,ve N }U{Y/|j>1velNi}
Cet ensemble est utilisé afin de normaliser le renommage de variables durant le calcul.

Un but est un atome p(ngl, e ,ngn). De nouveau, ceci n’est pas une restriction par
rapport aux systemes réels qui autorisent des buts plus généraux, puisqu’on peut toujours
ajouter un nouveau symbole de prédicat a IT et une clause a P (dont le corps est le but et la
téte est construite a partir du nouveau symbole de prédicat et des variables libres du but).

Un store est un ensemble (fini ou infini*) de contraintes basiques dont les variables libres
sont dans Vg. Un store S est satisfiable quand il existe une valuation v telle que pour chaque
c € S: v(c) = vrai. Dans ce cas, v est appelée une solution de S.

3]N*+ est ’ensemble des suite finies d’entiers strictement positifs.
4Dans la suite on s’intéresse & d’éventuelles “réponses infinies”.
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Le mot sur l'alphabet IN, en exposant d’une variable dans le store réponse a un but
correspond en quelques sortes a ’occurence du nceud, dans la preuve, qui a fait apparaitre
la variable. C’est pourquoi les variables du but ont en exposant le mot vide puisqu’il est a
la racine de la preuve.

Cette maniere de normaliser les variables (dans le programme et dans les preuves), en
partie inspirée de [7], est en fait tres proche de la réécriture faite par les compilateurs pour
implanter efficacement les appels comme expliqué, par exemple, dans [4].

2.4 Opérateur de conséquence immeédiate
Une pré-interprétation D est composée de:

e un ensemble non vide ID (le domaine) ;
e pour chaque symbole de fonction ¢ € ¥ d’arité n, une fonction ¢p de ID™ dans ID;

e pour chaque symbole de prédicat de contrainte p € = d’arité n, une relation pp sur
D".

Un D-atome est un “pseudo-atome” noté p(dy,...,d,), ou p € II d’arité n et chaque
d; € ID. La D-base est ’ensemble des D-atomes. Une D-interprétation I est un sous-ensemble
de la D-base. Elle est identifiée a une interprétation qui prolonge® D.

Une valuation v est une application de V' dans ID, étendue, comme d’habitude, en des
applications également notées v:

e définie sur 'ensemble des termes et a valeur dans ID ;
e définie sur I'ensemble des contraintes et a valeur dans {vrai, fauz} ;

e définie sur ’ensemble des atomes et a valeur dans la D-base.

On utilise les notions classiques de D-modele et D-conséquence (notée par E=p). On
trouvera les définitions précises, bien connues, dans [1].

Soit TE Vopérateur de conséquence immédiate sur I'ensemble des D-interprétations défini
par:
v est une valuation,
il existe a «+— C' Aay A---Na, € P,
v(C) = vrai et
pour tout i =1,...,n: v(a;) € I

TR(I) = { v(a)

I étant une D-interprétation, on rappelle que:

5Une interprétation du langage tout entier qui est une expansion de D c’est-a-dire qui ajoute a D, pour
chaque symbole de prédicat de programme p € II, d’arité n, une relation py sur ID".
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o TD(I) C I siet seulement si I est un D-modele de IF(P);
e TP(I) DI si et seulement si I est un D-modele de FI(P);

e TP(I) =1 si et seulement si I est un D-modele de IFF(P).
TE est croissant (et continu), donc il a un plus petit et un plus grand point fixe:

o pppf(TF) est le plus petit D-modele de IF(P) (et IFF(P));

e pgpf(TF) est le plus grand D-modele de FI(P) (et IFF(P)).

Dans cet article il s’agit de formaliser les relations logiques entre un but et les contraintes
réponses a ce but. Cela conduit a étudier les conséquences de IFF(P) de la forme a < F ou
a est une atome et F' est une formule construite sur le langage des contraintes £(V, X, Z).
Par ailleurs, on rappelle que

FV(a = F) o V(e —F)A(e—F))

et

= V(a «— \/ F) < /\ V(a « F;)

1<i<n 1<i<n

En utilisant pppf (TF) et pgpf (TH) on obtient les équivalences suivantes, ot F est une for-
mule sur le langage des contraintes® £(V, %, =), a est un atome, D est une pré-interprétation

et 7 est une théorie des contraintes’ :

e IFF(P) Ep V(a «+ F) si et seulement si IF(P) p V(a «+ F),
et, puisque cela est vrai pour tout D, on a donc:
[FF(P) EV(a « F) si et seulement si IF(P) E V(a «— F),

et de méme:

T,IFF(P) EVY(a < F) si et seulement si 7,IF(P) = VY(a «— F);
e IFF(P) Ep V(a — F) si et seulement si FI(P) Ep V(a — F),

et, puisque cela est vrai pour tout D, on a donc:
I[FF(P) EV(a — F) si et seulement si FI(P) E V(a — F),
et de méme:

T,IFF(P) EVY(a — F) si et seulement si 7,FI(P) EVY(a — F).

Le résultat est faux, en général, quand F est une formule sur £(V, X, TTU ).
"Une théorie des contraintes est une théorie sur le langage des contraintes.
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3 Deux définitions inductives

Cette section donne des définitions préliminaires, utilisées dans la section 5 pour montrer
la correction et la complétude de la sémantique opérationnelle (positive et négative) des
systemes de PLC. Il n’y a pas de notion de calcul ici.

3.1 Une premiere définition inductive

Dans un premier temps on s’intéresse a un ensemble de regles sur les couples (¢ : p(d)), o ¢

est un arbre étiqueté par 6(P) et p(d) est un D-atome.

Pour simplifier I’écriture, dans la suite, f(¢y,...,t,) désigne arbre enraciné par f € §(P)
dont les sous-arbres sont tq,...,1%,.

Pour tout nom de clause f € §(P), soit clause(P, f) = po(Xo) < CAp1(X1)A- - Apa(X,),
pour toute valuation v solution de C, pour tous arbres tq,...,t,, on définit la regle:

booe(X1) -0t v(pa(X))

f(t1, o ytn) s v(po(Xo))

[’opérateur associé a I’ensemble de regles précédent est noté 7,2. Il est croissant (et
continu), donc a un plus petit et un plus grand point fixe.

Prenons comme nouvel exemple le programme :

(0)  fib(Xo1,Xo02) «— Xo1 =0AXp5=0
(1) fib(Xo1,Xo02) — Xo1 =1AXpp=1
(2) fib(Xo1,Xo02) — 1< Xo1 A X1 =X11+1AX1 =X +1A
Xoo = X124+ Xoo A fib( X1, Xi2) A fib(Xa 1, Xoo)

si la pré-interprétation sous-jacente est la pré-interprétation évidente de domaine IN, on a
par exemple la regle:

2(1,1) : fib(10,2) 1: fib(9,5)
2(2(1,1),1) : fib(11,7)

Cette regle n’interviendra, bien entendu, dans aucune preuve!

Un élément ¢ : p(d) du plus petit point fixe de 7,2 est tel que ¢ est fini (77 est continu
et aux “regles faits” correspond un arbre réduit & un seul neeud). ¢ correspond a la notion
de squelette [7] et, exactement, a la notion de squelette complet non rejeté défini par des
termes sur 6(P) dans [10].

Dans notre exemple, 2(2(1,0),1) : fib(3,2) est dans le plus petit point fixe, il est racine
de la preuve:

1: fib(1,1)  0: fib(0,0)
2(1,0) : fib(2,1) 1: fib(1,1)
2(2(1,0),1) : fib(3,2)
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Un élément t : p(d) du plus grand point fixe de 77 est tel que t peut étre infini. ¢
correspond a la notion plus générale de squelette infini.

L’opérateur 772 est tres fortement relié & 'opérateur T2 :

Lemme 1 Lien entre 7,2 et TF

1. {p(d) | il ewiste t tel que t : p(d) € pppf(T7)} = pppf(TF)
(le plus petit D-modéle de IF(P));

2. {p(d) | il existe t tel quet : p(d) € pgpf(T7)} = pgpf(TF)
(le plus grand D-modéle de FI(P)).

Preuve Simple application des définitions inductives.

On a internalisé un codage des preuves: dans ¢ : p(d), t code une preuve de p(d). C’est
comparable a la théorie constructive des types ou les A-termes codent les preuves de formules,
mais ici basé uniquement sur le modus ponens.

3.2 La définition inductive

Les D-atomes ne sont pas des notions syntaxiques. En fait, les calculs ne font appel qu’aux
notions syntaxiques que sont les contraintes et les atomes. La définition inductive précédente
a été donnée a titre pédagogique et parce qu’elle sert aux preuves des résultats des sec-
tions suivantes. On introduit maintenant une seconde définition inductive pour prouver des
“pseudo-formules” du langage. Mais un formalisme plus élaboré sera utile pour tenir compte
d’éventuelles “réponses infinies” :

Un séquent positif est un couple S = p, ou S est un store et p € II. Un séquent positif S - p
est valide dans une interprétation I si pour toute solution v de S: v(p(Xg,,...,X5,)) € [
(n est Parité de p). Quand S est fini, c’est équivalent a I = Acesc — p(Xg 4, .-, X5 ,)-

Un séquent négatif est un couple p F Z, ou Z est un ensemble de stores et p € II. Un
séquent négatif p = Z est valide dans une interprétation I si pour toute valuation v telle que
v(p(Xal, . 7X8,n)) € I:1l existe S € Z et il existe une solution v' de S tels que pour tout
1 <i<n:o(X5,) =v(XG,) Quand Z est un ensemble fini de stores finis, c’est équivalent
allEp(Xey, . Xon) = Vsez I-(xg,,.xz.} Aees C-

Soient F' une formule telle que var(F) C Vp (I’ensemble des variables de programme)
et v € IN',. F" désigne la variante de F' ou les X;; sont remplacés par X7, et les Y sont
remplacés par Y.

Soient F' une formule telle que var(F) C Vs (I'ensemble des variables de preuve) et
k € IN_. F** désigne la variante de F ot les X/ ; sont remplacés par® XZ”;“ et les Y sont

8k est la concaténation de v et k.
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remplacés par Y. Si S est un ensemble de formules alors S** = {F** | F € S}.

On donne maintenant la seconde définition inductive qui prouve des séquents positifs (et
négatifs).

On s’intéresse & un ensemble de regles sur les couples (¢ : S F p), ou t est un arbre
étiqueté par 6(P) et S = p est un séquent positif. Pour tout nom de clause f € 6(P), soit

clause(P, f) = po(Xo) <« C Api(X1) A -+ Apn(X,.), pour tous arbres ¢,,...,t, et pour tout
stores Si,...,S,, on définit la regle:

thh:SikEpr ot Sk,
f(tl,...,tn)ISO '_po

ot So=CUSHU---USUS, avee 8" = Ucicn, Urcjen {X:; = X{;}, ot chaque n; est
I’arité de p;.

L’opérateur associé a cet ensemble de regles est noté 7p. Il est croissant (et continu),
donc a un plus petit et un plus grand point fixe.

Reprenons 'exemple précédent :

(0)  fib(Xo1,Xo02) «— Xo1 =0AXp5=0
(1) fib(Xo1,Xo02) — Xo1 =1AXpp =1
(2) fib(Xo1,Xo02) — 1< Xo1 A X1 =X11+1AX1 1 =X +1A
Xoo = X124+ Xoo A fib(Xy 1, Xi2) A fib(Xa 1, Xoo)

on a par exemple la preuve suivante:

1 { ?1’1 — } - Fib(XE,, X5,) 0 { ?1)1 —oh } - Fib(XE,, X5 )
(1< X5, ANXG,=X],+1A )
Xf,1 = X2€,1 +1 A X5,2 = X1€,2 + X25,2a
Xog=1AX{ =1,

Xg:1 =0A X12:1 =0,

Xf,l = X(},p Xf,2 = X11,1a

X5, = Xg,v X5p= X12,1 J

2(1,0) : = fib(X64, XT1)

\

On peut remarquer que la conclusion de la regle ci-dessus est racine d’une preuve, donc dans
le plus petit point fixe de 'opérateur 7p, 'arbre 2(1,0) est le squelette de cette preuve.

Un élément t : S + p de pppf(7p) est tel que t et S sont finis. ¢t code une preuve de
St p (on remarque que S F p ne dépend que de t), S est équivalent a la notion classique de
contrainte réponse [13] en laissant de coté les problemes de satisfiabilité.

Un élément ¢ : S+ p de pgpf(7p) est tel que t et S peuvent étre infinis. A nouveau, S+ p
ne dépend que de t. S F p est le séquent dont le squelette est t.

Les opérateurs 7.2 et Tp sont reliés par le fait que si t : S = p € pppf(Tp) (resp.
pgpf(7Tp)) et s'il existe une solution v de S alors t : v(p(X5)) € pppf (TF) (vesp. pgpf(TF)).
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Réciproquement, si t : v(p(X5)) € pppf(TF) (resp. pgpf(TF)) alors il existe un store S et
= v'(p(X5)), tels que t : S p € pppf(Tp) (vesp. pgpf(7p)).

Lemme 2 Lien entre 7p et TS

1. {v(p(X§) | il emiste t tel que t: S+ p € pppf(Tp),v(S) = vrai} = pppf (TF)
(le plus petit D-modéle de IF(P));

2. {v(p(X§) | il existe t tel quet: St p € pgpf(Tp),v(S) = vrai} = pgpf (TE)
(le plus grand D-modéle de FI(P)).
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4 Vue logique des définitions inductives

Dans cette section, on donne un sens logique (correction/complétude) a la définition inductive
de la section précédente. On commence par sa correction, du point de vue positif comme du
point de vue négatif.

Pour les lemmes de cette section, on peut se reporter aux petits exemples en prolog pur
donnés en introduction.

4.1 Correction
4.1.1 Correction positive

Lemme 3 Correction positive.

Soit I un D-modéle de IF(P).

Sit: St pe pppf(Tp) alors S+ p est valide dans I (i.e. IF(P) Ep Aesc — p(X§) parce
que S est fini).

Preuve Par induction. O

Corollaire 4 Correction positive.
Sit: Sk pe pppf(Tp) alors T,IF(P) & Aesc — p(X5), ot T est une théorie des
contraintes.

Sit: S p € pppf(Tp) alors IF(P) | Aces ¢ — p(X5)-

4.1.2 Correction négative

On note Z~(p) 'ensemble {S | il existe ¢ tel que t : S+ p € pgpf(7p)}. Le séquent négatif
associé ap € [Test p- Z7(p).

Lemme 5 Correction négative.
Soit I un D-modéle de FI(P).
pE Z7(p) est valide dans I.

Preuve Utilise le lemme 1. O

Corollaire 6 Correction négative.
Si Z~(p) est un ensemble fini de stores finis alors :

FI(P) ):D p(rg) - VSGZ*(p) El—X_S /\CES Cy
T,FI(P) = p(X5) = Vsez-() 3_%z Aces ¢, ot T est une théorie des contraintes;

FI(P) p(X—S) - Vsezf(p) H*X_S Nces ¢
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Pour généraliser le corollaire précédent, on définit la notion de séquent négatif conséquence
d’un ensemble de formules. Un séquent négatif p - Z est conséquence de I' quand il est valide
dans tous les modeles de T'.

Corollaire 7 Correction négative.
pE Z7(p) est conséquence de T UFI(P), ou T est une théorie des contraintes (en particulier
pE Z7(p) est conséquence de FI(P)).

4.2 Complétude

Pour exprimer la complétude de la définition inductive, on introduit une notion similaire a la
notion de séquent, mais qui ne fait référence qu’a des formules sur le langage des contraintes.

Une couverture négative est un couple F' = Z, ou F' est une formule du langage des
contraintes et Z est un ensemble de stores. Une couverture négative F' - Z est valide dans
une pré-interprétation D si pour toute solution v de F': il existe un store S € Z dont v est une
solution. Le cas fini correspond a F' — \/gcz Aceg € valide dans D. Une couverture négative
est conséquence d'une théorie des contraintes 7 si elle est valide dans tous les modeles de
7. La notion de couverture négative quand tous les stores de Z sont finis correspond a la
notion habituelle de couverture dans les théoremes de complétude classiques [18, 13, 25].

Une couverture positive est un couple S F+ F, ou F' est une formule du langage des
contraintes et S est un store. Une couverture positive S F F' est valide dans une pré-
interprétation D si pour toute solution v de S: v est solution de F'. Le cas fini correspond
a Aesc — F valide dans D. Une couverture positive est conséquence d'une théorie des
contraintes 7 si elle est valide dans tout modele de 7.

4.2.1 Complétude positive

On note Z7(p) ensemble {S | il existe ¢ tel que t : S+ p € pppf(Tp)}.

Lemme 8 Complétude positive (couverture positive, interpolation positive).
Soit F' une formule du langage des contraintes.
Si IF(P) Ep F — p(X§) alors la couverture négative 1 x=F+ Z7*(p) est valide dans D.

Preuve Utilise le plus petit D-modele de IF(P) et le lemme 1. O

D’un point de vue logique, cette propriété peut étre vue comme une interpolation: Z*(p)
est une formule intermédiaire (formule d’interpolation) entre 3 xzF et p(X§).

Corollaire 9 Complétude positive et compacité.
Soit F' une formule du langage des contraintes.
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Si T,IF(P) = F — p(X§) alors la couverture négative I xzF I Z7T(p) est conséquence de
T, et il existe une partie finie> Z C Z*(p) telle que El_X—SF F Z est conséquence de T, i.e.
T E fo—gF — Vsez Aees ¢ (compacité de la logique du premier ordre et chaque S € Z7(p)

est fini).

4.2.2 Complétude négative

Lemme 10 Complétude négative (couverture négative, interpolation négative).

Soit F' une formule du langage des contraintes.

Si FI(P) Ep p(X§) — F alors pour tout S € Z(p) : la couverture positive S 3 xzF est
valide dans D.

Preuve Utilise le plus grand D-modele de FI(P) et le lemme 1. O

A nouveau, Z (p) est une formule d’interpolation entre p(Xg) et 1 x=F.

Corollaire 11 Complétude négative et compacité.

Soit F' une formule du langage des contraintes.

Si T,FI(P) | p(X§) — F alors pour tout S € Z (p) : la couverture positive S A x=F est
conséquence de T et il existe une partie finie S’ de S telle que S’ H—XSF est conséquence

de T, i.e. T |E NeegC — %= F.

A travers les lemmes de correction et complétude nous avons donné le sens logique des
séquents positifs et négatifs. Cependant, les systemes réels de programmation logique avec
contraintes ne calculent pas tous ces séquents. Les systemes stoppent le calcul quand ils détec-
tent que le store courant est insatisfiable, grace au “solveur de contraintes”. Par conséquent,
un grand nombre de séquents positifs ne sont jamais calculés. En fait, si S+ p € pppf(7p)
et S est insatisfiable alors S — p(X§) est toujours vrai et sans intérét car indépendant du
programme P. Pour formaliser le solveur de contraintes nous introduisons, dans la section
suivante, le critére de rejet.

9Réduite & un singleton quand le domaine & la propriété d’Indépendance des Contraintes Négatives [19],
comme dans I'exemple donné en introduction.
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5 Correction et complétude (de la sémantique opéra-
tionnelle)

Cette section étudie la correction et la complétude de la sémantique opérationnelle théorique
classique des systemes de PLC.

5.1 Critere de rejet

Un critére de rejet est un ensemble de stores RC. Un store S est rejeté si S € RC. Les
systemes réels ne manipulent que des stores finis, aussi, dans un premier temps, on définit
la relation RC sur les stores finis. Le critere de rejet vérifie les propriétés suivantes, ou S est
un store fini:

e si S € RC alors pour tout renommage de variables : Sf € RC;
e si S € RC alors pour tout store fini S’: SU S’ € RC;

o () & RC (le store vide @ est la constante logique vraz).

Un critere de rejet RC est correct par rapport a la pré-interprétation D (resp. la théorie
7) quand S € RC implique qu’il n’existe aucune solution de S dans D (resp. il n’existe
aucune solution de S dans tout modele de 7).

Un critere de rejet RC est complet par rapport a la pré-interprétation D (resp. la théorie
7) quand s’il n’existe aucune solution de S dans D (resp. s’il n’existe aucune solution de S
dans tout modele de 7) alors cela implique que S € RC.

Par exemple, le critere de rejet peut étre défini par une relation consistent et une fonction
infer (voir [13]) de la maniere suivante: un store S est rejeté si infer(0,S) = (S, Ss) et
S| & consistent.

5.2 Calcul positif

On suppose le lecteur familier avec les notions de dérivation SLD et d’arbre SLD par rapport
a un “solveur de contraintes” [13]| formalisé ici par un critere de rejet. On peut voir une
dérivation SLD comme la construction d’un squelette, elle est alors définie comme une suite
de squelettes partiels finis'® [24] ; un arbre SLD regroupe I’ensemble des dérivations pour un
but selon une regle de calcul [27].

Un calcul positif est une dérivation SLD succes. A toute dérivation SLD succes pour
le but p(X§) selon le critere de rejet RC correspond un élément ¢ : S = p de pppf(7p)

10Un squelette partiel est un squelette dans lequel pour certains nceuds on a remplacé le sous-arbre greffé
par une feuille indéfinie.
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tel que S € RC, et réciproquement. Le séquent positif S - p est alors appelé un séquent
positif RC-calculé. Le squelette fini t caractérise les clauses utilisées par la dérivation et S
est le store calculé par la dérivation. Ceci permet de justifier facilement la propriété appelée
indépendance (positive) de la régle de calcul: les branches succes de deux arbres SLD pour
le but p(X§) sont en bijection (chaque branche succes est caractérisée par un squelette fini
t venant d'un élément ¢ : S F p de pppf(7p) tel que S & RC, et réciproquement).

Comme cas particulier du lemme 3 on a:

Théoreme 12 Correction positive.
Soient RC un critére de rejet et I un D-modéle de IF(P).
S1 S F p est un séquent positif RC-calculé alors S F p est valide dans I.

On peut également énoncer un corollaire comme pour le corollaire 4.

Soit Z*(p,RC) = {S | il existe t tel que t : S + p € pppf(7p), S & RC}, c’est-a-dire
{S | S F p est un séquent positif RC-calculé}.

Théoreme 13 Complétude positive.

Sotent RC un critere de rejet correct par rapport a D et F une formule du langage des
contraintes.

Si IF(P) p F — p(X§) alors la couverture négative I xzF Z*(p,RC) est valide dans
D.

Preuve D’apres le lemme 8 parce que les éléments de Z7(p) \ Z7(p, RC) n’ont pas de
solution dans D. O

De la méme facon, on peut formuler une version du corollaire 9 avec un critere de rejet
correct par rapport a 7.

5.3 Calcul négatif

Un calcul négatif correspond au calcul d'un arbre SLD.

Pour pouvoir formaliser les dérivations infinies (équitables), le critere de rejet est étendu
aux stores infinis de la maniere suivante : un store S est rejeté si et seulement si il existe une
partie finie de S rejetée. C’est une forme de compacité du critere de rejet pour exprimer le
fait que quand une dérivation SLD est infinie le calcul n’a jamais rencontré de store rejeté.

A toute dérivation SLD équitable (finie ou infinie) et non échec pour le but p(X§) cor-
respond un élément ¢ : S F p de pgpf(7p) tel que S & RC, et réciproquement. Le squelette ¢
caractérise les clauses utilisées par la dérivation et S est ’ensemble des contraintes accumulées
par la dérivation. Ceci permet de justifier une propriété que nous appelons indépendance né-
gative de la régle de calcul équitable: les branches non échecs de deux arbres SLD équitables!!

11 0On rappelle que tout arbre SLD fini est équitable (indépendamment de la régle de calcul).
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pour le but p(X§) sont en bijection (chaque branche est caractérisée par un squelette ¢ venant
d’un élément ¢t : S F p de pgpf(7p) tel que S & RC, et réciproquement).

Soit Z=(p,RC) = {S | il existe t tel que t : S+ p € pgpf(7p), S ¢ RC}.

Le séquent négatif associé a p selon RC est p F Z7(p,RC). Le séquent négatif est RC-
calculé quand Z~(p,RC) est un ensemble fini de stores finis (i.e. quand il existe un arbre

SLD fini).

Théoreme 14 Correction négative.
Soient RC un critére de rejet correct par rapport a D et I un D-modéle de FI(P). p +
2~ (p,RC) est valide dans I.

Preuve D’apres le lemme 5 parce que les éléments de Z7(p) \ Z (p,RC) n’ont pas de
solution dans D. J

On remarque que quand il y a échec fini pour le but p(X§) on a Z~(p, RC) = @, donc
pF 0, ie —p(X§) valide dans I.

De méme, on peut formuler une version du corollaire 6 quand RC est correct par rapport

aT.

Théoreme 15 Complétude négative.

Sotent RC un critere de rejet, D une pré-interprétation et F' une formule du langage des
contraintes.

Si FI(P) Ep p(X§) — F alors pour tout S € Z~(p,RC) : la couverture positive S I_x=F
est valide dans D.

Preuve D’apres le lemme 10 parce que Z~(p, RC) est un sous-ensemble de Z~(p). O

A nouveau, on peut formuler une version du corollaire 11 qui amene tres simplement au
résultat bien connu de complétude de la négation par [’échec:

Théoreme 16 Complétude de la négation par 1’échec.

Soit RC un critére de rejet complet par rapport a une théorie des contraintes T .

Si T,FI(P) & —p(X§) alors tout arbre SLD (selon RC) équitable pour le but p(X§) est un
arbre SLD d’échec fini.

Preuve 1l suffit de montrer que Z~(p,RC) est vide (i.e. il n’y a pas de branche non
échec dans les arbres SLD équitables). Mais pour tout S € Z~(p,RC): S I fauz d’apres le
corollaire du théoreme 15 et si Z~ (p, RC) contient un store S alors S n’est pas rejeté et,
parce que le critere de rejet est complet par rapport a 7, on a une contradiction (& cause de
la compacité de la logique du premier ordre). O
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On aurait aimé avoir un résultat de complétude négative finie (qui étende le résultat de
complétude de la négation par I’échec), comme par exemple: si 7,FI(P) & p(X§) — F
alors il existe un arbre SLD fini pour le but p(X§) tel que, pour tout S € Z~(p,RC),
NeesCc — H_X—SF est valide. Mais, on voit la raison pour laquelle il n’y a pas de résultat

plus général de complétude négative finie. Supposons que 7, FI(P) | p(X§) — F. Montrer
qu’il existe un arbre SLD fini pour le but p(X§) tel que chaque succes implique F revient
a montrer que Z~(p, RC) est un ensemble fini de stores finis. Méme si RC est complet par
rapport a 7, le seul cas ou 'on peut le garantir est quand F est fauz, i.e. Z~(p, RC) = 0.
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6 Conclusion

Nous avons esquissé une reformulation de la sémantique de la PLC basée sur les définitions
inductives. En ne considérant que les principes d’induction et de co-induction, les résultats
de bases sont retrouvés d’une maniere tres naturelle et élégante. Par exemple, dans cette
approche, on voit directement ou interviennent les hypotheses sur le solveur de contraintes
(correction, complétude): dans les théoréemes 12 (correction positive) et 15 (complétude
négative) il n’y a aucune hypothese sur le critere de rejet alors que dans les théoréemes 13
(complétude positive) et 14 (correction négative) il est supposé correct (cf figure ci-dessous).
On remarque également qu’il est supposé complet dans le théoréme 16 (complétude de la
négation par ’échec). Peu de vrais solveurs sont complets, d’ou I'intérét limité de ce résultat
dans le cadre de la PLC, et en revanche le grand intérét des recherches autour d’autres types
de négation (par exemple constructive [9]).

positive négative
i RC t
correction \/ ¢; — but b C_O>r§;306i
/ RC correct ]
complétude si F — but alors F — Ve, si but — F alors \V¢; — F

ou F' est une formule sur le langage des contraintes,
les ¢; sont les réponses au but (finies pour le positif, infinies pour le négatif)

complétude de la négation par I’échec: RC complet

Figure 1: Résultats

Dans [17] des résultats de correction et complétude en logique bivaluée sont aussi obtenus
en faisant intervenir des ensembles infinis de formules pour des programmes logiques plus
généraux (normaux, c’est-a-dire avec négation dans les corps de clause). Contrairement a
[17] le présent article ne cherche qu’a étudier le sens logique des réponses obtenues confor-
mément aux sémantiques opérationnelles usuelles. D’autre part les outils théoriques utilisés
ici, (co-)induction et en particulier 'internalisation de la preuve sous la forme d’un arbre
t (squelette) dans le séquent ¢ : S F p, sont beaucoup plus élémentaires et semblent bien
adaptés a cet objectif.

Dans ce formalisme il est possible de donner une définition inductive qui correspond
exactement a ce qui est calculé: il suffit de ne garder que les regles dont la conclusion a un
store non rejeté. Dans ce cas, le plus petit point fixe de 'opérateur associé correspond a la
S-sémantique du programme [2].

Des notions inductives supplémentaires peuvent etre utilisées pour formaliser le calcul
négatif fini: dans [10] une définition inductive est a la base d’une notion d’erreur (non
complétement couvert) associée a un symptome de réponse manquante.

Le cadre théorique esquissé dans cet article est une extension a la PLC de la vision gram-
maticale de la programmation logique [7]. La nouveauté n’est pas seulement le paramétrage
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par un domaine de contraintes et un critere de rejet, c’est aussi 'utilisation des squelettes
finis et infinis. Par exemple, ils fournissent une caractérisation simple des branches (finies ou
infinies) non échec des arbres SLD équitables (indépendance négative de la régle de calcul
équitable).
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Index

atome, 8
D-atome, 11
pur, 8

but, 10

clause, 8

nom de, 9
contrainte, 8

basique, 8

réponse, 15

store, voir store
couverture

négative (F' - Z), 18

positive (S F F), 18
critere de rejet, voir RC

complet, 20

correct, 20

D-atome, voir atome
D-base, 11
D-conséquence, 11
D-interprétation, 11
D-modele, 11
définition inductive
premiere, 13
seconde, 15
dérivation SLD, vour SLD

domaine, 11
échec fini, 22
FI(P), voir programme

[F(P), voir programme
[FF(P), voir programme

de conséquence immédiate, voir TS

premiere définition, voir 7,2
seconde définition, voir 7p

pré-interprétation, 11
prédicat

définition, 9

programme, 9

complété, 6

seulement-si, FI(P), 10

si, IF(P), 10
si-et-seulement-si, IFF(P), 10

RC, 20

séquent

négatif
RC-calculé, 22
négatif (p - Z), 14
négatif associé a, voir Z~(p)
selon RC, voir Z~(p,RC)
positif
RC-calculé, 21
positif (S p), 14

SLD

arbre, 20, 21
dérivation, 20
équitable, 21

squelette, 13, 15

partiel, 20

store, 10

rejeté, 20
satisfiable, 10
solution, woir valuation

indépendance TIZ)), 15
négative de la regle de calcul équitable, Tlfl’) , 11
21 TP, 13

positive de la regle de calcul, 21 valuation, 11

- solution, 10
nom de clause, voir clause )
variable

opérateur de preuve, voir Vs
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de programme, voir Vp
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