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Chapitre 1

Introduction

M. Bergere a réalisé un systeme de mise au point de programmes logiques en Prolog.
Ceci I'a conduit a écrire des méta-programmes. Mais la mise en ceuvre de méta-
programmes pose encore des probléemes de sémantique (et d’implantation).

Aussi, avec G. Ferrand, il a proposé ce stage dont I'objectif est de contribuer a
la réalisation de son systeme, au travers d’une étude théorique de I’état de I'art de
la méta-programmation en Prolog.

1.1 Définition d’un méta-programme

Un méta-programme est un programme qui utilise un autre programme (le pro-
gramme objet) en donnée (ex : interpréte, compilateur, débogueur, générateur de
programmes ...).

Le langage dans lequel est rédigé le méta-programme est appelé le méta-langage,
alors que le langage du programme objet est appelé le langage objet. Le langage objet
et le méta-langage peuvent étre identiques; on parlera d’interprete méta-circulaire
pour désigner un interprete écrit dans le langage qui est interprété. En Prolog, on
peut écrire un interprete méta-circulaire! de facon beaucoup plus claire et concise
que dans d’autres langages (méme de haut niveau, ex : LISP).

1.2 Meéta-programmation en Prolog

Il est important de donner une sémantique aux méta-programmes si ’on souhaite
pouvoir faire des preuves de complétude ou de correction. C’est notre but, et nous
pouvons déja exhiber les problemes que pose la méta-programmation en logique.

Prolog, par la structure méme du langage, est bien adapté a la méta-programmation.
Mais, en Prolog, la définition de méta-programme est plus compliquée a cause des
possibilités fournies par les interpretes Prolog habituels et les théories sous-jacentes
au langage.

Nous pouvons d’une part écrire de fagon purement déclarative (ou “logique”) un
méta-programme utilisant une représentation termale du programme objet. Ce sera
longuement discuté par la suite. Nous pouvons aussi nous servir du prédicat méta-
logique fourni par les interpretes : le prédicat clause. Les programmes ne peuvent
plus étre alors considér’es comme des ensembles de clauses de la logique du premier

"Voir figure 1.3 page 7.



p(f(X)) — f(X) ou p(f (X)) — f(p(X))
fla) < f(p(a)) <

Figure 1.1: méta-programme mélangeant symbole de fonction et symbole de prédicat

ordre. Les symboles de prédicats du programme objet sont aussi des symboles de
fonction du méta-programme. Cela se complique encore si les symboles de fonction
du méta-programme sont également des symboles de prédicats du méta-programme
comme dans I’exemple de la figure 1.1 page 6, ou encore avec le méta-interprete
le plus simple, utilisant le prédicat call présenté dans la figure 1.2 page 6 (dans le
chapitre 7 nous verrons une sémantique qui peut s’adapter a ces programmes).

Dans le dernier exemple, nous sommes loin de la logique du premier ordre. La
méta-variable A, qui est un terme dans la téte de la clause, sera considérée par
Pinterprete Prolog comme un atome dans le corps de la clause. Ici, ce n’est plus
comme dans les exemples précédents un symbole de prédicat identique a un symbole
de fonction, c’est une variable dont I'instance peut étre un terme et un atome a la
fois.

D’autre part, en Prolog, il existe de nombreux prédicats systemes permettant
d’écrire des programmes auxquels on ne peut donner la sémantique logique clas-
sique. Par exemple, les prédicats var, constant, clause, write ... Ces programmes
ont généralement une sémantique non fermée par substitution, mais nous verrons
comment, avec la représentation close définie dans [8], nous arrivons & faire des
preuves de correction ou de complétude.

Le sujet est donc vaste, et pour ne pas nous égarer, il faut définir ce que nous en-
tendons par méta-programme. Nous ne nous intéresserons qu’aux méta-programimes
“purs”, c’est a dire aux méta-programmes qui manipulent un programme objet a
travers une représentation de ce dernier. Nous étudierons différentes représentations
pour le programme objet. Les deux représentations les plus courantes sont la repré-
sentation implicite (Chapitre 4) qui consiste a représenter une constante par une
constante, une variable par une variable, un symbole de fonction par un symbole
de fonction de méme arité et un symbole de prédicat par un symbole de fonction
de méme arité, et la représentation close (Chapitre 5) qui lui est similaire a la dif-
férence qu’une variable est représentée par une constante. En représentation close,
le programme objet est représenté par des termes clos. Les instances incorrectes
d’atomes du programme objet? obtenues en représentation implicite sont éliminées;
il est, de plus, possible d’obtenir dans les racines d’arbre de preuve des représenta-
tions d’atomes dont certaines représentations d’instances ne sont dans aucune racine

ZAu niveau méta, symboles de prédicats objet et symboles de fonctions ne sont pas différenciés.

solve(A) — A

Figure 1.2: Méta-interpréte avec méta-variable



En trois clauses :

solve(empty) «—
solve(x & y) < solve(x) A solve(y)
solve(x) «— clause(z,y) A solve(y)

ou en quatre clauses en ajoutant :

solve(not A) « —solve(A)

Si p(x,z) < q(x,y) A r(y,z) est une clause du programme objet alors
on trouve le fait clause(p(z, z), q(z,y) & r(y,z)) < dans la définition de
clause.

Figure 1.3: Le méta-interpréte vanilla

d’arbre de preuve. Cette représentation du programme objet est donc bien adaptée
au débogage>.

Enfin, dans le chapitre 7, nous étendrons le langage de la programmation en
logique pour ressembler & Prolog (point de vue termal), tout en restant déclaratif.
Nous définirons alors une nouvelle représentation du programme objet.

Les notations, définitions et théoremes régulierement utilisés sont présentés dans
le chapitre 3.

Le chapitre 2 présente un extrait de I’état de I'art de la méta-programmation
en logique. Il se limite aux travaux de Lloyd; il est a préciser que la majorité des
travaux ne se placent pas exactement dans le méme cadre que le notre, puisque,
pour la plupart, ils oublient Prolog et sont basés sur des langages différents®.

Rappelons que aspect dynamique de la méta-programmation (les prédicats
assert et retract) ne nous préoccupe pas ici, nous ne nous penchons que sur I'aspect
statique de celle-ci.

1.3 Le méta-interprete vanilla

En programmation logique, un méta-programme se distingue de fagon tout a fait
naturelle. Il s’agit du méta-interprete vanilla. C’est la référence en matiere de méta-
programmation en logique. Il constitue un point de départ conseillé dans I’étude de
celle-ci.

Les méta-programmes étudiés seront le plus souvent basés sur le méta-interprete
(standard et classique) vanilla de la figure 1.3 page 7.

Le méta-interprete vanilla peut paraitre trop simple, surtout en comparaison des
interpretes méta-circulaires qui sont écrits habituellement avec les langages fonction-
nels ... Il n’en est rien. C’est un méta-interprete clair et concis, et tout a fait efficace.

3L’instance d’une erreur n’est pas toujours une erreur.
*Christiansen dans [3]; Lloyd avec le langage Gédel ...



Sa structure sert de base a de nombreux méta-programmes dont on peut voir des
exemples dans [12, Chapitre 19] (aussi [§], [11] ...).

vanilla constitue le cceur de notre étude. Il sera chaque fois adapté aux besoins
pour faire ressortir son intérét profond, sa généralité, sa simplicité et sa polyvalence.



Chapitre 2

Représentation du programme
objet — Etat de l’art

2.1 Introduction

Dans un méta-programme, il est nécessaire de représenter le programme objet. En
programmation en logique, nous pouvons envisager plusieurs représentations, les
plus utilisées étant la représentation implicite et la représentation close (étudiées
dans les chapitres 4 et 5).

Lloyd, dans [8], décide d’écrire le méta-programme dans un langage différent. Il
choisit la logique typée, et étudie dans ce cadre les deux représentations classiques. Il
a également développé le langage Godel, dans I’objectif de faciliter ’écriture de méta-
programmes. Nous constaterons que I’écriture de méta-programmes aboutit parfois
a Pécriture de programmes infinis ou de programmes pour lesquels les preuves de
correction et de complétude sont longues. Aussi, ’étude de la méta-programmation
peut se faire dans un langage mieux adapté, proche de Prolog, entierement déclaratif,
qui pourra étre compilé en Prolog (voir par exemple les travaux de Christiansen dans

[3])-

2.2 Représentation typée

Nous cherchons ici a donner une sémantique logique au méta-interprete vanilla pour
pouvoir comparer la sémantique du programme objet et celle du méta-interprete.

2.2.1 Pourquoi la logique typée 7

Lloyd dans [8] propose de travailler dans une logique typée. En effet, dans le méta-
interprete vanilla, on peut distinguer deux “sortes” de variables :

e Celles qui sont des termes du programme objet, c’est-a-dire celles qui sont
dans le domaine de l'interprétation du programme objet. Elles apparaissent
dans la définition de clause.

e Celles qui sont des termes du méta-programme, c’est-a-dire celles destinées
a étre instanciées par des atomes (littéraux) ou conjonctions d’atomes (de
littéraux) du programme objet. Elles apparaissent dans la définition de solve.



solve(concat([1,2], [3], [1,2,3])) correspond a :

solve prédicat du méta-programme
concat prédicat du programme objet
1, 2| 3] [1,2,3] termes du programme objet

Figure 2.1: Les différents types d’objets dans le méta-programme.

On peut donc distinguer trois “couches” dans le méta-langage (voir Figure 2.1
page 10). Elles permettent d’exprimer :

e les termes du langage objet,
e les formules du langage objet qui sont les termes du méta-langage,

e les formules du méta-langage.

2.2.2 Passage en représentation typée

Il existe donc deux “sortes” de termes pour le méta-interprete, les termes du langage
objet et les termes représentant des formules du langage objet. Pour pallier ce pro-
bleme, Lloyd introduit des types, et donne la représentation typée (du programme
objet) suivante :

passage d’un langage £ a un langage typé £’ possédant deux types : o (pour objet)
et p (pour méta)!

a constante de £ «—— a' constante de type o de L'
x variable de £ «—— a2’ variable de type o de £’

f fonction n-aire de L «—  f’ fonction n-aire de type
0X0oX--xXo0—o0de/,

p prédicat n-aire de L <+—  p’ fonction n-aire de type
0Xo0X-xo0—pude/

Nous supposons que les applications a — o', x — 2/, f — f' et p — p' sont
toutes bijectives.

Les notions de logique typée et langage du premier ordre typé suffisantes & la compréhension
se trouvent dans [9].
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Nous ajoutons au langage £’ une constante : empty de type u, les symboles de
fonctions : &, if et mot de types p X u — p, p X p — p et p — p. Le langage £’
contient les deux symboles de prédicats solve et clause de types p. Le passage des
termes et atomes du langage £ dans le langage £’ est défini par induction de fagon
évidente ... Si F et G sont des formules de £ représentées par F’ et G' dans £’ alors
—F, FAG et F +— G sont représentées respectivement par les termes not F’, F' & G’
et F'if G’ de types p.

Soit V le programme normal typé, basé sur £, suivant :

solve(empty) «—

YV, x,y solve(x &y) «— solve(x) A solve(y)
V,, x solve(not x) < —solve(z)

YV, x,y solve(x) — clause(xif y) A solve(y)

Si P est un programme normal basé sur le langage £, nous noterons Vp le
programme constitué de V et des clauses : Y,z ... 2} clause(A"if Q') «, pour
chaque clause A «— Q, avec les variables z/ ...z}, du programme P (Q' = empty si

Q est vide).

2.2.3 Théorémes

Soient P un programme normal et @@ un but normal avec les variables z},..., z}.
Soit Vp le programme tel qu’il a été défini plus haut.

Théoremes
1. comp(P) est consistant ssi comp(Vp) est consistant.

2. {z1/t1,...,xk/tr} est une réponse correcte pour comp(P) U {— Q} ssi
{«/t},...,x},/t,} est une réponse correcte pour comp(Vp) U {— solve(Q')}.

3. < Q est conséquence logique de comp(P) ssi «+ solve(Q') est conséquence
logique de comp(Vp).

Corollaires
1. si {a} /t], ..., 2} /t;} est une réponse calculée pour Vp U {« solve(Q')} alors
{z1/t1,...,x/tr} est une réponse correcte pour comp(P) U {— Q}.

2. si Vp U {« solve(Q')} a un arbre-SLDNF d’échec fini alors « @ est consé-
quence logique de comp(P).

Théorémes
1. {z1/t1,...,zk/tr} est une réponse calculée pour P U {— Q} ssi
{z/t],...,x}/t,} est une réponse calculée pour Vp U {— solve(Q")}.

2. PU{< Q} a un arbre-SLDNF d’échec fini ssi Vp U {« solve(Q')} a un
arbre-SLDNF d’échec fini.

Le détail des preuves se trouve dans [8].
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2.2.4 Discussion

La représentation typée peut permettre de donner une sémantique aux méta-programmes
“purs” basés sur le méta-interprete vanilla (voir [12, Chapitre 19] pour de nombreux
exemples). Elle permet d’éliminer, par le typage des termes, les instances “impro-
pres” obtenues en logique classique et les problemes que cela cause (comme nous le
verrons dans le chapitre suivant, ex : solve(concat(concat(z,y, z) &z, uif v,w)) est
une instance de solve(concat(z,y,z))).

Par le typage des termes, nous assurons qu’une variable de type o sera instanciée
par la représentation d’un terme du langage £, et qu'une variable de type p sera
instanciée par la représentation d’une formule du langage L.

Mais, dans le chapitre 4, nous montrerons des bonnes propriétés sur le méta-
interprete vanilla sans types (c’est a dire celui programmé en Prolog, puisqu’on ne
peut pas spécifier d’unification typée), dans la mesure ou 'on ne s’intéresse qu’a des
réponses pour Vp U {solve(Q') <}, Q" étant la représentation d’un atome Q de L.

Il est regrettable que Lloyd n’explique pas pourquoi il s’est intéressé a la logique
typée, comme nous avons tenté de le faire dans la section 2.2.1, surtout au regard
des résultats obtenus dans le chapitre 4. Grace au typage, le méta-interprete vanilla
devient correct (en plus d’étre complet); mais peut-étre a-t-il voulu conserver un
formalisme proche de celui exploité pour les programmes normaux (conséquence lo-
gique du complété) sans alourdir par les instances impropres qui rendent les preuves
difficilement abordables.

D’un point de vue plus opérationnel, nous pourrons implanter un langage basé
sur l'expression de clauses en logique typée (qui pourra étre compilé en Prolog,
il suffit de spécifier 'unification typée), avec lequel il sera aisé d’écrire des méta-
programmes corrects, mais aussi de le prouver.

2.3 Représentation close

Nous présentons ici la deuxiéme partie de [8], concernant la représentation close.

2.3.1 Pourquoi la représentation close ?

Lloyd dans son article s’attache fortement a 'aspect SLDNF (voir méme opération-
nel) de la méta-programmation en logique.

Nous connaissons la différence qu’il existe entre la logique et Prolog. Pouvons-
nous, sous certaine condition, donner une sémantique logique aux prédicats comme
var, constant ... équivalente ou proche de leur sémantique opérationnelle 7 C’est
essentiellement dans ce cadre que Lloyd étudie la représentation close.

2.3.2 Passage en représentation close

Lloyd manipule une représentation close du programme objet dans une logique ty-
pée basée sur un langage £'. £ contient trois types : o, u et 7.

Passage du langage £ au langage typé L' :

12



a constante de £ «—— a' constante de type o de L’

x variable de £ «—— 2 constante de type o de £’
f fonction n-aire de L «— f' fonction n-aire de type
0X0oX--xX0—ode/,

p prédicat n-aire de L +—  p’ fonction n-aire de type
0Xo0oX--xXo0— pude/

Nous supposons que les applications a — o', x — 2/, f — f' et p — p’ sont
toutes bijectives.

Nous ajoutons au langage £’ une constante : empty de type u, les symboles de
fonctions : &, ¢ f, not, positive, negative et resultant de types u X p — p, X — i,
o= b, =, o — et X uxpxpu— n. Le langage £’ contient les symboles
de prédicats solve, succeed, fail, select, derive et clause de types pu X w, p X p, i,
XX XpXp nXuxXyuet p Le passage des termes, atomes et formules du
langage £ dans le langage £’ est défini par induction de fagon évidente ...

Soit, G le programme normal typé, basé sur £', suivant :

V,x,ysolve(x,y) —
succeed(xif x,yif empty)
V, x succeed(xif empty, xif empty)
head_formula(z)
Vol s,u,v,w,,y, 2 succeed(xif y, z)
select(y, 1, positive(s),r,u) A clause(w)A
derive(resultant(z,l,s,r),w,v) A succeed(v, z)
Vul,rys,u,z,y, z succeed(xif y, z) «—
select(y,l,negative(s),r,u) A fail(emptyif s) A succeed(zif u,z)
Vul,rs,u,y fail(emptyify) —
select(y, [, positive(s), r,u)A
Vyw, z (fail(z) « clause(w)Aderive(resultant(empty,l, s, ), w, z))
Vol s,u,y fail(emptyif y) «—
select(y,l,negative(s),r,u) A succeed(emptyif s,emptyif empty)
Vul,rs,u,y fail(emptyify) —
select(y,l,negative(s),r,u) A fail(emptyif s) A fail(emptyif u)
head_formula(empty) —
V,, x head_formula(x) —
conjunction_of literals(z)
V,, x conjunction_of literals(z) «—
literal(x)
V, z,y conjunction_of literals(x & y) «—
literal(x) A conjunction_of literals(y)
v, xliteral(z) «
atom(x)
V, xliteral(not x) «—
atom(x)

13



Pour tout p symbole de prédicat de £ d’arité n :
Vo, -+, xp atom(p'(z1, -+, xy,)) —

Lloyd ne donne pas de définition pour select et derive mais donne leurs séman-
tiques :

e derive est vrai si le premier argument est de la forme resultant(E, F,G, H)
avec FifF & G & H représentant une résultante R et G un atome A, le second
argument représente une clause C, et le troisieme argument représente une
résultante dérivée de R utilisant I’atome sélectionné A et une variante de C2.

e select est vrai si son premier argument représente une conjonction de littéraux
Q, le second argument représente la conjonction a “gauche” du littéral sélec-
tionné dans @, le troisieme argument est de la forme positive(E) si E est le
littéral positif sélectionné ou de la forme negative(E) si —F est le littéral néga-
tif sélectionné, le quatrieme argument représente la conjonction a “droite” du
littéral sélectionné dans @, et le cinquieme argument représente la conjonction
de littéraux obtenue a partir de @ en supprimant le littéral sélectionné.

Si P est un programme normal basé sur le langage £ alors on notera Gp le
programme constitué de G et des clauses : clause(A’if Q') «—, pour chaque clause
A « @ du programme P (Q' = empty si Q est vide).

2.3.3 Théoremes

Soient P un programme normal et (2 un but normal. Soit Gp le programme tel qu’il
a été défini plus haut.

Théorémes

1. Si {z/(Q0H)'} est une réponse correcte pour
comp(Gp) U {— succeed(Q"if Q',xif empty)} alors
6 est une réponse calculée pour P U {— Q}.

2. Si fail(emptyif Q') est une conséquence logique de comp(Gp) alors
P U{— Q} a un arbre SLDNF d’échec fini.

Corollaires

1. Si {z/(QH)'} est une réponse calculée pour
comp(Gp) U {— succeed(Q"if Q',xif empty)} alors
6 est une réponse calculée pour P U {— Q}.

2. Si la substitution identité est une réponse calculée pour
comp(Gp) U {— fail(emptyif Q')} alors
P U {+— @} a un arbre SLDNF d’échec fini.

3. Si {z/(Q0)'} est une réponse correcte pour
comp(Gp) U {— succeed(Q"if Q',xif empty)} alors
6 est une réponse correcte pour comp(P) U {— Q}.

Les définitions de résultantes et dérivations sont données dans [9].
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4. Si fail(emptyif Q') est une conséquence logique de comp(Gp) alors
— (@ est une conséquence logique de comp(P).

Le détail des preuves se trouve dans [8].

2.3.4 Les prédicats méta-logiques

Grace a la représentation close et au méta-interprete Gp, on peut donner la défi-
nition de méta-prédicats tel que wvar, constant ... Cette définition peut se faire a
deux niveaux. Soit le programme P utilise ces “prédicats”, soit c’est dans le méta-
programme qu’ils apparaissent. Lloyd donne les définitions concernant le deuxieme

cas.
Par exemple, si £ contient les constantes aq, - -, a,, alors constant est défini par :
constant(a’) —
constant(al) —
Si L contient les symboles de fonctions fy,---, f,, d’arités kq,---, k,, alors var

et nonvar sont définis par :

Vo x nonvar(zx) < constant(x)
Vo1, Tk, nonvar(fi(zy, -, o)) —

Vowy,- - ? Thor, nom}ar(ﬂn(ml, T 7'/L.km)) —
Vo xvar(z) «— —nonvar(z)

Avec ces définitions pour le méta-programme, nous pouvons nous intéresser a
des buts tels que V,z « solve(p'(z)) A var(z).

2.3.5 Discussion

Le méta-interprete Gp est plus compliqué que le méta-interprete vanilla. vanilla
fait apparaitre un aspect déclaratif alors que G p implante la SLDNF.

D’autre part, nous percevons une volonté opérationnelle sous-jacente & Gp. En
effet, Gp fait plus que rendre compte de la sémantique déclarative de P. Si solve
n’avait qu’un seul argument, un interprete fournirait comme réponse a une question
de la forme solve(Q') avec Q' représentation de @ : OUI si Q est une réponse
correcte pour P, ou NON sinon. Ici, grace aux deux arguments de solve, un interprete
donnera la réponse solve(Q’, R') de la méme fagon qu’il aurait donné la réponse R a
la question @ (rappelons que Q' est clos méme si @ ne I’est pas). En fait, nous verrons
dans le chapitre 5 section 5.5 que nous pouvons conserver ce souci opérationnel en
n’ayant qu’'un seul argument et que nous obtenons méme un méta-interprete plus
polyvalent.

Nous pouvons voir dans le programme Gp (ou sa version simplifiée pour pro-
grammes définis donnée figure 2.2 page 16) que le prédicat derive a un réle primor-
dial. C’est lui qui assurera le lien entre les représentations de variables de ancienne
résultante et leurs instances dans la nouvelle résultante. I1 implante la notion de
dérivation.
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solve(But, Rep) < succes(Butif But, Repif empty)

succes(Butif empty, Butif empty) <
conjonction(But)

succes(Butif Reste, Rep) «—
select(Reste, Gauche, Choix, Droite)A
clause(CI)A
derive( But, Gauche, Choix, Droite, Cl, Nbut)A
succes(Nbut, Rep)

Figure 2.2: Méta-interprete avec représentation close pour programmes définis

Le prédicat clause assure la seule interface entre G et le programme objet P,
Comme la représentation est close, les atomes de la définition de clause sont tous
clos. On constate alors que le typage est completement inutile. Les réponses pour
solve(---) seront obligatoirement bien formées (“typées”) en se plagant dans la lo-
gique classique (sans types).

2.4 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux travaux de Hill et Lloyd issus de [8]. Cet article constitue
le point de départ et la référence pour les chapitres suivants.

L’état de 'art exposé ici parait maigre, mais ne reflete que la réalité quantita-
tive des travaux sur la sémantique des méta-programmes en Prolog. Nous trouvons
d’autres papiers sur la méta-programmation pour lesquels ’accent n’est pas mis sur
la sémantique, ou bien, pour lesquels le langage logique (ou déclaratif) étudié n’est
pas Prolog.

Dans larticle de Hill et Lloyd, la sémantique des méta-programmes est recher-
chée a travers l'interprétation en logique du premier ordre typée de ceux-ci. Les
rapports entre la logique du premier ordre et Prolog sont bien connus; ceux entre
la logique du premier ordre typée et Prolog le sont moins. En Prolog, I'unification
typée n’existe pas. Aussi, les théoremes de ce chapitre doivent étre adaptés a Prolog.
De plus, I'utilisation des conséquences logiques du programme ou de son complété
sont fastidieuses a exhiber lorsque nous ne considérons plus des cas d’école.

Pour toutes ces raisons, nous décidons de reprendre les deux représentations du
programme objet pour les étudier en parlant de plus petit point fixe et de racines
d’arbres de preuve. Ce formalisme tres simple a ’avantage d’étre purement déclaratif
et proche de Prolog. Nous n’étudions que les programmes définis, mais le chapitre 7
présente des résultats sur la sémantique “négative” des méta-programmes.

Qu’il s’agisse de la représentation implicite ou close, a chaque programme objet
correspond un méta-interpete. Nous pouvons écrire un méta-interprete “universel”
qui a la propriété d’interpréter tout programme objet, sans préciser, dans un pre-
mier temps, la représentation choisie. Le programme objet devient un argument de
Pinterprete vanilla. Ce méta-programme est présenté par la figure 2.3 page 17 et
peut étre baptisé super_vanilla. Le probleme en suspens est ’existence d’une repré-
sentation du programme objet et d’une définition du prédicat clause. Le chapitre 7
écartera ces doutes en donnant la version complete de super_vanilla.
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solve(P,empty) «—
solve(P, A& B) < solve(P, A) A solve(P, B)
solve(P, A) « clause(P, Aif B) A solve(P, B)

clause(P,C) appartient a la sémantique du méta-interpréte ssi C est la
représentation d’une instance d'une clause du programme représenté par P.

Figure 2.3: Méta-interpréte indépendant de la représentation de P
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Chapitre 3

Notations utilisées et rappels
sur ’opérateur T

Soit £ un langage du premier ordre, on notera :

VAR, : ’ensemble des variables de £
FONC, :lensemble des symboles de fonctions de £
PRED/, :lensemble des symboles de prédicats de £
TERM, :lensemble des termes de £
ATOM,; :lensemble des atomes de L

Si P est un programme défini et £ le langage de P, on notera Tp 'application :
Tp : P(ATOM;) — P(ATOM;)
définie par :
Tp(I) ={A € ATOM;/3(B «— E) € P et 30 une substitution
telles que oE C I et 0B = A}

Définition :

Un arbre de preuve est un arbre fini dont les noeuds sont étiquetés par des atomes
et tel que pour chaque nceud il existe une instance de clause A «— B; A--- A B, telle
que A soit ’étiquette du nceud et By, ---, B, les étiquettes de ses fils.

Les feuilles de ’arbre sont étiquetés par des instances de faits.
On note parfois adp(Q) un arbre de preuve de racine étiquetée par Q.

Théoréme :
Si RAPp est I’ensemble des racines d’arbre de preuve de P alors

RAPp = U,ey TR(0) =Tp T w = pppf(Tp)

Théoreme :
I est un modele de P ssi Tp(I) C I.

Définition :
I est un post-point fixe de Tp si Tp(I) C 1.
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Théorémes :

e pppf(Tp) est le plus petit post-point fixe de Tp.

e pppf(Tp) est 'intersection de tous les post-points fixes de Tp.

Dans le chapitre 2, la sémantique des programmes est définie par leur interpré-
tation en logique et par les conséquences logiques du complété pour les programmes
normaux. Dans la suite, c’est le pppf(Tp) qui définira la sémantique d’un programme
défini P. Le premier théoreme est a la base de toutes les démonstrations qui suivront.
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Chapitre 4

Représentation implicite

4.1 Motivations

Reprenons ici la représentation typée, introduite par Lloyd et Hill dans [8], & laquelle
nous retirons les types. Nous ’appelons représentation implicite, car les atomes sont
représentés par un terme syntaxiquement “isomorphe”.

De facon intuitive, nous nous apercevons que le typage n’est pas vraiment né-
cessaire si nous nous attachons a ’aspect termal plutot qu’a 'aspect logique de la
programmation en logique. Il est évident que, dans I’ensemble des racines d’arbre
de preuve du méta-interprete, nous trouverons, si le programme objet contient des
clauses avec variables, des atomes de la forme solve(Q) o @ n’est pas représenta-
tion d’un atome du langage objet puisque les variables du programme objet sont
représentées par des variables du méta-langage.

De fagon plus formelle, sachant que nous nous intéressons aux réponses pour
VpU{solve(Q') <} ot Q' est la représentation d’un atome Q du langage objet, nous
pouvons nous interroger sur I'influence de I’élimination du typage sur les résultats
donnés dans [8].

Dans la suite nous nous intéresserons au pppf de Tp (programme objet) et au
pppf de Ty, réduits aux atomes de la forme solve(Q') ot Q' est représentation d’un
atome ). Nous montrerons que ces ensembles sont isomorphes. Le méta-interprete
vanilla comme nous allons le voir est donc complet (nous parlerons de sa correction
relative & un ensemble de buts dans la section 4.5 page 31).

4.2 Représentation implicite du programme P
Soit £ un langage muni des connecteurs «, A et true. Passage de £ a L' :

a constante de £ — a’ constante de £’
x variable de £ — z' variable de £/
f fonction n-aire de £L <«— f’ fonction n-aire de £’

p prédicat n-aire de £L +«— p’ fonction n-aire de £’

Nous supposons que les applications a — o', x — 2/, f — f' et p — p’ sont
toutes bijectives.
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Pour représenter les clauses exprimer dans le langage £, nous ajoutons au lan-
gage L' une constante : empty, les symboles de fonctions : & et if. Le langage £’
contient les deux symboles de prédicats solve et clause.

Le passage des termes, atomes et formules du langage £ dans le langage £ est
défini par induction.
Si f(t1,---,ty) est un terme de £, alors f(t1,---,t,) est représenté par le terme

fi(t), -, t,) de £, ou t|, -+t sont les représentations respectives de ty,- -, tp.

Sip(ty,---,t,) est un atome de L, alors p(ty,---,t,) est représenté par le terme
p(th,---,t) de L', ou t], -t sont les représentations respectives de ty,---,t,.

true est représenté par empty.

Si F et G sont des formules de £ représentées par F’ et G’ dans £’ alors F A G
et I «+ G sont représentées respectivement par les termes F' & G' et F'if G'.

Soit, V le programme normal, basé sur £', suivant :

solve(empty) «—
solve(x & y) « solve(x) A solve(y)
solve(x) « clause(zif y) A solve(y)

Si P est un programme défini basé sur le langage £, nous notons Vp le pro-
gramme constitué de V et des clauses : clause(A’if Q') «, pour chaque clause
A «— @, du programme P (Q' = empty si Q est vide).

Remarque : Nous notons X’ pour dénoter la représentation d’un objet X du
langage £ dans le langage £'.

4.3 Théorémes

Théoréeme 4.1 :
Pour tout Q € ATOM; : Q € pppf(Tp) ssi solve(Q") € pppf(Tv,)
Remarque 4.2 :

Si I' est un post-point fixe de Vp, soit I = {Q € ATOM, / solve(Q') € I'},
alors I est un post-point fixe de P.

Les lemmes suivants sont utilisés pour la preuve du théoreme 4.1 :
o désigne une substitution de TERM,; — TERM/ et ¢’ désigne une substitution
de TERM; — TERM/:.

Lemmes :
4.3 Vo, 30’ telle que si t € TERM alors (ot)' = o't'.
4.4 Yo, 3o’ telle que si A est une formule de £ alors (cA)' = o’ A’

4.5 Yo', o telle que si r et s sont des termes de £ tels que s’ = o'7’, alors s = or.
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4.6 Vo', Ao telle que Si Q et A sont des formules de £ telles que Q' = o’ A’, alors
Q =0A.

4.7 Si A est une formule de £ et Q est une instance de A alors Q' est une instance

de A'.

4.8 Si Q' et A’ sont les représentations des formules A et Q et si Q' est une instance
de A’, alors Q est une instance de A.

4.9 Si @ et A sont des formules de £ alors :
Q est une instance de A ssi Q' est une instance de A'.

Elimination des instances “impropres”

Soient t; la représentation d’un terme de TERM, et t, la représentation d’un
atome de ATOM. ty et t, étant fixés,
soit ¢ : TERM; — TERM/  définie par :

o p(empty) = empty
o ¢t &ta) = pp(t1) & p(t2)
e ¢(t) = ¢p(t) dans tous les autres cas
avec ¢, : TERMg — TERM/ définie par :
o pp(2') =2’ si 2’ est la représentation de z € VAR,

o op(p'(t1, -+ ,tn)) = P'(@p(t1), -+, 0f(tn)) si p’ est la représentation de p €
PRED,

® ©p(t) =t, dans tous les autres cas
et oy : TERM; — TERM/: définie par :
o ps(a') = a' six est la représentation de z € VAR,

o or(fi(t1,- - tn)) = fllop(tr), -+, ¢f(tn)) si f' est la représentation de f €
FONC,

o ©s(t) =ty dans tous les autres cas
Remarques :

1. Sit e TERM: alors p(t) € TERM:.

2.Vt € TERM/, o(t) est la représentation d’un atome ou d’une conjonction
d’atomes de L.

3. Sitest la représentation d’un atome ou d’une conjonction d’atomes de L, alors
p(t) = t.

4. Sit est la représentation d’un atome ou d’une conjonction d’atomes de L, et
si s est une instance de t alors ¢(s) est une instance de ¢.

Preuves :
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1. Evident du fait de la définition de ®.
2. Immédiat, preuve par induction.
3. Immédiat, preuve par induction.

4. Preuve par induction sur les représentations des termes de £, puis immédiat
pour les représentations d’atome et conjonction d’atomes.

@ est donc une application qui laisse invariantes les représentations de formules
de L, et qui transforme les autres termes de £’ pour qu’ils soient représentation
d’une formule de L.

Lemme 4.10 :

S’il existe un arbre de preuve de racine solve(Q') avec Q' = empty ou
Q =p'(--) ou @ =pi(--)& - &py,(--), avec p', pi,---,p;, représen-
tations de symboles de prédicats de L, alors il existe un arbre de preuve
de racine solve(¢(Q')) ayant méme squelette et tel que tous les termes
apparaissant dans les atomes étiquetant les noeuds de ’arbre soient des
représentations d’atome ou de conjonction d’atomes de L.

4.4 Preuves

4.4.1 Preuves des lemmes

Preuve du lemme 4.3 :

Soit o une substitution sur £, nous définissons ¢’ : VAR, — TERM/ ' par :
o'z’ = (ox)'. o' s'étend 8 TERM; — TERDM/: de la facon habituelle.

Sit € VAR, alors t' € VAR, et par définition (ot) = o't'.

Supposons t1,- -, t, € TERM  tels que (ot;) = o't..
Sit=f(ty,---,t,) alors

Conclusion : V¢t € TERM, Vo, (at) = o't'.
Preuve du lemme 4.4 :

Nous reprenons l'application ¢ — ¢’ définie dans la preuve du lemme 4.3.
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Si A= A; A Ay alors

(0A) = (o(A1 A Ag))’
(cA) = (0cAL Ao Ay)
(0A) = (041) & (0 4p)'
(cA) =o'A| & o' A
(0A)" = o'(A] & AY)

( )/ — O_/A/

Si A= A1 «— Ay alors
) = (0(A1 < Az))
) = (0A) — cgAy)
) = (0A1)"if (0 Az)
) =d'Alif o' A
Y =0 (A' if A)
)
Conclusion : V A formule de £, Vo, (cA) =o'A".
Preuve du lemme 4.5 :
Soit 7 et s € TERM_, tels que s’ est une instance de 7/, donc s’ = 3r’.
Une simple preuve par induction montre qu’il existe o’ telle que s’ = o'r’ et
Va' € VAR, o'z’ est la représentation d’un terme de L. Seules ces substitutions
seront utilisées dans la suite.

Soit o définie par cx =t sit' = o'x’.

Sir' € VAR, et s/ = o'r' alors s = or par définition de o.

Soit 7y, , 7y et 81,8, € TERM: tels que si = o'r) = s, = or;.
Sir=f(ry,---,rn) et s = f'(s],-,s],) =co'r" alors

or =of(ry,---,rn)

or = f(ory, -, ory)

or = f(s1,--,5n)

or =s

Conclusion : Si r et s sont deux termes de TERM tels que s’ = o7/,
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alors s = or.
Preuve du lemme 4.6 :
Nous reprenons l'application ¢/ — o définie dans la preuve du lemme 4.5.
SiA=p(ry,--,rm) et Q =d A =p'(s},---,s]) alors
oA = O-p(rla T 77‘77,)
oA =p(ory,---,ory,)
oA = p(81, e 7Sn)
cA=Q

SiA= A AAyet Q =QL&Q) =o' Al
avec A} et A} tels que 0’Al = Q) = 0 A; = Q; alors
oA = O'(A1 A Ag)
0cA=0A1 NoAsy
CA=Q1NQ2
cA=0Q

SitA=A4) — Ay et Q =Qif QL =0"A
avec A et A} tels que 0’ AL = Q) = 0 A; = Q; alors

oA =0(A — As)
0A=0A] «— 0Ay
oA =01 — Qo
cA=Q
Conclusion : Si A et @ sont deux formules £ telles que Q' = o’ A’, alors Q = o A.
Preuve du lemme 4.7 :
Conséquence immeédiate du lemme 4.4.
Preuve du lemme 4.8 :
Conséquence immeédiate du lemme 4.6.
Preuve du lemme 4.9 :

Conséquence des lemmes 4.7 et 4.8.

Preuve du lemme 4 .10:

e Soit un arbre de preuve de hauteur 0 et de racine solve(Q'). Cet arbre est :

solve(empty)
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or p(empty) = empty donc
solve(empty)

est un arbre de preuve de racine solve((Q')) et de méme squelette.

e Supposons que la propriété soit vraie pour tout arbre de preuve de profondeur
inférieure a n.
Soit un arbre de preuve de hauteur n + 1, de racine solve(Q’) avec Q' de la
forme voulue.
Nous distinguerons deux cas :

— D’arbre est de la forme :

solve(ty & t9)

adp(solve(ty)) adp(solve(ts))
t1 par hypothése sur les racines étudiées est de la forme p'(---) avec p’
représentation de p € PRED,, donc ¢(t1) = ¢p(t1).
Il existe par hypothese un arbre de preuve de racine solve(p(t1)) et un
autre de racine solve(p(t2)), donc il existe un arbre de preuve de racine
solve(p(t1) & ¢(t2)) et de méme squelette.
Or p(t1) = @p(t1) donc p(t) & p(t2) = pp(t1) & p(ta) = @(t) & t).

Donc il existe un arbre de preuve de racine solve(¢(Q')), et de méme
squelette.

— D’arbre est de la forme :

solve(ty)

VRN

clause(ty if to) adp(solve(ts))

Par hypothese il existe un arbre de preuve de racine solve(yp(ts)) car
t11f ty est une instance d’une représentation d’une clause de P donc t9
est empty, p'(---) ou pi(---) & - &pm(--+). Si tyif ty est instance de
A'if E' représentation d’une clause A « F de P alors ¢(t1)if o(ts) est
instance de A’ if E'.

Donc il existe un arbre de preuve de racine solve(p(ty)) et de méme
squelette.

Conclusion : S’il existe un arbre de preuve de racine solve(Q') alors il existe
un arbre de preuve de racine solve(p(Q')), de méme squelette, dans lequel tous les
atomes de la forme solve(B') sont tels que B’ est la représentation d’une conjonction
d’atome (éventuellement vide) de L.
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4.4.2 Preuve du théoréme 4.1

=
Montrons que si Q € pppf(Tp) alors solve(Q') € pppf(Ty,).
Rappels : pppf(Tp) = Unenw Tp 1 1.
Nous montrons donc que Vn, [Q € Tp T n = solve(Q") € pppf(Tv,)]-

e casn=20

Tp10=0donc Q€ Tp10= solve(Q") € pppf(Tv,).

e récurrence
Supposons que Vi <n, Q € Tp 1 i = solve(Q") € pppf(Tv,)-

SiQ € Tp 1 nalors 3(A « FE) € P et 30 une substitution,
telles que cA =Q et oE CTp Tn—1.

Si F = true

alors (A «) € P donc (clause(A’if empty) <) € Vp.
Si Q est instance de A alors Q' est instance de A’ (d’apres le lemme 4.9).

Donc :
)

clause(Q' if empty) solve(empty)

solve(Q'

est un arbre de preuve de solve(Q').

Or RAPy, = pppf(Tv,) donc solve(Q') € pppf(Tv,).

Si E=BiA---ANBp,

oB; € Tp T n — 1 donc solve((6B;)") € pppf(Tv,)-

Si (A« E) € P alors (clause(A'if B &---& B,,') <) € Vp,

Q' if (0B1) &+ & (cB,,)" est instance de A’if B] & --- & B}, d’apres le lemme 4.9
(Q = (0 A)).

A «— F est une clause donc les B; sont en nombre fini.

Soit adp(solve((0B;)")) 'arbre de preuve de solve((oB;)").
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clause(Q"if (6B1) & -+ & (0Bp,)’) solve((cBy) & -+ & (6 Bp,)")
adp(solve((cBy)")) solve((cBz2) & -+ & (6 Bp,)")
adp(solve((oBs)")) i

adp(solve((cBy,)"))

est un arbre de preuve de solve(Q").
Par conséquent, solve(Q') € pppf(Tv,)-

Conclusion :

Vn, [Q€Tp T n= solve(Q") € pppf(Tx,)].
Donc Q € pppf(Tp) = solve(Q') € pppf(Tv,)-

<

Montrons que si solve(Q') € pppf(Ty,) alors Q € pppf(Tp).

Nous montrons (comme pour =) que :

Vn, [solve(Q') € Ty, T n = Q € pppf(Tp)].

e casn=20
Ty, 10 =0 donc solve(Q") € Ty/, 1 0 = Q € pppf(Tp).

e récurrence
Supposons que Vi < n, solve(Q") € Ty, 11 = Q € pppf(Tp).
Si solve(Q') € Ty, 1 n alors il existe un arbre de preuve de racine solve(Q').
Cet arbre est de la forme :

solve(Q")
clause(Q'if E') adp(solve(E"))

(Les deux premieres clauses pour solve ne nous intéressent pas car Q' est la
représentation d’un atome de L)
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Nous distinguerons deux cas :
Si E' = empty
alors :

solve(Q")
clause(Q' if empty) solve(empty)
est un arbre de preuve de solve(Q'").
clause(Q'if empty) < est une instance de (clause(A’if empty) <) € Vp
donc (A «—) € P.

Si Q' est une instance de A’ alors @ est une instance de A d’apres le lemme 4.9,

et donc Q € pppf(Tp).
SiE' =B & --&B

alors :
solve(Q")
clause(Q"if B1 & --- & B),) solve(By{ & --- & B]))
adp(solve(BY)) solve(By & --- & BL))

I

I

/ |

I

adp(solve(BY)) !

adp(solve(BL,))

est un arbre de preuve de solve(Q").

Pour pouvoir appliquer I’hypotheése d’induction, il faut montrer qu’il
existe un arbre de preuve de racine solve(Q') identique a celui ci-dessus
(de méme hauteur), tel que B} est la représentation d’un B; € ATOM.

D’apres le lemme 4.10, il existe un arbre de preuve de racine solve(p(Q'))

ayant méme squelette que celui ci-dessus, avec tous les B représentation
de B; € ATOM/, or Q" est la représentation de Q € ATOM , donc

p(Q) =Q".

Nous savons donc qu’il existe un arbre de preuve de racine solve(Q’),

identique a celui représenté, et tel que tous les B! sont la représentation
d’un B; € ATOMp.
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Vi, adp(solve(B)) a une hauteur inférieure a n,

donc solve(B;) € Tyy, T n — 1 et par hypothese B; € pppf(Tp).

Si clause(Q'if By & --- & Bl,)) < est une instance de

(clause(A’if E') <) € Vp alors (A «+— E) € P

et, d’apres le lemme 4.9, Q «— By A--- A\ B,, est une instance de A «— F,
donc Q € pppf(Tp).

Conclusion :
Vn, [solve(Q) € Ty, Tn=Q € pppf(Tp)].
Donc solve(Q') € pppf(Ty,) = Q € pppf(Tp).

—

Nous pouvons conclure :

Pour tout Q € ATOM,,
Q € pppf(Tp) ssi solve(Q') € pppf(Tv ).

4.5 Comparaison avec Hill et Lloyd, et Conclusion

D’apres les théoremes 8.4 et 8.6, ainsi que le lemme 8.2 de [9] et de la définition
de réponse calculée (ou de résolution restreinte aux unificateurs les plus généraux),
nous avons montré que :

Théoréeme 4.11 :
{z1/t1,- -, 2 /tn} est une réponse calculée pour P U {Q <} ssi
{}/t|,--+,z} /t.} est une réponse calculée pour Vp U {solve(Q’) «}.

Ce résultat rejoint celui de Lloyd dans [8], mais il a été obtenu ici sans typage. En
fait, le théoreme est rigoureusement identique dans son énoncé au théoréme 2.3.3 (1)
de [8]. Cependant il est plus général puisque, non seulement, le langage £’ de Lloyd
est inclus dans celui que nous avons défini, mais aussi la sémantique de son méta-
interprete “est incluse” dans la nétre. Nous savons qu'il existe des programmes objets
tels que solve(Q') est racine d’arbre de preuve, et Q' n’est pas la représentation d’une
formule de £. En d’autres termes, le méta-interprete de Lloyd est correct, le notre
ne 'est pas, mais le théoreme reste valide.

Nous avons montré (sans typage) que le méta-interprete vanilla est correct et
complet pour des buts de la forme solve(Q') < on Q' est la représentation d’un
atome @) du langage L.

Soit SUBST; 'ensemble des substitutions VAR, — TERM,.
Soit 1 : SUBST; — SUBST: définie par : Vo, ¥(o)(z') = (o(x))

Remarque évidente : si o est un unificateur le plus général de A et B formules
de L alors ¥ (o) est un unificateur le plus général de A’ et B’.

D’apres le lemme 4.9 et les remarques précédant le lemme 4.10, si @ est 'ins-
tance commune la plus générale de A et B alors Q' est l'instance commune la plus
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générale de A’ et B’. Nous constatons rapidement que Q' est instance de A’ et B’
par ¥ (o) et que cette substitution est un unificateur le plus général de A’ et B'.

Théoréme 4.12 :
Si P U {«< Q} réussit avec la réponse o alors Vp U {«— solve(Q')} réussit avec
la réponse ¢ (o).

preuve :
Le théoreme 4.12 est conséquence immédiate du théoreme 4.11 et de la remarque
précédente.

La représentation implicite permet d’obtenir des résultats tout a fait satisfaisants
pour les méta-programmes style vanilla. Mais elle est limitée.

Dans le cas d’un débogueur, 'instance d’une erreur pour un programme P n’est
pas toujours une erreur pour ce programme. Aussi, il est impossible d’utiliser la
représentation implicite pour représenter le programme objet et ses erreurs.

Dans le chapitre 5 nous étudions une autre représentation du programme objet
qui permettra de déclarer une sémantique contenant des représentations de formules
du langage objet non fermées par substitution (dans le langage objet, la sémantique
d’un programme logique est, bien entendu, toujours fermée par substitution).
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Chapitre 5

Représentation close

5.1 Motivations

Dans la section 2.3, nous avons étudié la représentation close typée et le méta-
interprete de Lloyd. Nous avons expliqué dans la section 2.3.5 que le typage était
ici complétement inutile. Donc, contrairement a la représentation implicite, le méta-
interprete sans typage reste complet et correct.

Lloyd vise un aspect opérationnel puisque, pour lui, solve(Q’, R') est conséquence
logique de comp(Gp) ssi R est conséquence logique de comp(P), et R est une
instance de Q. Ou, en d’autres termes, solve(Q', R') est tel que si Q' est un but
alors R’ est la représentation d’une réponse correcte pour P U {«— Q}.

Nous n’attachons pas d’importance ici aux réponses pour un but donné, mais
nous désirons traduire la sémantique suivante :

solve(Q") € pppf(Tg,) ssi Q € pppf(Tp).

Aussi, 'intérét est déclaratif et non opérationnel, puisque si Q ¢ pppf(Tp) a pour
instance R € pppf(Tp) alors solve(Q') échoue (Q' est clos en représentation close).
Ou, en d’autres termes, si R € pppf(Tp) et R est une instance de @ alors jamais
solve(Q') ne réussit avec réponse o’ telle que 0’Q" = R'. Mais nous discuterons ce
point dans la section 5.5.

Nous n’étudierons donc pas le méta-interprete de la figure 2.2 page 16, mais dans
un esprit d’homogénéité nous reprenons vanilla, avec cette fois une représentation
close du programme objet.

Nous montrons que vanzlla est, dans ce cas, correct et complet, ce qui n’est pas
aussi évident que sa complétude et sa correction relative en représentation implicite.

5.2 Représentation close du programme P

Soit £ un langage muni des connecteurs <, A et true. Passage de £ a L' :
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a constante de £ — a’ constante de £’
x variable de £ — z' constante de £/
f fonction n-aire de L <«— f’ fonction n-aire de £’

p prédicat n-aire de £L +«— p’ fonction n-aire de £’

Nous supposons que les applications a — o', x — 2/, f — f' et p — p' sont
toutes bijectives.

Nous ajoutons au langage £’ une constante : empty, les symboles de fonctions :
& et if. Le langage £’ contient les deux symboles de prédicats solve et clause.

Le passage des termes, atomes et formules du langage £ dans le langage L', est
défini par induction.

Si f(ty,---,t,) est un terme de L, alors f(ty,---,t,) est représenté par le terme
fi(#, -+, t) de L', ou t),--- ¢! sont les représentations respectives de t1,- -, t,.

Sip(ty,---,t,) est un atome de L, alors p(ty,---,t,) est représenté par le terme
p(th,---,t) de L', ou t},--- t) sont les représentations respectives de ty,---, 1.

true est représenté par empty.

Si F et G sont des formules de £ représentées par F’ et G’ dans £’ alors F A G

et I« G sont représentées respectivement par les termes F' & G' et F'if G'.
Soit G le programme normal, basé sur £, suivant :

solve(empty) «—
solve(x & y) «— solve(x) A solve(y)
solve(x) « clause(zif y) A solve(y)

Si P est un programme défini basé sur le langage £ alors nous notons Gp le pro-
gramme constitué de G et des clauses : clause(A’if Q') «, pour chaque instance
d’une clause A < @Q du programme P (Q' = empty si Q est vide).

Remarque : Nous notons X’ pour dénoter la représentation d’un objet X du
langage £ dans le langage £ (méme convention de notation que dans le chapitre 4).

5.3 Théoremes

Théorémes :
5.1 Pour tout Q € ATOM_ : Q € pppf(Tp) ssi solve(Q') € pppf(Tg,)

5.2 Gp est un méta-interprete correct et complet.

34



5.4 Preuves
5.4.1 Preuve du théoréme 5.1
=

Montrons que si Q € pppf(Tp) alors solve(Q') € pppf(Tq,)-
Montrons par récurrence sur n que Vn, [Q € Tp | n = solve(Q') € pppf(Tg,)]-

e casn=20
Tp10="0donc Q€ TpT0= solve(Q") € pppf(Tg,)-

e récurrence
Supposons que Vi <n, Q € Tp 1 i = solve(Q') € pppf(Ta,)-

Si Q@ € Tp T n alors il existe Q « FE instance d’une clause de P telle que
E=trueou ECTp n-—1.

Si E = true
Q < est instance d’une clause de P donc (clause(Q"if empty) <) € Gp.

N

clause(Q' if empty) solve(empty)

solve(Q'

est un arbre de preuve de solve(Q'), et par conséquent solve(Q') € pppf(Ta,)-

Si E=BiA---AB,

solve(B;) € pppf(Ta,) par hypothese donc il existe un arbre de preuve de
racine solve(B)), noté adp(solve(BY))).

Q < FE est instance d’une clause de P donc clause(Q'if E') —€ Gp.
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solve(Q")

N

clause(Q'if B} & --- & Bl,) solve(B} & --- & B!,)
adp(solve(By)) solve(By & --- & B),)
1
1
/ |
1
adp(solve(BY)) !
adp(solve(B},))
est un arbre de preuve de solve(Q') et par conséquent solve(Q') €
prpf(Ta,)-
Conclusion :

Vn, [Q €Tp 1 n=solve(Q") € pppf(Tg,)]-
Donc Q € pppf(Tp) = solve(Q') € pppf(Ta,)-

<

Montrons & Paide d’une spécification! inductive que si solve(Q') € pppf(Tg,) alors
Q € pppf(Tp).

Rappels sur la correction partielle relativement a une spécification.
Un programme P est dit partiellement correct pour une spécification S, ou S est
dite valide pour P si et seulement si pour tout atome de la dénotation de P de la
forme p(ty,---,t,), la formule SP[ty,---,t,] est valide.

Une spécification S est dite inductive pour le programme logique P si et seule-
ment si elle vérifie la condition :
pour toute clause de P de la forme po(ty) < pi(t1) A+ A pp(tn)
la formule SP1[t1] A - -+ A SPr[t,]| = SP[to] est valide.

Théoréme :
Une spécification S est valide pour P si et seulement si elle est conséquence lo-
gique d’une spécification inductive.

Soit la spécification S = {S*°lve, Selause} définie par :

Ssove = radp(solvel)

"Voir [4] pour un complément sur les spécifications.
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Selause — inst(clausel)
Avec radp(z) vrai si x = Q' est représentation d’une conjonction d’atomes telle

que Q@ C pppf(Tp), ou x est représentation d’un atome Q € pppf(Tp), ou = est
empty; et inst(z) vraie si = est la représentation d’une instance d’une clause de P.

Montrons que S est inductive pour Gp :

e 1° clause : solve(empty) «—
vrai = radp(empty) est valide par définition de radp.

e 2° clause : solve(z & y) «— solve(x) A solve(y)
radp(x) A radp(y) = radp(z & y) est valide par définition de radp.

e 3° clause : solve(z) « clause(xif y) A solve(y)
radp(y) ANinst(zif y) = radp(z)
Si radp(y) est valide alors y est représentation de E C T | j pour un certain

J.
Siinst(zify) alors zif y est la représentation de @ « E qui est une instance

d’une clause de P.
Par définition de Tp, Q € Tp T j + 1 donc Q € pppf(Tp).

e autres clauses : clause(Q'if A)
inst(Q'if A’) est valide par définition du prédicat clause de Gp

La spécification est inductive, donc elle est valide.
Si solve(Q') € pppf(Gp) alors Q' est empty ou Q' est représentation d’une conjonc-
tion d’atomes @ telle que Q@ C pppf(Tp) ou Q' est représentation d’un atome

Q € pppf(Tp).

Conclusion :

solve(Q') € pppf(Ta,) = Q € pppf(Tp).

<~

Nous pouvons conclure :

Pour tout Q € ATOM,,
Q € pppf(Tp) ssi solve(Q') € pppf(Tg,)-

5.4.2 Preuve du théoréme 5.2

Nous savons par le théoreme 5.1 que G p est correct. Montrons par induction sur les
arbres de preuve qu’il est complet.

Nous montrons que solve(Q') € pppf(Tg,) ssi Q' est empty ou Q' est repré-
sentation d’un atome ou Q' est représentation d’une conjonction d’atomes.

e casn=20

Tg, 10=0donc Vsolve(Q") € Tg, 10 solve(Q") vérifie I'hypothese.
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e récurrence
Supposons I'hypothese vraie pour tout solve(Q') € Tg, 1 ¢, i < n. Montrons
qu’elle est vraie pour tout solve(Q') € Tg, Tn.
Si solve(Q') € Tg, 1 n alors nous distinguerons trois possibilités correspon-
dant aux trois clauses définissant solve.

1. Parbre de preuve de solve(Q') est :
solve(empty)

donc solve(Q') vérifie ’hypothese.
2. larbre de preuve de solve(Q’) est :

solve B' & B2

N

adp(solve(BY) adp(solve(B)))

avec solve(By) et solve(By) € Tg, 1 n — 1 donc vérifiant ’hypothese.
Donc Bj & B, est représentation d’une conjonction d’atomes.

3. l'arbre de preuve de solve(Q') est :

solve(Q")

clause(Q'if E') adp(solve(E"))

Q'if E' est représentation de Q « E instance d’une clause de P par
définition du predicat clause (rappelons que Q'if E' est un terme clos).
Donc Q' est représentation d’un atome Q.

Conclusion :

solve(Q") € pppf(Tg,) ssi Q' est empty ou Q' est représentation d’un atome
ou d’une conjonction d’atomes.

Remarque : Nous avons supposé que A est associatif, c’est a dire que (B} & B}) & B}
est représentation de (By A By) A B3 = By A (By A Bs).

Le méta-interprete Gp est correct et complet.
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5.5 Conclusion

Nous constatons que la correction de Gp permet d’avoir des preuves plus courtes
(théoreme 5.1, partie <=, par rapport au théoréeme 4.1). Nous avons pu réduire
également la taille de la partie = par la définition de clause :

clause(C") ssi C' représentation d’une instance d’une clause de P
par rapport a la représentation implicite ou la définition de clause est :

clause(C") ssi C' représentation d’une clause de P.
Nous aurions pu simplifier de la méme maniere la preuve en représentation implicite,
en prenant la méme définition pour clause, mais pourquoi avoir un programme infini
si cela n’est pas nécessaire ...

Nous n’avons pas eu besoin des lemmes du chapitre 4 ici. Par ailleurs, ils sont

tous faux en représentation close. Si @) est instance de A et Q # A alors Q' n’est
pas instance de A’ (@' est clos).

Intéressons-nous a l'aspect opérationnel de Gp et répondons au probleme sou-
levé dans la section 2.3.5. Nous annoncions que le méta-interprete de Lloyd avec
le prédicat solve & deux arguments permettait d’obtenir en deuxieme argument les
réponses a un but en premier argument.

Par exemple si P est le programme :

p(z,a)
p(b,c) —

le méta-interprete de Lloyd donne comme réponse au but solve(p'(z',y'), X) :
X = (o, a!
X = p/(t, )
alors que pour Gp solve(p'(x',y')) conduit & un échec.
En revanche, pour le but solve(p’(X,Y)), nous obtenons les réponses :
X =2 Y =d
X=0 Y =¢
En remplacant les représentations de variables par des variables dans le but, nous
retrouvons 'effet opérationnel voulu.
Mais, Gp peut faire plus encore puisque pour le but solve(p'(z',Y)) s’affichera
I’unique réponse :
Y =d
C’est-a-dire que nous pouvons nous intéresser aux réponses pour un but, en contrai-
gnant ces réponses & contenir des variables. Ceci sera réalisé moins simplement avec
le méta-programme de Lloyd.
D’un point de vue opérationnel, G p traduit agréablement la sémantique décla-
rative de P. Dommage qu’il s’agisse d’un programme infini ...
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Chapitre 6

Sémantique close,
représentation implicite et
représentation close

6.1 Introduction

Nous proposons, dans ce chapitre, d’étudier la variante du méta-interprete vanilla
qui rend compte de la sémantique close du programme objet P. Elle sera notée Hp.

Nous comparons ensuite Hp avec la sémantique close des méta-programmes V p
et Gp.

Nous montrons également que la représentation des variables de VAR est sans
importance et ne modifie pas la sémantique de Hp.

Enfin, nous comparons représentation implicite et représentation close a travers
les arbres de preuve de Vp et Gp.

6.2 Le méta-programme Hp

Supposons, provisoirement, que nous reprenons la représentation close pour le pro-
gramme objet.

Soit Hp le programme constitué de G et des clause(A’if Q') < pour chaque
instance close d’une clause A «+ @ du programme P (Q' = empty si Q est vide).

6.3 Théoremes
Soit SEMS = {Q € pppf(Tp)/Q est clos }

Théoréeme 6.1 :
solve(Q') € pppf(Tw,) ssi Q € SEME.

Remarques :
6.2 Il n’est plus nécessaire de décider d’une représention des variables pour Hp.

6.3 Hp est aussi le méta-interprete utilisant la représentation implicite, tel que

solve(Q') € pppf(Tw,) ssi Q € SEME.
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6.4 Si Q' est la représentation d’un atome Q alors : solve(Q') € pppf(TH,) ssi
solve(Q') € SEM‘C,P

6.5 Il existe P tel que pppf(TH,) # SEM‘C,P.
6.6 Il existe P tel que pppf(TH,) # SEMgP.
6.7 Il existe P tel que SEM&  # SEMy; .
6.8 Pour tout P, S’EMgP =pppf(Tg,)-

Notons £! le langage de la représentation implicite et £2? le langage de la re-
présentation close. X! désigne la représentation implicite de X et X? désigne la
représentation close de X.

Nous appelons arbre de preuve bien formé dans le langage L', tout arbre de
preuve tel que les atomes étiquetant ses nceuds sont bien formés. Nous notons
ATOM BF1 l'ensemble des atomes bien formés. D’apres le lemme 4.10 du cha-
pitre 4, pour tout @ € ATOM_, si solve(Q') € pppf(Ty,) alors il existe un arbre
de preuve bien formé de racine solve(Q') et ayant méme squelette.

Soit ¥ : TERM ;1 — TERM > 'application définie par :

Vo e VAR, ¢(z!) = 22

VfeFONCg, f darité net Vi, ---t, e TERM,
D, ) = FP(0(), -, ¥(t,)

Vp € PRED,, p d’arité net Vt,---t, € TERM,
P!ty tn) = P2((H), ()

Y(emptil) = empty?

Viti,ts € TERM, Y(t] &' t3) = ¥(t1) & 1 (t3)

Vit t, € TERM, o(t]if ' t3) = ¥(t]) if? ¢(t3)

1 définit une bijection entre VAR, 1 et VAR

1 s’étend a v : ATOMBF;1 — ATOM > par :
W(solve! (Q1)) = solve*($(Q1))
b(clausel QD)) = clause(H(Q"))

Remarques :
e 1 est bijective, notons 1)~ 'application réciproque.

e Si Q' est la représentation implicite de Q et si Q? est la représentation close

de Q alors ¥(Q') = Q2.

adp(X) désigne un arbre de preuve de X. Notons v (adp(X)), arbre obtenu en
appliquant ¢ a chaque atome étiquetant un nceud de 'arbre adp(X).

Théoréme 6.9 :
Soit Q € ATOM, si adp(solve' (Q')) est un arbre de preuve bien formé de ra-

cine solve! (Q') pour Vp alors 9(adp(solve' (Q'))) est un arbre de preuve de racine
solve?(Q?) pour Gp.
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Théoreme 6.10 :
Soit Q € ATOMyp, si adp(solve?(Q?)) est un arbre de preuve de racine solve?(Q?)

pour Gp alors ¢~ (adp(solve?(Q?))) est un arbre de preuve bien formé de racine
solve! (Q') pour Vp.

Corollaire :

6.11 ¢ est une bijection entre les arbres de preuve bien formés de Vp et les arbres
de preuve de Gp.

6.12 Ces arbres ont le méme squelette et leurs nceuds sont étiquetés par des atomes
“syntaxiquement isomorphes” (par v).
6.4 Preuves

6.4.1 Preuve du théoréme 6.1

La preuve est identique a la preuve du théoreme 5.1 du chapitre 5, en remplagant
“instance” par “instance close”, “atome” par “atome clos” et “Gp” par “Hp”.

6.4.2 Justification des remarques

remarque 6.2 :

Dans la preuve du théoreme 6.1, nous voyons qu’aucun arbre de preuve ne fait
apparaitre des représentations de variables. De maniere informelle, nous pouvons
dire que le prédicat clause constitue 'interface entre le programme objet et le méta-
programme. Il est, en quelque sorte, le constructeur de termes représentations de
formules du langage objet. Le prédicat solve, quant a lui, ne fait qu’utiliser ces ob-
jets construits. En aucun cas, si le prédicat clause ne contient de représentation de
variables, nous ne pourrons voir dans des arbres de preuve, du méta-programme,
des nceuds étiquetés par des atomes contenant des représentations de variables. Il
n’est donc pas nécessaire de définir la représentation des variables.

remarque 6.3 :

Cette remarque découle immédiatement de ce qui vient d’étre énoncé. Pour le
programme Hp la représentation des variables objets est indépendante de sa séman-
tique.

remarque 6.4 :

Nous savons d’une part que solve(Q') € pppf(Tv,) ssi Q € pppf(Tp) et que
solve(Q') € pppf(Th,) ssi Q € SEMS. Nous savons d’autre part que @ est clos
ssi Q' est clos. Donc, pout tout Q clos, solve(Q') € pppf(Tv,), et pour tout @ non
clos, solve(Q') n’est pas clos. Donc pour tout Q@ € ATOM, solve(Q') € SEM‘(;—P

ssi solve(Q') € pppf(TH,)-
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remarque 6.5 :

Il suffit de constater que pppf(Tv,) peut contenir des atomes de la forme
solve(X), ou X n’est pas représentation d’un atome de L. Donc dans SEM‘C;—P,
nous trouverons des solve(X) avec X non représentation d’un atome.

Pour tout atome solve(Q') € pppf(T,), Q' est la représentation d’un atome
racine d’arbre de preuve pour P.

Donc, en général, pppf (T, ) # SEM‘C;—P.

remarque 6.6 :

Nous avons vu que solve(Q') € pppf(Tq,) ssi Q € pppf(Tp) or pour tout atome
solve(Q") € pppf(Tg,), solve(Q') est clos. Nous pouvons donc avoir solve(Q') €

pppf(Tg,) avec Q' clos et @ non clos.
Donc, en général, pppf (T, ) # SEMCC_:P.

remarque 6.7 :

Comme pour la remarque 6.5, nous savons que SEM‘C;—P peut contenir des ins-
tances impropres.
D’une autre fagon, une justification identique a celle de la remarque 6.6 est aussi

valable.
Donc, en général, SEMgP £ SEM{;P.

remarque 6.8 :

La justification découle de ce qui a été dit dans la remarque 6.2. Si solve(Q') €
pppf(Tq,) alors solve(Q') est clos. Nous constatons aussi rapidement que si clause(C') €
pppf(Tq, ) alors clause(C") est clos. Nous pouvons aussi remarquer que tous les faits
de G p sont clos.

Donc SEMC(_’:P =pppf(Ta,)-

6.4.3 Preuve du théoréme 6.9

Il suffit de montrer que pour toute instance A' «+ B A--- A B! bien formée d’une
regle de Vp, ¥(A') « (Bf) A--- A(B]) est une instance d’une régle de Gp.

e Soit clause!(Q') + linstance bien formée d’une régle de Vp. D’apres le
lemme 7 du chapitre 4 et de la définition de clause!, Q est instance d’une
regle de P. Par définition, clause?(Q?) € Gp. Par ailleur, Q* = ¢(Q'). Donc,
Y(clause (Q)) est instance d’une regle de Gp.

o t)(solvel (emptyl)) « = solve? ((empty')) «— = solve?(empty?) «—
Donc ¥ (solve! (empty')) «—€ Gp.

P(solvel (z &1 y)) « (solvel (x)) A Y(solvel (y)) =
solve? ((x &' y)) « solve?()(x)) A solve?(Y(y)) =
solve? (Y(z) &2 P(y)) « solve? (P(z)) A solve*((y))

P(z) et ¥(y) € VAR,
Donc 1 (solvel (x &' y)) « 1(solvel (z)) Ap(solvel (y)) est instance d’une regle
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de Gp.

Y(solvel (zifly)) «— Y(clausel (x)) Ab(solvel (y)) =
solve?(P(zifly)) « clause?((x)) A solve?(Y(y)) =
solve® (Y(z)if? ¢(y)) « clause®(Y(z)) A solve*(Y(y))

P(z) et P(y) € VAR,
Donc ¢(solve (zif'y)) « p(clause(x)) A h(solvel(y)) est instance d’une

regle de Gp.

Conclusion :
Si adp(solve'(Q')) est un arbre de preuve bien formé pour V p alors v (adp(solve (Q')))
est un arbre de preuve pour Gp.

6.4.4 Preuve du théoréme 6.10

Raisonnement identique a celui utilisé pour la preuve du théoreme 6.9.

6.4.5 Preuve des corollaires

Les corollaires 6.11 et 6.12 sont conséquences immédiates du théoreme 6.9 et de la
définition de .

6.5 Conclusion

On remarque qu’il existe une bijection entre les arbres de preuve bien formés de
Vp et ceux de Gp. La sémantique de Vp restreinte aux atomes bien formés est
identique a celle de Gp. On aurait pu constater les mémes similitudes entre les
arbres de preuve clos bien formés de Vp et les arbres de preuve de Hp.

L’unique différence entre ces trois programmes, mis a part la représentation du
programme objet, réside dans la définition de clause.

Il se dégage de vanilla que le prédicat solve détermine les squelettes des arbres de
preuve alors que le prédicat clause détermine les instances des atomes qui étiquettent
les nceuds de ces arbres.

Dans Gp, nous représentons ’ensemble des instances d’une clause A «+— E de
P par tous les faits clause(C') < ol C' représente une instance de A «— FE. Pour
Vp, on décide simplement de les représenter par clause(A'if E') < dont toutes
les instances incluent toutes les représentations d’instances de A «+ E. Comme le
prédicat clause détermine la nature des atomes étiquetant les noeuds des arbres de
preuve, il en résulte la complétude de Vp.

La structure de vanilla s’impose comme base de nombreux méta-programmes,
non seulement parce qu’elle est simple, mais aussi, parce que les roles de solve et
clause permettent aisément d’y greffer les sémantiques voulues.

Le véritable méta-interprete de base est wanilla avec représentation close du
programme objet (Gp).

En modifiant la définition de clause, nous exprimerons les sémantiques voulues.
Par exemple, si nous voulons n’avoir dans la sémantique du méta-programme que
les racines d’arbre de preuve tel que tous les nceuds étiquetant 'arbre de preuve
contiennent la représentation d’un atome non clos, il suffit de prendre vanilla, une
représentation close du programme objet et la définition suivante pour clause :
clause(A"if E') «— ssi A < FE est instance d’une clause de P et A n’est pas clos.
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Dans le chapitre suivant, nous montrerons que vanilla permet d’écrire un méta-
interprete “universel”. Dans [12, chapitre 19], nous trouvons une palette des méta-
programmes issus de vanilla.
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Chapitre 7

Représentation quelconque du
programme objet

7.1 Introduction

Le chapitre 4 a fait apparaitre deux difficultés relativement liées. La premiere est
diie a la distinction entre symboles de prédicat et symboles de fonction, la deuxieme
vient des instances “impropres” de représentation d’atomes. Le langage de la logique
du premier ordre n’est pas adaptée a la méta-programmation. Nous ne souhaitons
pourtant pas changer radicalement de langage, I’objectif opérationnel restant Prolog.
Nous définissons un langage qui élimine les difficultés et qui se trouve plus proche de
Prolog (déclaratif). Notre langage est un sur-ensemble de Prolog (variable autorisée
en téte de clause) alors que les clauses de Horn n’en sont qu’une partie. Comme
pour Prolog, ’aspect termal de la programmation est I’'unique considération.

7.2 Définition du langage

Plagons-nous dans un cadre plus général que pour les chapitres 4 et 5.

On suppose un ensemble infini dénombrable de variables, noté VAR, et un en-
semble infini dénombrable de symboles, noté FONC'. On définit I’ensemble TERM
par :

Vo € VAR,x € TERM
Vf e FONC,f € TERM
VfeFONC,Vt,, - t, € TERM, f(t1, -, t,) € TERM

On définit de la facon habituelle les notions d’instance et de substitution. TERM,.
désigne ’ensemble des termes clos.

Soit « et A deux constructeurs, on définit une regle par :

Vt e TERM,t < est une regle
Viti,--,tn, E TERM,t «— t1 A--- At, est une regle.

Un programme désigne un ensemble de regles. Si P est un programme, on définit

Tp: TERM — TERM par :
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Tp(I) ={Q € TERM/3(Q « E) instance d’une regle de P
telle que F C I}

Si P est un programme, on définit T : TERM. — TERM, par :

TE(I) ={Q € TERM,./3(Q < E) instance close d’une regle de P
telle que £ C I}

(TE(I) =Tp(I)NTERM.,).
On note REGLFE TU'ensemble des regles et PROG l’ensemble des programmes.

La sémantique de P est définie par pppf(Tp).

7.3 Le méta-interprete Super_vanilla

Nous étudions dans ce chapitre le méta-interprete donné figure 2.3 page 17.
Soit R le programme :

resoud(P, empty) «—
resoud(P, A& B) «— resoud(P, A) A resoud(P, B)
resoud(P, A) <« regle(P, Aif B) A resoud(P, B)

regle(P,C) « instance(C, D) A appartenance(D, P)

instance(C, D) est supposé appartenir a la sémantique de R ssi C est la re-
présentation d’une instance de la regle représentée par D. appartenance(D, P) est
supposé appartenir a la sémantique de R ssi D est la représentation d’une regle du
programme représenté par P.

Nous sous-entendons, dans la suite, par représentation des programmes, la repré-
sentation choisie pour représenter les programmes en premier argument de resoud et
regle, et par représentation des termes, la représentation choisie pour représenter les
termes des regles en deuxieme argument de resoud et regle. 1l est évidement plus
simple de décider d’une méme représentation pour les programmes et les termes;
c’est, bien entendu, notre choix dans la suite. Nous dirons donc représentation pour
désigner la représentation des programmes et des termes. Nous noterons X' la re-
présentation d’un objet X (terme, régle ou programme).

Nous donnons plus loin une définition de instance et appartenance pour une
représentation des programmes et une représentation des termes fixées.

Il n’existe pas de représentations simples (implicite ou close) qui soient des re-
présentations correctes pour les programmes et les termes.

Deux représentations implicites sont envisageables. Les programmes sont repré-
sentés par la liste des représentations de leurs regles, les termes sont représentés par
eux-mémes (ou une variante).
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Considérons le programme P, contenant 'unique régle p(x) < avec p € FONC
et © € VAR. 1l est représenté par P’ : [p(z)if empty].
Soit a € FONC, regle([p(z)if empty],p(a)ifempty) doit appartenir & pppf(Tr)
ainsi que toutes ses instances.
Donc, si b € FONC, regle([p(b)if empty|,p(a)if empty) € pppf(Tp).
Or, p(a)if empty n’est instance d’aucune regle du programme qui est représenté par
[p(b) if empty].

La représentation implicite n’est donc pas satisfaisante. La représentation close
ne l'est pas non plus, pour la simple raison qu’elle n’est pas une représentation.
Toute représentation doit étre injective. Soit p € FONC, x € VAR, ¢ € FONC,
on choisit de représenter x par c. Donc p(z) < est représenté par p(c)if empty, et
p(c) < est représenté par p(c)if empty. La généralité de notre langage ne permet
pas d’utiliser la représentation close telle que nous I'avions définie. Il est néanmoins
possible de donner une représentation assez proche :

Soit, ¢ une bijection de VAR dans FONC.

Soit t e TERM,

sit € FONC alors t est représenté par fonc(t),

sit € VAR alors t est représenté par var(p(t)),

sit= f(t1, -+, tn) et t1,--t, sont représentés par t|, -t/ alors
t est représenté par f(t],---,t,).

Nous étudions dans la section suivante une représentation qui nous permet
d’écrire simplement et de maniere finie les définitions de instance et appartenance.

7.4 Définition de instance et appartenance

7.4.1 Représentation

Symboles utilisés pour représenter les termes objets :

zero avec une arité 0 (entier 0)

s avec une arité 1 (fonction successeur des entiers)

var avec une arité 1 (son argument est une variable)

app avec une arité 2 (application du premier argument aux termes
de la liste en deuxieme argument)

[| avec une arité 0 (liste vide)

| avec une arité 2 (constructeur de liste avec les notations
habituelles en Prolog)

Soit ¢ une bijection de VAR dans IN.

Soit ¥ une bijection de FONC dans IN.

Si s € FONC et t € TERM, on s’autorise a noter s°(t) le terme ¢ et s+ (¢) le
terme s(s°(t)).

& € VAR est représenté par var(s?(®)(zero)).

Sity,---,t, € TERM sont représentés par ty,-- -t alors f(t1,---,t,) € TERM
est représenté par app(s¥)(zero), [t),---,t1]).
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Si A est un terme représenté par A’ et B une conjonction de termes représentée
par B’ (B est éventuellement un terme ou true) alors

true est représenté par empty

A A B est représenté par A’ & B’

A « est représenté par A’ if emty

A « B est représenté par A'if B’

Un programme est représenté par la liste de ses regles.

7.4.2 Les méta-interpretes R, et R,

Nous allons maintenant donner le méta-interprete R, utilisant cette représentation.

Une substitution est représentée par une liste ordonnée de termes. Nous pouvons
indicer cette liste par des entiers formels. Le premier élément de la liste a I'indice
zero; si un élément a lindice e, 1’élément suivant dans la liste a l'indice s(e). Le
terme de la liste se trouvant a I'indice s™(zero) désigne la représentation du terme
substitué a la variable représentée par var(s™(zero)). Les substitutions ainsi décrites
portent sur un nombre fini de variables, ce qui est suffisant puisque notre probleme
est de savoir qu’'un terme est instance d’un autre. Toutes les variables absentes de
la liste sont supposées étre substituées par elles-mémes.

Soit R, le programme :

resoud(P, empty) «—
resoud(P, A& B) «— resoud(P, A) A resoud(P, B)
resoud(P, A) « regle(P, Aif B) A resoud(P, B)

regle(P,C) « instance(C, D) A appartenance(D, P)
instance(C, D) « subst(S) A instregle(C, D, S)

appartenance(C, [C|P]) « estregle(C) A estprog(P)
appartenance(C,[D|P]) « estregle(D) A appartenance(C, P)

instregle(Aif E,Bif F,S) < inst(A, B, S) Ninstconj(E, F,S)
instconj(empty, empty, S) —

instconj(A, B, S) <« inst(A, B, S)

instconj(A& E,B& F,S) «— inst(A, B, S) ANinstconj(E, F,S)
inst(app(E, X),app(E,Y), S) « instliste(X,Y, S) A entier(E)
inst(T,var(V),S) « danssubst(T,V, S)

instliste([],[], S) <«

instliste([T| X1, [V|Y], S) < inst(T,V,S) Ninstliste(X,Y, S)

subst([]) «

subst([T'|S]) « terme(T) A subst(S)
danssubst(T, zero, [T|S]) «—

danssubst(T, s(E), [X|S]) < danssubst(T, E, S)
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terme(var(E)) « entier(E)

terme(app(E, X)) < entier(E) A listetermes(X)
listetermes([]) «

listetermes([T'|X]) « terme(T) A listetermes(X)
entier(zero) «—

entier(s(F)) < entier(E)

estprog([]) —

estprog([C|P]) « estregle(C) A estprog(P)
estregle(Aif E) « terme(A) A estcorps(E)
estcorps(empty) «—

estcorps(A) «— terme(A)

estcorps(A& E) «— terme(A) A estcorps(E)

Une preuve classique montre que entier(E) € pppf(Tgr,) ssi E est un entier for-
mel. Une spécification inductive montre immédiatement que terme(T') € pppf(Tr,)
ssi T est la représentation d’un terme. subst(S) € pppf(Tr,) ssi S est une liste de
représentation de termes, donc si S est une substitution telle que nous ’avons défi-
nie. danssubst(T,V,S) € pppf(Tr,) ssi a lindice V de la liste S se trouve le terme
T. instance(C,D) € pppf(Tr,) ssi C représente une regle instance de la régle re-
présentée par D. appartenance(C, P) € pppf(Tr,) ssi C est la représentation d’une
régle du programme représenté par P.

Nous ne prouvons pas la complétude et la correction de toutes ces regles. Les
preuves sont classiques et simples, mais longues.

Nous en concluons que la définition de regle a la propriété attendue :

regle(P,C) € pppf(Tgr,) ssi C représente 'instance d’une regle du pro-
gramme représenté par P.

R, désigne le programme issu de R, et qui permet d’obtenir la sémantique close
des programmes objets. R, est obtenu en ajoutant a R, les regles :

substclose([]) «—
substclose([T|S]) < termeclos(T) A substclose(S)
termeclos(app(FE, X)) < entier(E) A listeclos(X)

listeclos(]]) <
listeclos(|T|X]) « termeclos(T) A listeclos(X)

et en modifiant la définition de instance par :
instance(C, D) «— substclose(S) A instregle(C, D, S)

substclose(S) permet de décrire des substitutions closes, donc instance(C, D) €
pppf(Tr,) ssi C représente une instance close de la régle représentée par D.
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7.5 Théorémes

Théorémes

7.1 Soit deux représentations fixées pour le programme objet et les termes,
VYQ e TERM,VP € PROG,
resoud(P', Q') € pppf(Tr) ssi Q € pppf(Tp).

7.2 1l existe une relation unaire exprimable par programme telle que sa relation
complémentaire n’est pas exprimable par programme.

7.6 Preuves

7.6.1 Preuve du théoréme 7.1

Rappelons la propriété de regle :
regle(P',C") € pppf(Tr) <= C est instance d’une regle de P.

<=
Montrons que Q € pppf(Tp) = resoud(P’, Q") € pppf(TRr).

e Tp10=0donc Q €Tp10=resoud(P',Q") € pppf(Tr).

e Supposons Vi <n, Q € Tp | i = resoud(P',Q") € pppf(TR).
SiQ € Tp 1 nalors 3(Q < E) instance d’une régle de P
telle que F CTp T n—1 ou F est vide.
Par définition, regle(P’',Q"if E') € pppf(Tr).
resoud(P', Q") «— regle(P',Q"if E') A resoud(P’', E') est instance d’une regle
de R.

— Si E est vide
resoud(P’',empty) € pppf(Tr) donc resoud(P', Q") € pppf(TRr).

—SiE=t ANty
TeSOUd(PIa t;) € pppf(TR)a
Vi), thresoud(P',t) &th) «— resoud(P',t|) A resoud(P’,t,) est instance
d’une regle de R.
Donc, resoud(P', E") € pppf(Tr) et resoud(P’, Q") € pppf(TR).

=
Montrons que resoud(P’, Q") € pppf(Tr) = Q € pppf(Tp).

e Tp 10=0donc resoud(P',Q") € Tr 10=Q € pppf(Tp).

e Supposons Vi < n, resoud(P',Q") € Tr 1 i = Q € pppf(Tp).
Si resoud(P',Q') € Tg T n alors
AE', tel que resoud(P’,Q") « regle(P',Q"if E')Aresoud(P’, E") est instance
de la troisieme regle de R.
D’apres la définition de regle, regle(P',C") € pppf(Tr) ssi C est instance
d’une regle de P.
Donc, Q@ « FE est instance d’une régle de P. Par hypothese, E C pppf(Tp)

donc Q € pppf(Tp).
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7.6.2 Preuve du théoréme 7.2

Soit @ le programme constitué de R, et de la clause :
q(z) < resoud(z,y) A transforme(x,y)

avec transforme(z,y) € pppf(T§) ssiy = (q(x))".

x est la représentation d’un programme, donc x est clos et x utilise des symboles
issus d’un ensemble fini de symboles (app, var, s, zero ...). La représentation étant
fixée, il est aisé d’exprimer par programme la relation transforme.

Soit A = {t/q(t) € pppf(TS)}, ie A = {t/resoud(t,(q(t))') € pppf(T§ )} ou
encore A = {P'/q(P') € pppf(TH)}.

Soit A le complémentaire de A par rapport a TERM.,.
A = {t/resoud(t, (7(t))") & pppf(Tf,)}

Supposons que la relation g, relation complémentaire de g, soit exprimable par
le programme P.

Done A = {t/q(t) € pppf(Tp)}, i-e A = {t/resoud(F,(q(t))’) € pppf(Tf,)}

Montrons par contradiction que P n’existe pas.
P' € A < resoud(P',(q(P"))") € pppf(TF,)
P e A<= q(P') € pppf(T§)
PPeA=PecA

Donc la relation g n’est pas exprimable par programme.

7.7 Le probleme de la négation

7.7.1 Sémantique négative d’un programme

Nous ne parlons pas ici de programme avec “négation”, mais nous cherchons a donner
une sémantique négative (en plus de la sémantique déja définie) a nos programmes.
Pour simplifier, nous nous limitons a la sémantique close. Le théoreme 7.2 nous
montre qu’il est illusoire de penser que la sémantique négative d’un programme peut
étre définie comme le complémentaire de sa sémantique positive. Nous reprenons la
sémantique définie dans [2].

Si P est un programme, SEM™(P) désigne sa sémantique positive, SEM ~(P)
sa sémantique négative. Elles sont définies par :

SEM™*(P) = pppf(Tp)
SEM™(P) = pgpf(T})

Nous définissons ECHEC(P) par :
ECHEC(P)=T§ | w

Intuitivement, FCHEC(P) correspond aux échecs finis de P (méme si cette
notion n’est pas définie ici).

93



7.7.2 Théorémes

Théoremes :
7.3 resoud(P',A') € SEM*(R) ssi A’ € SEM™(P)
7.4 resoud(P';A") € SEM—(R) ssi A’ € SEM~(P)
7.5 resoud(P', A') € ECHEC(R) ssi A' € ECHEC(P)

Nous ajoutons le nouveau connecteur — au langage (sans changer la syntaxe des
programmes).
Nous définissons le négatif d’un terme (—t) et d’un ensemble de termes.
Si E C TERM alors —F = {~t/t € E}.
Nous donnons une nouvelle formulation de la sémantique des programmes. Nous
définissons SEM (P), sémantique du programme P par :
SEM(P)=SEM*(P)U~SEM~(P).

C’est-a-dire :

SEM(P) = pppf(Tp) U —~pgpf(Th)
Corollaires :
7.6 resoud(P',A") € SEM(R) ssi A € SEM(P)
7.7 —resoud(P',A") € SEM(R) ssi ~A € SEM(P)

7.8 Le méta-interprete R est correct et complet par rapport a la sémantique SEM.

7.7.3 Preuves

Preuve du théoréme 7.3
Le théoreme 7.3 est équivalent au théoreme 7.1.

Preuve du théoréme 7.4

=

Il suffit de montrer que pour tout ordinal n :
resoud(P',A") ¢ Tf, | n = A & pgpf(T§)

e 75 | 0 =TERM, donc resoud(P', A") ¢ Tf, | 0 = A & pgpf(Tp).

e Supposons Vi < n+1, resoud(P',A") ¢ T5 | i = A & pgpf(TF)
Si resoud(P', A") ¢ T§, | n+ 1 alors
Vresoud(P', A') «— C instance d’une reégle de R, C' est forcément de la forme
regle(A'if E') A resoud(E") et
soit regle(A"if E'Y ¢ Tf | n
soit resoud(E") ¢ T | n
Par conséquent, soit A < E n’est pas instance d’une regle de P (d’apres la
définition de regle), soit E Z pgpf(T5)

donc A & pgpf(Tp).
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e « ordinal limite,
Si resoud(P', A") ¢ Tf, | a alors 3i < o, resoud(P', A") ¢ T, | i
donc A & pgpf(Th).

<—

Il suffit de montrer que pour tout ordinal n :
AgTE | n= resoud(P', A") & pgpf(TF)

e T4 | 0=TERM, donc A ¢ T§ | 0= resoud(P', A") & pgpf(T§).

e Supposons Vi <n+1, A¢Tf | i = resoud(P',A") & pgpf(T)
SiA¢ZTE | n+1 alors
VA By A--- A\ By, instance d’'une regle de P, 34, B; Tp | n
Par conséquent, V A’ i f E’ représentation de I'instance d’une régle de P, resoud(P', E') ¢

pgpf(T)
donc resoud(P’, A") & pgpf(TF).

e « ordinal limite,
SiAZT; | aalors i <, AZTpH | ¢
donc resoud(P’, A") & pgpf(TF).

Preuve du théoréme 7.5
Meéme raisonnement que pour la preuve du théoreme 7.4, sans considérer le cas
ordinal limite.

Preuve du corollaire 7.6
Conséquence logique du théoreme 7.3.

Preuve du corollaire 7.7
Conséquence logique du théoreme 7.4.

Preuve du corollaire 7.8
Conséquence logique des corollaires 7.6 et 7.7.

7.8 Conclusion

Le langage de la logique du premier ordre et le langage Prolog présentent principale-
ment deux différences. La premiere est la distinction entre symboles de prédicats et
symboles de fonctions qui n’existe pas en Prolog. La seconde est la restriction d’un
langage de la logique du premier ordre a un ensemble donné de symboles alors que
Prolog considére tous les symboles constructibles et que deux programmes Prolog
seront toujours basés sur le méme langage.

Nous avons résorbé ces deux différences en utilisant un langage unique dans
lequel ne sont pas distingués les symboles de prédicats et les symboles de fonctions.
Ce cadre nous permet d’avoir un langage identique a Prolog (déclaratif). Beaucoup
de programmes Prolog ne peuvent avoir de sémantique en logique du premier ordre
puisqu’ils ne sont pas expressions de clauses, alors que tous sont expressions de regles
et ont un sens pour nous.
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Ce nouveau langage nous permet de nous placer dans un cadre idéal pour
I’étude de la méta-programmation. C’est dans ce langage que nous écrivons le méta-
interprete “universel” super_vanilla.

Il est tres intéressant de constater que R, est un méta-interprete universel fini,
dont nous avons prouvé la complétude et la correction. Rappelons que le méta-
programme V p (chapitre 4) n’est généralement pas correct, que le méta-programme
G p (chapitre 5) est généralement infini, et que tous deux sont seulement des inter-
pretes du programme P.

Nous ne nous sommes pas intéressés dans les chapitres précédents a la négation.
Ce probleme est complexe, et nous avons préféré nous consacrer a la sémantique
négative des programmes sans négation pour, éventuellement plus tard, nous pencher
sur les programmes et méta-programmes avec négation.

Le théoreme 7.2, qui, dans un autre formalisme, est équivalent au théoreme 6.8.1
p. 176 de [7], nous permet d’écarter une définition de la sémantique de la négation
qui ne serait pas programmable (ce qui est bien connul).

Les corollaires 7.6 et 7.7 justifient I’ajout de la regle :
resoud(P,not A) « —resoud(P, A)

au méta-interprete super_vanilla, mais ne prouvent pas que cela satisfasse notre
attente.

!Probléme de décision de la terminaison d’un programme.

o6



Chapitre 8

Conclusion

Nous avons réalisé une étude approfondie du méta-interprete vanilla a travers la
sémantique exprimée par le plus petit point fixe de 'application conséquence immé-
diate associée au programme.

Ce formalisme a ’avantage d’étre inductif, donc de faciliter les démonstrations.
De plus, comme le montre le chapitre 7, il est plus adapté a la méta-programmation
que la logique.

Lloyd, dans [8], propose de travailler en logique du premier ordre typée, mais
son langage est trop éloigné de Prolog pour y voir des applications directes. Il
semble que le langage! présenté dans le chapitre 7 est idéal pour I'étude de la méta-
programmation en Prolog.

Nous avons souvent précisé que le langage défini est identique a Prolog “décla-
ratif”. Nous entendons, ici, Prolog sans coupure, ni prédicats prédéfinis. La coupure
est une injure a notre formalisme, dans la mesure ou elle impose a travers une vision
SLD de préciser une regle de choix et d’ordonner les clauses du programme. C’est
difficilement exprimable par I’application conséquence immédiate qui manipule des
ensembles non ordonnés. En revanche, il est possible de ’adapter aux prédicats pré-
définis, et nous pouvons ajouter a vanilla les regles :

solve(A) «— predefini(A) A A
et
predefini(X) «—

pour tout X de la forme f(Xy,---,X,,) ou f est prédéfini d’arité n et
X1q,---, X, sont n variables.

L’utilisation de la méta-variable dans la premiere regle se justifie par le fait que
le succes ou ’échec d’un prédicat prédéfini ne dépend pas de 'aspect déclaratif du
programme objet, mais de U'interprete (celui sur la machine), ou de la définition de
I’application dérivée de conséquence immeédiate.

Nous n’avons étudié que les programmes définis mais le dernier chapitre est un
point de départ a I'introduction de la négation dans les programmes. La regle pro-

Langage unique pour tous les programmes, pas de distinction entre symboles de prédicats et
symboles de fonctions.
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posée pour vanilla étant bien entendu :
solve(not A) «— —solve(A)

Nous avons déja défini une sémantique pour la négation, qui a 'avantage de ne
pas s’écarter de notre formalisme. Nous pouvons introduire la notion d’oco-arbre de
preuve comme dans [2].

Notre langage est bien plus proche de Prolog que les clauses de la logique qui
n’en sont qu’un sous-ensemble. Nous pouvons constater qu’il donne une sémantique
aux figures 1.1 et 1.2 page 6.

Il serait intéressant de reprendre les chapitres 4 et 5 dans ce formalisme. Nous
constaterions alors que V p est correct, et que la définition de clause, pour ce méta-
interprete, est tres proche de la définition de clause en Prolog.

Les chapitres 4 et 5 ont montré que la représentation close était mieux adaptée
au débogage que la représentation implicite. Pourtant, les débogueurs programmés
utilisent, pour des raisons d’efficacité, la représentation implicite. Mais ces débo-
gueurs font usage du méta-prédicat var (ou du méta-prédicat write qui a un effet
comparable). Cependant, I'utilisation de var ne nous permet plus de parler d’arbre
de preuve. Il sous-entend la notion de dérivation. Encore une fois, il est possible
d’adapter I'application conséquence immédiate a I'usage de war. Ce n’est pas un
bon choix car la définition de I’application devient moins agréable. L’idéal serait
d’opter pour la représentation close dans les preuves des méta-programmes, puis
d’avoir un mécanisme de traduction de ces méta-programmes en des versions Prolog
qui utilisent la représentation implicite et le méta-prédicat var.

Dans le méme ordre d’idées, nous pouvons définir un nouveau langage de pro-
grammation proche de Prolog facilitant 1’écriture de méta-programmes. Le langage
Godel de Lloyd est peut-étre ce langage, mais nous n’avons pas eu assez de temps
pour 'étudier.
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