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Chapitre 1IntroductionM. Berg�ere a r�ealis�e un syst�eme de mise au point de programmes logiques en Prolog.Ceci l'a conduit �a �ecrire des m�eta-programmes. Mais la mise en �uvre de m�eta-programmes pose encore des probl�emes de s�emantique (et d'implantation).Aussi, avec G. Ferrand, il a propos�e ce stage dont l'objectif est de contribuer �ala r�ealisation de son syst�eme, au travers d'une �etude th�eorique de l'�etat de l'art dela m�eta-programmation en Prolog.1.1 D�e�nition d'un m�eta-programmeUn m�eta-programme est un programme qui utilise un autre programme (le pro-gramme objet) en donn�ee (ex : interpr�ete, compilateur, d�ebogueur, g�en�erateur deprogrammes ...).Le langage dans lequel est r�edig�e le m�eta-programme est appel�e le m�eta-langage,alors que le langage du programme objet est appel�e le langage objet. Le langage objetet le m�eta-langage peuvent être identiques; on parlera d'interpr�ete m�eta-circulairepour d�esigner un interpr�ete �ecrit dans le langage qui est interpr�et�e. En Prolog, onpeut �ecrire un interpr�ete m�eta-circulaire1 de fa�con beaucoup plus claire et conciseque dans d'autres langages (même de haut niveau, ex : LISP).1.2 M�eta-programmation en PrologIl est important de donner une s�emantique aux m�eta-programmes si l'on souhaitepouvoir faire des preuves de compl�etude ou de correction. C'est notre but, et nouspouvons d�ej�a exhiber les probl�emes que pose la m�eta-programmation en logique.Prolog, par la structure même du langage, est bien adapt�e �a la m�eta-programmation.Mais, en Prolog, la d�e�nition de m�eta-programme est plus compliqu�ee �a cause despossibilit�es fournies par les interpr�etes Prolog habituels et les th�eories sous-jacentesau langage.Nous pouvons d'une part �ecrire de fa�con purement d�eclarative (ou \logique") unm�eta-programme utilisant une repr�esentation termale du programme objet. Ce seralonguement discut�e par la suite. Nous pouvons aussi nous servir du pr�edicat m�eta-logique fourni par les interpr�etes : le pr�edicat clause. Les programmes ne peuventplus être alors consid�er'es comme des ensembles de clauses de la logique du premier1Voir �gure 1.3 page 7. 5



p(f(X)) f(X) ou p(f(X)) f(p(X))f(a) f(p(a)) Figure 1.1: m�eta-programme m�elangeant symbole de fonction et symbole de pr�edicatordre. Les symboles de pr�edicats du programme objet sont aussi des symboles defonction du m�eta-programme. Cela se complique encore si les symboles de fonctiondu m�eta-programme sont �egalement des symboles de pr�edicats du m�eta-programmecomme dans l'exemple de la �gure 1.1 page 6, ou encore avec le m�eta-interpr�etele plus simple, utilisant le pr�edicat call pr�esent�e dans la �gure 1.2 page 6 (dans lechapitre 7 nous verrons une s�emantique qui peut s'adapter �a ces programmes).Dans le dernier exemple, nous sommes loin de la logique du premier ordre. Lam�eta-variable A, qui est un terme dans la tête de la clause, sera consid�er�ee parl'interpr�ete Prolog comme un atome dans le corps de la clause. Ici, ce n'est pluscomme dans les exemples pr�ec�edents un symbole de pr�edicat identique �a un symbolede fonction, c'est une variable dont l'instance peut être un terme et un atome �a lafois.D'autre part, en Prolog, il existe de nombreux pr�edicats syst�emes permettantd'�ecrire des programmes auxquels on ne peut donner la s�emantique logique clas-sique. Par exemple, les pr�edicats var, constant, clause, write ... Ces programmesont g�en�eralement une s�emantique non ferm�ee par substitution, mais nous verronscomment, avec la repr�esentation close d�e�nie dans [8], nous arrivons �a faire despreuves de correction ou de compl�etude.Le sujet est donc vaste, et pour ne pas nous �egarer, il faut d�e�nir ce que nous en-tendons par m�eta-programme. Nous ne nous int�eresserons qu'aux m�eta-programmes\purs", c'est �a dire aux m�eta-programmes qui manipulent un programme objet �atravers une repr�esentation de ce dernier. Nous �etudierons di��erentes repr�esentationspour le programme objet. Les deux repr�esentations les plus courantes sont la repr�e-sentation implicite (Chapitre 4) qui consiste �a repr�esenter une constante par uneconstante, une variable par une variable, un symbole de fonction par un symbolede fonction de même arit�e et un symbole de pr�edicat par un symbole de fonctionde même arit�e, et la repr�esentation close (Chapitre 5) qui lui est similaire �a la dif-f�erence qu'une variable est repr�esent�ee par une constante. En repr�esentation close,le programme objet est repr�esent�e par des termes clos. Les instances incorrectesd'atomes du programme objet2 obtenues en repr�esentation implicite sont �elimin�ees;il est, de plus, possible d'obtenir dans les racines d'arbre de preuve des repr�esenta-tions d'atomes dont certaines repr�esentations d'instances ne sont dans aucune racine2Au niveau m�eta, symboles de pr�edicats objet et symboles de fonctions ne sont pas di��erenci�es.solve(A) AFigure 1.2: M�eta-interpr�ete avec m�eta-variable6



En trois clauses :solve(empty) solve(x& y) solve(x) ^ solve(y)solve(x) clause(x; y) ^ solve(y)ou en quatre clauses en ajoutant :solve(notA) :solve(A)Si p(x; z)  q(x; y) ^ r(y; z) est une clause du programme objet alorson trouve le fait clause(p(x; z); q(x; y)& r(y; z))  dans la d�e�nition declause. Figure 1.3: Le m�eta-interpr�ete vanillad'arbre de preuve. Cette repr�esentation du programme objet est donc bien adapt�eeau d�ebogage3.En�n, dans le chapitre 7, nous �etendrons le langage de la programmation enlogique pour ressembler �a Prolog (point de vue termal), tout en restant d�eclaratif.Nous d�e�nirons alors une nouvelle repr�esentation du programme objet.Les notations, d�e�nitions et th�eor�emes r�eguli�erement utilis�es sont pr�esent�es dansle chapitre 3.Le chapitre 2 pr�esente un extrait de l'�etat de l'art de la m�eta-programmationen logique. Il se limite aux travaux de Lloyd; il est �a pr�eciser que la majorit�e destravaux ne se placent pas exactement dans le même cadre que le nôtre, puisque,pour la plupart, ils oublient Prolog et sont bas�es sur des langages di��erents4.Rappelons que l'aspect dynamique de la m�eta-programmation (les pr�edicatsassert et retract) ne nous pr�eoccupe pas ici, nous ne nous penchons que sur l'aspectstatique de celle-ci.1.3 Le m�eta-interpr�ete vanillaEn programmation logique, un m�eta-programme se distingue de fa�con tout �a faitnaturelle. Il s'agit du m�eta-interpr�ete vanilla. C'est la r�ef�erence en mati�ere de m�eta-programmation en logique. Il constitue un point de d�epart conseill�e dans l'�etude decelle-ci.Les m�eta-programmes �etudi�es seront le plus souvent bas�es sur le m�eta-interpr�ete(standard et classique) vanilla de la �gure 1.3 page 7.Le m�eta-interpr�ete vanilla peut parâ�tre trop simple, surtout en comparaison desinterpr�etes m�eta-circulaires qui sont �ecrits habituellement avec les langages fonction-nels ... Il n'en est rien. C'est un m�eta-interpr�ete clair et concis, et tout �a fait e�cace.3L'instance d'une erreur n'est pas toujours une erreur.4Christiansen dans [3]; Lloyd avec le langage G�odel ...7



Sa structure sert de base �a de nombreux m�eta-programmes dont on peut voir desexemples dans [12, Chapitre 19] (aussi [8], [11] ...).vanilla constitue le c�ur de notre �etude. Il sera chaque fois adapt�e aux besoinspour faire ressortir son int�erêt profond, sa g�en�eralit�e, sa simplicit�e et sa polyvalence.
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Chapitre 2Repr�esentation du programmeobjet | �Etat de l'art2.1 IntroductionDans un m�eta-programme, il est n�ecessaire de repr�esenter le programme objet. Enprogrammation en logique, nous pouvons envisager plusieurs repr�esentations, lesplus utilis�ees �etant la repr�esentation implicite et la repr�esentation close (�etudi�eesdans les chapitres 4 et 5).Lloyd, dans [8], d�ecide d'�ecrire le m�eta-programme dans un langage di��erent. Ilchoisit la logique typ�ee, et �etudie dans ce cadre les deux repr�esentations classiques. Ila �egalement d�evelopp�e le langage G�odel, dans l'objectif de faciliter l'�ecriture de m�eta-programmes. Nous constaterons que l'�ecriture de m�eta-programmes aboutit parfois�a l'�ecriture de programmes in�nis ou de programmes pour lesquels les preuves decorrection et de compl�etude sont longues. Aussi, l'�etude de la m�eta-programmationpeut se faire dans un langage mieux adapt�e, proche de Prolog, enti�erement d�eclaratif,qui pourra être compil�e en Prolog (voir par exemple les travaux de Christiansen dans[3]).2.2 Repr�esentation typ�eeNous cherchons ici �a donner une s�emantique logique au m�eta-interpr�ete vanilla pourpouvoir comparer la s�emantique du programme objet et celle du m�eta-interpr�ete.2.2.1 Pourquoi la logique typ�ee ?Lloyd dans [8] propose de travailler dans une logique typ�ee. En e�et, dans le m�eta-interpr�ete vanilla, on peut distinguer deux \sortes" de variables :� Celles qui sont des termes du programme objet, c'est-�a-dire celles qui sontdans le domaine de l'interpr�etation du programme objet. Elles apparaissentdans la d�e�nition de clause.� Celles qui sont des termes du m�eta-programme, c'est-�a-dire celles destin�ees�a être instanci�ees par des atomes (litt�eraux) ou conjonctions d'atomes (delitt�eraux) du programme objet. Elles apparaissent dans la d�e�nition de solve.9



??����	 @@@@R
solve(concat([1; 2]; [3]; [1; 2; 3])) correspond �a :

termes du programme objetpr�edicat du programme objetpr�edicat du m�eta-programmesolveconcat[1; 2] [3] [1; 2; 3]Figure 2.1: Les di��erents types d'objets dans le m�eta-programme.On peut donc distinguer trois \couches" dans le m�eta-langage (voir Figure 2.1page 10). Elles permettent d'exprimer :� les termes du langage objet,� les formules du langage objet qui sont les termes du m�eta-langage,� les formules du m�eta-langage.2.2.2 Passage en repr�esentation typ�eeIl existe donc deux \sortes" de termes pour le m�eta-interpr�ete, les termes du langageobjet et les termes repr�esentant des formules du langage objet. Pour pallier ce pro-bl�eme, Lloyd introduit des types, et donne la repr�esentation typ�ee (du programmeobjet) suivante :passage d'un langage L �a un langage typ�e L0 poss�edant deux types : o (pour objet)et � (pour m�eta)1a constante de L  ! a0 constante de type o de L0x variable de L  ! x0 variable de type o de L0f fonction n-aire de L  ! f 0 fonction n-aire de typeo� o� � � � � o! o de L0p pr�edicat n-aire de L  ! p0 fonction n-aire de typeo� o� � � � � o! � de L0Nous supposons que les applications a ! a0, x ! x0, f ! f 0 et p ! p0 sonttoutes bijectives.1Les notions de logique typ�ee et langage du premier ordre typ�e su�santes �a la compr�ehensionse trouvent dans [9]. 10



Nous ajoutons au langage L0 une constante : empty de type �, les symboles defonctions : &, if et not de types � � � ! �, � � � ! � et � ! �. Le langage L0contient les deux symboles de pr�edicats solve et clause de types �. Le passage destermes et atomes du langage L dans le langage L0 est d�e�ni par induction de fa�con�evidente ... Si F et G sont des formules de L repr�esent�ees par F 0 et G0 dans L0 alors:F , F ^G et F  G sont repr�esent�ees respectivement par les termes not F 0, F 0&G0et F 0 if G0 de types �.Soit V le programme normal typ�e, bas�e sur L0, suivant :solve(empty) 8� x; y solve(x& y) solve(x) ^ solve(y)8� x solve(not x) :solve(x)8� x; y solve(x) clause(x if y) ^ solve(y)Si P est un programme normal bas�e sur le langage L, nous noterons VP leprogramme constitu�e de V et des clauses : 8o x01 : : : x0k clause(A0 if Q0)  , pourchaque clause A Q, avec les variables x01 : : : x0k, du programme P (Q0 = empty siQ est vide).2.2.3 Th�eor�emesSoient P un programme normal et Q un but normal avec les variables x01; : : : ; x0k.Soit VP le programme tel qu'il a �et�e d�e�ni plus haut.Th�eor�emes1. comp(P ) est consistant ssi comp(VP ) est consistant.2. fx1=t1; : : : ; xk=tkg est une r�eponse correcte pour comp(P ) [ f Qg ssifx01=t01; : : : ; x0k=t0kg est une r�eponse correcte pour comp(VP ) [ f solve(Q0)g.3.  Q est cons�equence logique de comp(P ) ssi  solve(Q0) est cons�equencelogique de comp(VP ).Corollaires1. si fx01=t01; : : : ; x0k=t0kg est une r�eponse calcul�ee pour VP [ f solve(Q0)g alorsfx1=t1; : : : ; xk=tkg est une r�eponse correcte pour comp(P ) [ f Qg.2. si VP [ f solve(Q0)g a un arbre-SLDNF d'�echec �ni alors  Q est cons�e-quence logique de comp(P ).Th�eor�emes1. fx1=t1; : : : ; xk=tkg est une r�eponse calcul�ee pour P [ f Qg ssifx01=t01; : : : ; x0k=t0kg est une r�eponse calcul�ee pour VP [ f solve(Q0)g.2. P [ f Qg a un arbre-SLDNF d'�echec �ni ssi VP [ f solve(Q0)g a unarbre-SLDNF d'�echec �ni.Le d�etail des preuves se trouve dans [8].11



2.2.4 DiscussionLa repr�esentation typ�ee peut permettre de donner une s�emantique aux m�eta-programmes\purs" bas�es sur le m�eta-interpr�ete vanilla (voir [12, Chapitre 19] pour de nombreuxexemples). Elle permet d'�eliminer, par le typage des termes, les instances \impro-pres" obtenues en logique classique et les probl�emes que cela cause (comme nous leverrons dans le chapitre suivant, ex : solve(concat(concat(x; y; z)&x; u if v; w)) estune instance de solve(concat(x; y; z))).Par le typage des termes, nous assurons qu'une variable de type o sera instanci�eepar la repr�esentation d'un terme du langage L, et qu'une variable de type � serainstanci�ee par la repr�esentation d'une formule du langage L.Mais, dans le chapitre 4, nous montrerons des bonnes propri�et�es sur le m�eta-interpr�ete vanilla sans types (c'est �a dire celui programm�e en Prolog, puisqu'on nepeut pas sp�eci�er d'uni�cation typ�ee), dans la mesure o�u l'on ne s'int�eresse qu'�a desr�eponses pour VP [ fsolve(Q0) g, Q0 �etant la repr�esentation d'un atome Q de L.Il est regrettable que Lloyd n'explique pas pourquoi il s'est int�eress�e �a la logiquetyp�ee, comme nous avons tent�e de le faire dans la section 2.2.1, surtout au regarddes r�esultats obtenus dans le chapitre 4. Grâce au typage, le m�eta-interpr�ete vanilladevient correct (en plus d'être complet); mais peut-être a-t-il voulu conserver unformalisme proche de celui exploit�e pour les programmes normaux (cons�equence lo-gique du compl�et�e) sans alourdir par les instances impropres qui rendent les preuvesdi�cilement abordables.D'un point de vue plus op�erationnel, nous pourrons implanter un langage bas�esur l'expression de clauses en logique typ�ee (qui pourra être compil�e en Prolog,il su�t de sp�eci�er l'uni�cation typ�ee), avec lequel il sera ais�e d'�ecrire des m�eta-programmes corrects, mais aussi de le prouver.2.3 Repr�esentation closeNous pr�esentons ici la deuxi�eme partie de [8], concernant la repr�esentation close.2.3.1 Pourquoi la repr�esentation close ?Lloyd dans son article s'attache fortement �a l'aspect SLDNF (voir même op�eration-nel) de la m�eta-programmation en logique.Nous connaissons la di��erence qu'il existe entre la logique et Prolog. Pouvons-nous, sous certaine condition, donner une s�emantique logique aux pr�edicats commevar, constant ... �equivalente ou proche de leur s�emantique op�erationnelle ? C'estessentiellement dans ce cadre que Lloyd �etudie la repr�esentation close.2.3.2 Passage en repr�esentation closeLloyd manipule une repr�esentation close du programme objet dans une logique ty-p�ee bas�ee sur un langage L0. L0 contient trois types : o, � et �.Passage du langage L au langage typ�e L0 :
12



a constante de L  ! a0 constante de type o de L0x variable de L  ! x0 constante de type o de L0f fonction n-aire de L  ! f 0 fonction n-aire de typeo� o� � � � � o! o de L0p pr�edicat n-aire de L  ! p0 fonction n-aire de typeo� o� � � � � o! � de L0Nous supposons que les applications a ! a0, x ! x0, f ! f 0 et p ! p0 sonttoutes bijectives.Nous ajoutons au langage L0 une constante : empty de type �, les symboles defonctions : &, if , not, positive, negative et resultant de types ���! �, ���! �,� ! �, � ! �, � ! � et � � � � � � � ! �. Le langage L0 contient les symbolesde pr�edicats solve, succeed, fail, select, derive et clause de types �� �, �� �, �,� � � � � � � � �, � � � � � et �. Le passage des termes, atomes et formules dulangage L dans le langage L0 est d�e�ni par induction de fa�con �evidente ...Soit G le programme normal typ�e, bas�e sur L0, suivant :8� x; y solve(x; y) succeed(x if x; y if empty)8� x succeed(x if empty; x if empty) head formula(x)8� l; r; s; u; v; w; x; y; z succeed(x if y; z) select(y; l; positive(s); r; u) ^ clause(w)^derive(resultant(x; l; s; r); w; v) ^ succeed(v; z)8� l; r; s; u; x; y; z succeed(x if y; z) select(y; l; negative(s); r; u) ^ fail(empty if s) ^ succeed(x if u; z)8� l; r; s; u; y fail(empty if y) select(y; l; positive(s); r; u)^8�w; z (fail(z) clause(w)^derive(resultant(empty; l; s; r); w; z))8� l; r; s; u; y fail(empty if y) select(y; l; negative(s); r; u) ^ succeed(empty if s; empty if empty)8� l; r; s; u; y fail(empty if y) select(y; l; negative(s); r; u) ^ fail(empty if s) ^ fail(empty if u)head formula(empty) 8� xhead formula(x) conjunction of literals(x)8� x conjunction of literals(x) literal(x)8� x; y conjunction of literals(x& y) literal(x) ^ conjunction of literals(y)8� x literal(x) atom(x)8� x literal(not x) atom(x)
13



Pour tout p symbole de pr�edicat de L d'arit�e n :8o x1; � � � ; xn atom(p0(x1; � � � ; xn)) Lloyd ne donne pas de d�e�nition pour select et derive mais donne leurs s�eman-tiques :� derive est vrai si le premier argument est de la forme resultant(E;F;G;H)avec E ifF &G&H repr�esentant une r�esultante R et G un atome A, le secondargument repr�esente une clause C, et le troisi�eme argument repr�esente uner�esultante d�eriv�ee de R utilisant l'atome s�electionn�e A et une variante de C2.� select est vrai si son premier argument repr�esente une conjonction de litt�erauxQ, le second argument repr�esente la conjonction �a \gauche" du litt�eral s�elec-tionn�e dans Q, le troisi�eme argument est de la forme positive(E) si E est lelitt�eral positif s�electionn�e ou de la forme negative(E) si :E est le litt�eral n�ega-tif s�electionn�e, le quatri�eme argument repr�esente la conjonction �a \droite" dulitt�eral s�electionn�e dans Q, et le cinqui�eme argument repr�esente la conjonctionde litt�eraux obtenue �a partir de Q en supprimant le litt�eral s�electionn�e.Si P est un programme normal bas�e sur le langage L alors on notera GP leprogramme constitu�e de G et des clauses : clause(A0 if Q0)  , pour chaque clauseA Q du programme P (Q0 = empty si Q est vide).2.3.3 Th�eor�emesSoient P un programme normal et Q un but normal. Soit GP le programme tel qu'ila �et�e d�e�ni plus haut.Th�eor�emes1. Si fx=(Q�)0g est une r�eponse correcte pourcomp(GP ) [ f succeed(Q0 if Q0; x if empty)g alors� est une r�eponse calcul�ee pour P [ f Qg.2. Si fail(empty if Q0) est une cons�equence logique de comp(GP ) alorsP [ f Qg a un arbre SLDNF d'�echec �ni.Corollaires1. Si fx=(Q�)0g est une r�eponse calcul�ee pourcomp(GP ) [ f succeed(Q0 if Q0; x if empty)g alors� est une r�eponse calcul�ee pour P [ f Qg.2. Si la substitution identit�e est une r�eponse calcul�ee pourcomp(GP ) [ f fail(empty if Q0)g alorsP [ f Qg a un arbre SLDNF d'�echec �ni.3. Si fx=(Q�)0g est une r�eponse correcte pourcomp(GP ) [ f succeed(Q0 if Q0; x if empty)g alors� est une r�eponse correcte pour comp(P ) [ f Qg.2Les d�e�nitions de r�esultantes et d�erivations sont donn�ees dans [9].14



4. Si fail(empty if Q0) est une cons�equence logique de comp(GP ) alors Q est une cons�equence logique de comp(P ).Le d�etail des preuves se trouve dans [8].2.3.4 Les pr�edicats m�eta-logiquesGrâce �a la repr�esentation close et au m�eta-interpr�ete GP , on peut donner la d�e�-nition de m�eta-pr�edicats tel que var, constant ... Cette d�e�nition peut se faire �adeux niveaux. Soit le programme P utilise ces \pr�edicats", soit c'est dans le m�eta-programme qu'ils apparaissent. Lloyd donne les d�e�nitions concernant le deuxi�emecas.Par exemple, si L contient les constantes a1; � � � ; an alors constant est d�e�ni par :constant(a01) ...constant(a0n) Si L contient les symboles de fonctions f1; � � � ; fm d'arit�es k1; � � � ; km alors varet nonvar sont d�e�nis par :8o xnonvar(x) constant(x)8o x1; � � � ; xk1 nonvar(f 01(x1; � � � ; xk1)) ...8o x1; � � � ; xkm nonvar(f 0m(x1; � � � ; xkm)) 8o x var(x) :nonvar(x)Avec ces d�e�nitions pour le m�eta-programme, nous pouvons nous int�eresser �ades buts tels que 8o x  solve(p0(x)) ^ var(x).2.3.5 DiscussionLe m�eta-interpr�ete GP est plus compliqu�e que le m�eta-interpr�ete vanilla. vanillafait apparâ�tre un aspect d�eclaratif alors que GP implante la SLDNF.D'autre part, nous percevons une volont�e op�erationnelle sous-jacente �a GP . Ene�et, GP fait plus que rendre compte de la s�emantique d�eclarative de P . Si solven'avait qu'un seul argument, un interpr�ete fournirait comme r�eponse �a une questionde la forme solve(Q0) avec Q0 repr�esentation de Q : OUI si Q est une r�eponsecorrecte pour P , ou NON sinon. Ici, grâce aux deux arguments de solve, un interpr�etedonnera la r�eponse solve(Q0; R0) de la même fa�con qu'il aurait donn�e la r�eponse R �ala question Q (rappelons queQ0 est clos même si Q ne l'est pas). En fait, nous verronsdans le chapitre 5 section 5.5 que nous pouvons conserver ce souci op�erationnel enn'ayant qu'un seul argument et que nous obtenons même un m�eta-interpr�ete pluspolyvalent.Nous pouvons voir dans le programme GP (ou sa version simpli��ee pour pro-grammes d�e�nis donn�ee �gure 2.2 page 16) que le pr�edicat derive a un rôle primor-dial. C'est lui qui assurera le lien entre les repr�esentations de variables de l'ancienner�esultante et leurs instances dans la nouvelle r�esultante. Il implante la notion ded�erivation. 15



solve(But;Rep) succes(But if But;Rep if empty)succes(But if empty;But if empty) conjonction(But)succes(But if Reste;Rep) select(Reste;Gauche;Choix;Droite)^clause(Cl)^derive(But;Gauche;Choix;Droite; Cl;Nbut)^succes(Nbut;Rep)Figure 2.2: M�eta-interpr�ete avec repr�esentation close pour programmes d�e�nisLe pr�edicat clause assure la seule interface entre G et le programme objet P ,Comme la repr�esentation est close, les atomes de la d�e�nition de clause sont tousclos. On constate alors que le typage est compl�etement inutile. Les r�eponses poursolve(� � �) seront obligatoirement bien form�ees (\typ�ees") en se pla�cant dans la lo-gique classique (sans types).2.4 ConclusionCe chapitre est consacr�e aux travaux de Hill et Lloyd issus de [8]. Cet article constituele point de d�epart et la r�ef�erence pour les chapitres suivants.L'�etat de l'art expos�e ici parâ�t maigre, mais ne re
�ete que la r�ealit�e quantita-tive des travaux sur la s�emantique des m�eta-programmes en Prolog. Nous trouvonsd'autres papiers sur la m�eta-programmation pour lesquels l'accent n'est pas mis surla s�emantique, ou bien, pour lesquels le langage logique (ou d�eclaratif) �etudi�e n'estpas Prolog.Dans l'article de Hill et Lloyd, la s�emantique des m�eta-programmes est recher-ch�ee �a travers l'interpr�etation en logique du premier ordre typ�ee de ceux-ci. Lesrapports entre la logique du premier ordre et Prolog sont bien connus; ceux entrela logique du premier ordre typ�ee et Prolog le sont moins. En Prolog, l'uni�cationtyp�ee n'existe pas. Aussi, les th�eor�emes de ce chapitre doivent être adapt�es �a Prolog.De plus, l'utilisation des cons�equences logiques du programme ou de son compl�et�esont fastidieuses �a exhiber lorsque nous ne consid�erons plus des cas d'�ecole.Pour toutes ces raisons, nous d�ecidons de reprendre les deux repr�esentations duprogramme objet pour les �etudier en parlant de plus petit point �xe et de racinesd'arbres de preuve. Ce formalisme tr�es simple a l'avantage d'être purement d�eclaratifet proche de Prolog. Nous n'�etudions que les programmes d�e�nis, mais le chapitre 7pr�esente des r�esultats sur la s�emantique \n�egative" des m�eta-programmes.Qu'il s'agisse de la repr�esentation implicite ou close, �a chaque programme objetcorrespond un m�eta-interp�ete. Nous pouvons �ecrire un m�eta-interpr�ete \universel"qui a la propri�et�e d'interpr�eter tout programme objet, sans pr�eciser, dans un pre-mier temps, la repr�esentation choisie. Le programme objet devient un argument del'interpr�ete vanilla. Ce m�eta-programme est pr�esent�e par la �gure 2.3 page 17 etpeut être baptis�e super vanilla. Le probl�eme en suspens est l'existence d'une repr�e-sentation du programme objet et d'une d�e�nition du pr�edicat clause. Le chapitre 7�ecartera ces doutes en donnant la version compl�ete de super vanilla.16



solve(P; empty) solve(P;A&B) solve(P;A) ^ solve(P;B)solve(P;A) clause(P;A if B) ^ solve(P;B)clause(P;C) appartient �a la s�emantique du m�eta-interpr�ete ssi C est larepr�esentation d'une instance d'une clause du programme repr�esent�e par P .Figure 2.3: M�eta-interpr�ete ind�ependant de la repr�esentation de P
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Chapitre 3Notations utilis�ees et rappelssur l'op�erateur TSoit L un langage du premier ordre, on notera :V ARL : l'ensemble des variables de LFONCL : l'ensemble des symboles de fonctions de LPREDL : l'ensemble des symboles de pr�edicats de LTERML : l'ensemble des termes de LATOML : l'ensemble des atomes de LSi P est un programme d�e�ni et L le langage de P , on notera TP l'application :TP : P(ATOML) �! P(ATOML)d�e�nie par :TP (I) = fA 2 ATOML=9 (B  E) 2 P et 9� une substitutiontelles que �E � I et �B = AgD�e�nition :Un arbre de preuve est un arbre �ni dont les n�uds sont �etiquet�es par des atomeset tel que pour chaque n�ud il existe une instance de clause A B1^ � � � ^Bn telleque A soit l'�etiquette du n�ud et B1; � � � ; Bn les �etiquettes de ses �ls.Les feuilles de l'arbre sont �etiquet�es par des instances de faits.On note parfois adp(Q) un arbre de preuve de racine �etiquet�ee par Q.Th�eor�eme :Si RAPP est l'ensemble des racines d'arbre de preuve de P alorsRAPP = Sn2IN T nP (;) = TP " ! = pppf(TP )Th�eor�eme :I est un mod�ele de P ssi TP (I) � I.D�e�nition :I est un post-point �xe de TP si TP (I) � I.
19



Th�eor�emes :� pppf(TP ) est le plus petit post-point �xe de TP .� pppf(TP ) est l'intersection de tous les post-points �xes de TP .Dans le chapitre 2, la s�emantique des programmes est d�e�nie par leur interpr�e-tation en logique et par les cons�equences logiques du compl�et�e pour les programmesnormaux. Dans la suite, c'est le pppf(TP ) qui d�e�nira la s�emantique d'un programmed�e�ni P . Le premier th�eor�eme est �a la base de toutes les d�emonstrations qui suivront.
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Chapitre 4Repr�esentation implicite4.1 MotivationsReprenons ici la repr�esentation typ�ee, introduite par Lloyd et Hill dans [8], �a laquellenous retirons les types. Nous l'appelons repr�esentation implicite, car les atomes sontrepr�esent�es par un terme syntaxiquement \isomorphe".De fa�con intuitive, nous nous apercevons que le typage n'est pas vraiment n�e-cessaire si nous nous attachons �a l'aspect termal plutôt qu'�a l'aspect logique de laprogrammation en logique. Il est �evident que, dans l'ensemble des racines d'arbrede preuve du m�eta-interpr�ete, nous trouverons, si le programme objet contient desclauses avec variables, des atomes de la forme solve(Q) o�u Q n'est pas repr�esenta-tion d'un atome du langage objet puisque les variables du programme objet sontrepr�esent�ees par des variables du m�eta-langage.De fa�con plus formelle, sachant que nous nous int�eressons aux r�eponses pourVP [fsolve(Q0) g o�u Q0 est la repr�esentation d'un atome Q du langage objet, nouspouvons nous interroger sur l'in
uence de l'�elimination du typage sur les r�esultatsdonn�es dans [8].Dans la suite nous nous int�eresserons au pppf de TP (programme objet) et aupppf de TVP r�eduits aux atomes de la forme solve(Q0) o�u Q0 est repr�esentation d'unatome Q. Nous montrerons que ces ensembles sont isomorphes. Le m�eta-interpr�etevanilla comme nous allons le voir est donc complet (nous parlerons de sa correctionrelative �a un ensemble de buts dans la section 4.5 page 31).4.2 Repr�esentation implicite du programme PSoit L un langage muni des connecteurs  , ^ et true. Passage de L �a L0 :a constante de L  ! a0 constante de L0x variable de L  ! x0 variable de L0f fonction n-aire de L  ! f 0 fonction n-aire de L0p pr�edicat n-aire de L  ! p0 fonction n-aire de L0Nous supposons que les applications a ! a0, x ! x0, f ! f 0 et p ! p0 sonttoutes bijectives. 21



Pour repr�esenter les clauses exprimer dans le langage L, nous ajoutons au lan-gage L0 une constante : empty, les symboles de fonctions : & et if . Le langage L0contient les deux symboles de pr�edicats solve et clause.Le passage des termes, atomes et formules du langage L dans le langage L0 estd�e�ni par induction.Si f(t1; � � � ; tn) est un terme de L, alors f(t1; � � � ; tn) est repr�esent�e par le termef 0(t01; � � � ; t0n) de L0, o�u t01; � � � ; t0n sont les repr�esentations respectives de t1; � � � ; tn.Si p(t1; � � � ; tn) est un atome de L, alors p(t1; � � � ; tn) est repr�esent�e par le termep0(t01; � � � ; t0n) de L0, o�u t01; � � � ; t0n sont les repr�esentations respectives de t1; � � � ; tn.true est repr�esent�e par empty.Si F et G sont des formules de L repr�esent�ees par F 0 et G0 dans L0 alors F ^Get F  G sont repr�esent�ees respectivement par les termes F 0&G0 et F 0 if G0.Soit V le programme normal, bas�e sur L0, suivant :solve(empty) solve(x& y) solve(x) ^ solve(y)solve(x) clause(x if y) ^ solve(y)Si P est un programme d�e�ni bas�e sur le langage L, nous notons VP le pro-gramme constitu�e de V et des clauses : clause(A0 if Q0)  , pour chaque clauseA Q, du programme P (Q0 = empty si Q est vide).Remarque : Nous notons X 0 pour d�enoter la repr�esentation d'un objet X dulangage L dans le langage L0.4.3 Th�eor�emesTh�eor�eme 4.1 :Pour tout Q 2 ATOML : Q 2 pppf(TP ) ssi solve(Q0) 2 pppf(TVP )Remarque 4.2 :Si I 0 est un post-point �xe de VP , soit I = fQ 2 ATOML = solve(Q0) 2 I 0 g,alors I est un post-point �xe de P .Les lemmes suivants sont utilis�es pour la preuve du th�eor�eme 4.1 :� d�esigne une substitution de TERML �! TERML et �0 d�esigne une substitutionde TERML0 �! TERML0 .Lemmes :4.3 8�, 9�0 telle que si t 2 TERML alors (�t)0 = �0t0.4.4 8�, 9�0 telle que si A est une formule de L alors (�A)0 = �0A0.4.5 8�0, 9� telle que si r et s sont des termes de L tels que s0 = �0r0, alors s = �r.22



4.6 8�0, 9� telle que Si Q et A sont des formules de L telles que Q0 = �0A0, alorsQ = �A.4.7 Si A est une formule de L et Q est une instance de A alors Q0 est une instancede A0.4.8 Si Q0 et A0 sont les repr�esentations des formules A et Q et si Q0 est une instancede A0, alors Q est une instance de A.4.9 Si Q et A sont des formules de L alors :Q est une instance de A ssi Q0 est une instance de A0.Elimination des instances \impropres"Soient tf la repr�esentation d'un terme de TERML, et tp la repr�esentation d'unatome de ATOML. tf et tp �etant �x�es,soit ' : TERML0 ! TERML0 d�e�nie par :� '(empty) = empty� '(t1& t2) = 'p(t1)&'(t2)� '(t) = 'p(t) dans tous les autres casavec 'p : TERML0 ! TERML0 d�e�nie par :� 'p(x0) = x0 si x0 est la repr�esentation de x 2 V ARL� 'p(p0(t1; � � � ; tn)) = p0('f (t1); � � � ; 'f (tn)) si p0 est la repr�esentation de p 2PREDL� 'p(t) = tp dans tous les autres caset 'f : TERML0 ! TERML0 d�e�nie par :� 'f (x0) = x0 si x0 est la repr�esentation de x 2 V ARL� 'f (f 0(t1; � � � ; tn)) = f 0('f (t1); � � � ; 'f (tn)) si f 0 est la repr�esentation de f 2FONCL� 'f (t) = tf dans tous les autres casRemarques :1. Si t 2 TERML0 alors '(t) 2 TERML0 .2. 8 t 2 TERML0 , '(t) est la repr�esentation d'un atome ou d'une conjonctiond'atomes de L.3. Si t est la repr�esentation d'un atome ou d'une conjonction d'atomes de L, alors'(t) = t.4. Si t est la repr�esentation d'un atome ou d'une conjonction d'atomes de L, etsi s est une instance de t alors '(s) est une instance de t.Preuves : 23



1. �Evident du fait de la d�e�nition de '.2. Imm�ediat, preuve par induction.3. Imm�ediat, preuve par induction.4. Preuve par induction sur les repr�esentations des termes de L, puis imm�ediatpour les repr�esentations d'atome et conjonction d'atomes.' est donc une application qui laisse invariantes les repr�esentations de formulesde L, et qui transforme les autres termes de L0 pour qu'ils soient repr�esentationd'une formule de L.Lemme 4.10 :S'il existe un arbre de preuve de racine solve(Q0) avec Q0 = empty ouQ0 = p0(� � �) ou Q0 = p01(� � �)& � � �& p0m(� � �), avec p0; p01; � � � ; p0m repr�esen-tations de symboles de pr�edicats de L, alors il existe un arbre de preuvede racine solve('(Q0)) ayant même squelette et tel que tous les termesapparaissant dans les atomes �etiquetant les noeuds de l'arbre soient desrepr�esentations d'atome ou de conjonction d'atomes de L.4.4 Preuves4.4.1 Preuves des lemmesPreuve du lemme 4.3 :Soit � une substitution sur L, nous d�e�nissons �0 : V ARL0 �! TERML0 par :�0x0 = (�x)0. �0 s'�etend �a TERML0 �! TERML0 de la fa�con habituelle.Si t 2 V ARL alors t0 2 V ARL0 et par d�e�nition (�t)0 = �0t0.Supposons t1; � � � ; tn 2 TERML tels que (�ti)0 = �0t0i.Si t = f(t1; � � � ; tn) alors(�t)0 = (�f(t1; � � � ; tn))0(�t)0 = (f(�t1; � � � ; �tn))0(�t)0 = f 0((�t1)0; � � � ; (�tn)0)(�t)0 = f 0(�0t01; � � � ; �0t0n)(�t)0 = �0f 0(t01; � � � ; t0n)(�t)0 = �0t0Conclusion : 8 t 2 TERML, 8�, (�t)0 = �0t0.Preuve du lemme 4.4 :Nous reprenons l'application � �! �0 d�e�nie dans la preuve du lemme 4.3.24



Si A = p(t1; � � � ; tn) alors(�A)0 = (�p(t1; � � � ; tn))0(�A)0 = (p(�t1; � � � ; �tn))0(�A)0 = p0((�t1)0; � � � ; (�tn)0)(�A)0 = p0(�0t01; � � � ; �0t0n)(�A)0 = �0p0(t01; � � � ; t0n)(�A)0 = �0A0Si A = A1 ^A2 alors(�A)0 = (�(A1 ^A2))0(�A)0 = (�A1 ^ �A2)0(�A)0 = (�A1)0&(�A2)0(�A)0 = �0A01&�0A02(�A)0 = �0(A01&A02)(�A)0 = �0A0Si A = A1  A2 alors(�A)0 = (�(A1  A2))0(�A)0 = (�A1  �A2)0(�A)0 = (�A1)0 if (�A2)0(�A)0 = �0A01 if �0A02(�A)0 = �0(A01 if A02)(�A)0 = �0A0Conclusion : 8A formule de L, 8�, (�A)0 = �0A0.Preuve du lemme 4.5 :Soit r et s 2 TERML, tels que s0 est une instance de r0, donc s0 = �r0.Une simple preuve par induction montre qu'il existe �0 telle que s0 = �0r0 et8x0 2 V ARL0 �0x0 est la repr�esentation d'un terme de L. Seules ces substitutionsseront utilis�ees dans la suite.Soit � d�e�nie par �x = t si t0 = �0x0.Si r0 2 V ARL0 et s0 = �0r0 alors s = �r par d�e�nition de �.Soit r1; � � � ; rn et s1; � � � ; sn 2 TERML0 tels que s0i = �0r0i =) si = �ri.Si r = f(r1; � � � ; rn) et s0 = f 0(s01; � � � ; s0n) = �0r0 alors�r = �f(r1; � � � ; rn)�r = f(�r1; � � � ; �rn)�r = f(s1; � � � ; sn)�r = sConclusion : Si r et s sont deux termes de TERML tels que s0 = �0r0,25



alors s = �r.Preuve du lemme 4.6 :Nous reprenons l'application �0 �! � d�e�nie dans la preuve du lemme 4.5.Si A = p(r1; � � � ; rn) et Q0 = �0A0 = p0(s01; � � � ; s0n) alors�A = �p(r1; � � � ; rn)�A = p(�r1; � � � ; �rn)�A = p(s1; � � � ; sn)�A = QSi A = A1 ^A2 et Q0 = Q01&Q02 = �0A0avec A01 et A02 tels que �0A0i = Q0i =) �Ai = Qi alors�A = �(A1 ^A2)�A = �A1 ^ �A2�A = Q1 ^Q2�A = QSi A = A1  A2 et Q0 = Q01 if Q02 = �0A0avec A01 et A02 tels que �0A0i = Q0i =) �Ai = Qi alors�A = �(A1  A2)�A = �A1  �A2�A = Q1  Q2�A = QConclusion : Si A et Q sont deux formules L telles que Q0 = �0A0, alors Q = �A.Preuve du lemme 4.7 :Cons�equence imm�ediate du lemme 4.4.Preuve du lemme 4.8 :Cons�equence imm�ediate du lemme 4.6.Preuve du lemme 4.9 :Cons�equence des lemmes 4.7 et 4.8.Preuve du lemme 4 .10:� Soit un arbre de preuve de hauteur 0 et de racine solve(Q0). Cet arbre est :solve(empty)26



or '(empty) = empty doncsolve(empty)est un arbre de preuve de racine solve('(Q0)) et de même squelette.� Supposons que la propri�et�e soit vraie pour tout arbre de preuve de profondeurinf�erieure �a n.Soit un arbre de preuve de hauteur n + 1, de racine solve(Q0) avec Q0 de laforme voulue.Nous distinguerons deux cas :{ l'arbre est de la forme : @@@@R����	adp(solve(t1)) solve(t1& t2) adp(solve(t2))t1 par hypoth�ese sur les racines �etudi�ees est de la forme p0(� � �) avec p0repr�esentation de p 2 PREDL, donc '(t1) = 'p(t1).Il existe par hypoth�ese un arbre de preuve de racine solve('(t1)) et unautre de racine solve('(t2)), donc il existe un arbre de preuve de racinesolve('(t1)&'(t2)) et de même squelette.Or '(t1) = 'p(t1) donc '(t1)&'(t2) = 'p(t1)&'(t2) = '(t1& t2).Donc il existe un arbre de preuve de racine solve('(Q0)), et de mêmesquelette.{ l'arbre est de la forme :����	 @@@@Rclause(t1 if t2) solve(t1) adp(solve(t2))Par hypoth�ese il existe un arbre de preuve de racine solve('(t2)) cart1 if t2 est une instance d'une repr�esentation d'une clause de P donc t2est empty, p0(� � �) ou p01(� � �)& � � �& pm(� � �). Si t1 if t2 est instance deA0 if E0 repr�esentation d'une clause A  E de P alors '(t1) if '(t2) estinstance de A0 if E0.Donc il existe un arbre de preuve de racine solve('(t1)) et de mêmesquelette.Conclusion : S'il existe un arbre de preuve de racine solve(Q0) alors il existeun arbre de preuve de racine solve('(Q0)), de même squelette, dans lequel tous lesatomes de la forme solve(B0) sont tels que B0 est la repr�esentation d'une conjonctiond'atome (�eventuellement vide) de L. 27



4.4.2 Preuve du th�eor�eme 4.1=)Montrons que si Q 2 pppf(TP ) alors solve(Q0) 2 pppf(TVP ).Rappels : pppf(TP ) = Sn2IN TP " n.Nous montrons donc que 8n; [Q 2 TP " n =) solve(Q0) 2 pppf(TVP ) ].� cas n = 0TP " 0 = ; donc Q 2 TP " 0 =) solve(Q0) 2 pppf(TVP ).� r�ecurrenceSupposons que 8 i < n; Q 2 TP " i =) solve(Q0) 2 pppf(TVP ).Si Q 2 TP " n alors 9 (A E) 2 P et 9� une substitution,telles que �A = Q et �E � TP " n� 1.Si E = truealors (A ) 2 P donc (clause(A0 if empty) ) 2 VP .Si Q est instance de A alors Q0 est instance de A0 (d'apr�es le lemme 4.9).Donc : @@@@R����	clause(Q0 if empty) solve(Q0) solve(empty)est un arbre de preuve de solve(Q0).Or RAPVP = pppf(TVP ) donc solve(Q0) 2 pppf(TVP ).Si E = B1 ^ � � � ^Bm�Bi 2 TP " n� 1 donc solve((�Bi)0) 2 pppf(TVP ).Si (A E) 2 P alors (clause(A0 if B10& � � �&Bm0) ) 2 VP ,Q0 if (�B1)0& � � �&(�Bm)0 est instance deA0 if B01& � � �&B0m d'apr�es le lemme 4.9(Q0 = (�A)0).A E est une clause donc les Bi sont en nombre �ni.Soit adp(solve((�Bi)0)) l'arbre de preuve de solve((�Bi)0).
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@@@@R����	 @@@@R����	 ?

����	clause(Q0 if (�B1)0& � � � &(�Bm)0) solve((�B1)0& � � � &(�Bm)0)adp(solve((�B1)0)) solve((�B2)0& � � � &(�Bm)0)adp(solve((�B2)0)) adp(solve((�Bm)0))

solve(Q0)

est un arbre de preuve de solve(Q0).Par cons�equent, solve(Q0) 2 pppf(TVP ).Conclusion :8n; [Q 2 TP " n =) solve(Q0) 2 pppf(TVP ) ].Donc Q 2 pppf(TP ) =) solve(Q0) 2 pppf(TVP ).(=Montrons que si solve(Q0) 2 pppf(TVP ) alors Q 2 pppf(TP ).Nous montrons (comme pour =)) que :8n; [ solve(Q0) 2 TVP " n =) Q 2 pppf(TP ) ].� cas n = 0TVP " 0 = ; donc solve(Q0) 2 TVP " 0 =) Q 2 pppf(TP ).� r�ecurrenceSupposons que 8 i < n; solve(Q0) 2 TVP " i =) Q 2 pppf(TP ).Si solve(Q0) 2 TVP " n alors il existe un arbre de preuve de racine solve(Q0).Cet arbre est de la forme : @@@@R����	 adp(solve(E0))clause(Q0 if E0) solve(Q0)
(Les deux premi�eres clauses pour solve ne nous int�eressent pas car Q0 est larepr�esentation d'un atome de L) 29



Nous distinguerons deux cas :Si E0 = emptyalors : @@@@R����	clause(Q0 if empty) solve(Q0) solve(empty)est un arbre de preuve de solve(Q0).clause(Q0 if empty)  est une instance de (clause(A0 if empty)  ) 2 VPdonc (A ) 2 P .Si Q0 est une instance de A0 alors Q est une instance de A d'apr�es le lemme 4.9,et donc Q 2 pppf(TP ).Si E0 = B01& � � �&B0malors : @@@@R����	 ����	 @@@@R����	 ?
clause(Q0 if B01& � � � &B0m)adp(solve(B01)) solve(B02& � � � &B0m)adp(solve(B02))

solve(B01& � � � &B0m)

adp(solve(B0m))

solve(Q0)

est un arbre de preuve de solve(Q0).Pour pouvoir appliquer l'hypoth�ese d'induction, il faut montrer qu'ilexiste un arbre de preuve de racine solve(Q0) identique �a celui ci-dessus(de même hauteur), tel que B0i est la repr�esentation d'un Bi 2 ATOML.D'apr�es le lemme 4.10, il existe un arbre de preuve de racine solve('(Q0))ayant même squelette que celui ci-dessus, avec tous les B0i repr�esentationde Bi 2 ATOML, or Q0 est la repr�esentation de Q 2 ATOML, donc'(Q0) = Q0.Nous savons donc qu'il existe un arbre de preuve de racine solve(Q0),identique �a celui repr�esent�e, et tel que tous les B0i sont la repr�esentationd'un Bi 2 ATOML. 30



8 i; adp(solve(B0i)) a une hauteur inf�erieure �a n,donc solve(B0i) 2 TVP " n� 1 et par hypoth�ese Bi 2 pppf(TP ).Si clause(Q0 if B01& � � �&B0m) est une instance de(clause(A0 if E0) ) 2 VP alors (A E) 2 Pet, d'apr�es le lemme 4.9, Q B1 ^ � � � ^Bm est une instance de A E,donc Q 2 pppf(TP ).Conclusion :8n; [ solve(Q0) 2 TVP " n =) Q 2 pppf(TP ) ].Donc solve(Q0) 2 pppf(TVP ) =) Q 2 pppf(TP ).()Nous pouvons conclure :Pour tout Q 2 ATOML,Q 2 pppf(TP ) ssi solve(Q0) 2 pppf(TVP ).4.5 Comparaison avec Hill et Lloyd, et ConclusionD'apr�es les th�eor�emes 8.4 et 8.6, ainsi que le lemme 8.2 de [9] et de la d�e�nitionde r�eponse calcul�ee (ou de r�esolution restreinte aux uni�cateurs les plus g�en�eraux),nous avons montr�e que :Th�eor�eme 4.11 :fx1=t1; � � � ; xn=tng est une r�eponse calcul�ee pour P [ fQ g ssifx01=t01; � � � ; x0n=t0ng est une r�eponse calcul�ee pour VP [ fsolve(Q0) g.Ce r�esultat rejoint celui de Lloyd dans [8], mais il a �et�e obtenu ici sans typage. Enfait, le th�eor�eme est rigoureusement identique dans son �enonc�e au th�eor�eme 2.3.3 (1)de [8]. Cependant il est plus g�en�eral puisque, non seulement, le langage L0 de Lloydest inclus dans celui que nous avons d�e�ni, mais aussi la s�emantique de son m�eta-interpr�ete \est incluse" dans la nôtre. Nous savons qu'il existe des programmes objetstels que solve(Q0) est racine d'arbre de preuve, et Q0 n'est pas la repr�esentation d'uneformule de L. En d'autres termes, le m�eta-interpr�ete de Lloyd est correct, le nôtrene l'est pas, mais le th�eor�eme reste valide.Nous avons montr�e (sans typage) que le m�eta-interpr�ete vanilla est correct etcomplet pour des buts de la forme solve(Q0)  o�u Q0 est la repr�esentation d'unatome Q du langage L.Soit SUBSTL l'ensemble des substitutions V ARL ! TERML.Soit  : SUBSTL ! SUBSTL0 d�e�nie par : 8�;  (�)(x0) = (�(x))0Remarque �evidente : si � est un uni�cateur le plus g�en�eral de A et B formulesde L alors  (�) est un uni�cateur le plus g�en�eral de A0 et B0.D'apr�es le lemme 4.9 et les remarques pr�ec�edant le lemme 4.10, si Q est l'ins-tance commune la plus g�en�erale de A et B alors Q0 est l'instance commune la plus31



g�en�erale de A0 et B0. Nous constatons rapidement que Q0 est instance de A0 et B0par  (�) et que cette substitution est un uni�cateur le plus g�en�eral de A0 et B0.Th�eor�eme 4.12 :Si P [ f Qg r�eussit avec la r�eponse � alors VP [ f solve(Q0)g r�eussit avecla r�eponse  (�).preuve :Le th�eor�eme 4.12 est cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 4.11 et de la remarquepr�ec�edente.La repr�esentation implicite permet d'obtenir des r�esultats tout �a fait satisfaisantspour les m�eta-programmes style vanilla. Mais elle est limit�ee.Dans le cas d'un d�ebogueur, l'instance d'une erreur pour un programme P n'estpas toujours une erreur pour ce programme. Aussi, il est impossible d'utiliser larepr�esentation implicite pour repr�esenter le programme objet et ses erreurs.Dans le chapitre 5 nous �etudions une autre repr�esentation du programme objetqui permettra de d�eclarer une s�emantique contenant des repr�esentations de formulesdu langage objet non ferm�ees par substitution (dans le langage objet, la s�emantiqued'un programme logique est, bien entendu, toujours ferm�ee par substitution).
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Chapitre 5Repr�esentation close5.1 MotivationsDans la section 2.3, nous avons �etudi�e la repr�esentation close typ�ee et le m�eta-interpr�ete de Lloyd. Nous avons expliqu�e dans la section 2.3.5 que le typage �etaitici compl�etement inutile. Donc, contrairement �a la repr�esentation implicite, le m�eta-interpr�ete sans typage reste complet et correct.Lloyd vise un aspect op�erationnel puisque, pour lui, solve(Q0; R0) est cons�equencelogique de comp(GP ) ssi R est cons�equence logique de comp(P ), et R est uneinstance de Q. Ou, en d'autres termes, solve(Q0; R0) est tel que si Q0 est un butalors R0 est la repr�esentation d'une r�eponse correcte pour P [ f Qg.Nous n'attachons pas d'importance ici aux r�eponses pour un but donn�e, maisnous d�esirons traduire la s�emantique suivante :solve(Q0) 2 pppf(TGP ) ssi Q 2 pppf(TP ).Aussi, l'int�erêt est d�eclaratif et non op�erationnel, puisque si Q 62 pppf(TP ) a pourinstance R 2 pppf(TP ) alors solve(Q0) �echoue (Q0 est clos en repr�esentation close).Ou, en d'autres termes, si R 2 pppf(TP ) et R est une instance de Q alors jamaissolve(Q0) ne r�eussit avec r�eponse �0 telle que �0Q0 = R0. Mais nous discuterons cepoint dans la section 5.5.Nous n'�etudierons donc pas le m�eta-interpr�ete de la �gure 2.2 page 16, mais dansun esprit d'homog�en�eit�e nous reprenons vanilla, avec cette fois une repr�esentationclose du programme objet.Nous montrons que vanilla est, dans ce cas, correct et complet, ce qui n'est pasaussi �evident que sa compl�etude et sa correction relative en repr�esentation implicite.5.2 Repr�esentation close du programme PSoit L un langage muni des connecteurs  , ^ et true. Passage de L �a L0 :
33



a constante de L  ! a0 constante de L0x variable de L  ! x0 constante de L0f fonction n-aire de L  ! f 0 fonction n-aire de L0p pr�edicat n-aire de L  ! p0 fonction n-aire de L0Nous supposons que les applications a ! a0, x ! x0, f ! f 0 et p ! p0 sonttoutes bijectives.Nous ajoutons au langage L0 une constante : empty, les symboles de fonctions :& et if . Le langage L0 contient les deux symboles de pr�edicats solve et clause.Le passage des termes, atomes et formules du langage L dans le langage L0, estd�e�ni par induction.Si f(t1; � � � ; tn) est un terme de L, alors f(t1; � � � ; tn) est repr�esent�e par le termef 0(t01; � � � ; t0n) de L0, o�u t01; � � � ; t0n sont les repr�esentations respectives de t1; � � � ; tn.Si p(t1; � � � ; tn) est un atome de L, alors p(t1; � � � ; tn) est repr�esent�e par le termep0(t01; � � � ; t0n) de L0, o�u t01; � � � ; t0n sont les repr�esentations respectives de t1; � � � ; tn.true est repr�esent�e par empty.Si F et G sont des formules de L repr�esent�ees par F 0 et G0 dans L0 alors F ^Get F  G sont repr�esent�ees respectivement par les termes F 0&G0 et F 0 if G0.Soit G le programme normal, bas�e sur L0, suivant :solve(empty) solve(x& y) solve(x) ^ solve(y)solve(x) clause(x if y) ^ solve(y)Si P est un programme d�e�ni bas�e sur le langage L alors nous notons GP le pro-gramme constitu�e de G et des clauses : clause(A0 if Q0)  , pour chaque instanced'une clause A Q du programme P (Q0 = empty si Q est vide).Remarque : Nous notons X 0 pour d�enoter la repr�esentation d'un objet X dulangage L dans le langage L0 (même convention de notation que dans le chapitre 4).5.3 Th�eor�emesTh�eor�emes :5.1 Pour tout Q 2 ATOML : Q 2 pppf(TP ) ssi solve(Q0) 2 pppf(TGP )5.2 GP est un m�eta-interpr�ete correct et complet.
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5.4 Preuves5.4.1 Preuve du th�eor�eme 5.1=)Montrons que si Q 2 pppf(TP ) alors solve(Q0) 2 pppf(TGP ).Montrons par r�ecurrence sur n que 8n; [Q 2 TP " n =) solve(Q0) 2 pppf(TGP ) ].� cas n = 0TP " 0 = ; donc Q 2 TP " 0 =) solve(Q0) 2 pppf(TGP ).� r�ecurrenceSupposons que 8 i < n; Q 2 TP " i =) solve(Q0) 2 pppf(TGP ).Si Q 2 TP " n alors il existe Q  E instance d'une clause de P telle queE = true ou E � TP " n� 1.Si E = trueQ est instance d'une clause de P donc (clause(Q0 if empty) ) 2 GP .@@@@R����	clause(Q0 if empty) solve(Q0) solve(empty)est un arbre de preuve de solve(Q0), et par cons�equent solve(Q0) 2 pppf(TGP ).Si E = B1 ^ � � � ^Bmsolve(B0i) 2 pppf(TGP ) par hypoth�ese donc il existe un arbre de preuve deracine solve(B0i), not�e adp(solve(B0i)).Q E est instance d'une clause de P donc clause(Q0 if E0) 2 GP .
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@@@@R����	 ����	 @@@@R����	 ?
clause(Q0 if B01& � � � &B0m)adp(solve(B01)) solve(B02& � � � &B0m)adp(solve(B02))

solve(B01& � � � &B0m)

adp(solve(B0m))

solve(Q0)

est un arbre de preuve de solve(Q0) et par cons�equent solve(Q0) 2pppf(TGP ).Conclusion :8n; [Q 2 TP " n =) solve(Q0) 2 pppf(TGP ) ].Donc Q 2 pppf(TP ) =) solve(Q0) 2 pppf(TGP ).(=Montrons �a l'aide d'une sp�eci�cation1 inductive que si solve(Q0) 2 pppf(TGP ) alorsQ 2 pppf(TP ).Rappels sur la correction partielle relativement �a une sp�eci�cation.Un programme P est dit partiellement correct pour une sp�eci�cation S, ou S estdite valide pour P si et seulement si pour tout atome de la d�enotation de P de laforme p(t1; � � � ; tn), la formule Sp[t1; � � � ; tn] est valide.Une sp�eci�cation S est dite inductive pour le programme logique P si et seule-ment si elle v�eri�e la condition :pour toute clause de P de la forme p0(t0) p1(t1) ^ � � � ^ pn(tn)la formule Sp1 [t1] ^ � � � ^ Spn [tn]) Sp0 [t0] est valide.Th�eor�eme :Une sp�eci�cation S est valide pour P si et seulement si elle est cons�equence lo-gique d'une sp�eci�cation inductive.Soit la sp�eci�cation S = fSsolve;Sclauseg d�e�nie par :Ssolve = radp(solve1)1Voir [4] pour un compl�ement sur les sp�eci�cations.36



Sclause = inst(clause1)Avec radp(x) vrai si x = Q0 est repr�esentation d'une conjonction d'atomes telleque Q � pppf(TP ), ou x est repr�esentation d'un atome Q 2 pppf(TP ), ou x estempty; et inst(x) vraie si x est la repr�esentation d'une instance d'une clause de P .Montrons que S est inductive pour GP :� 1� clause : solve(empty) vrai) radp(empty) est valide par d�e�nition de radp.� 2� clause : solve(x& y) solve(x) ^ solve(y)radp(x) ^ radp(y)) radp(x& y) est valide par d�e�nition de radp.� 3� clause : solve(x) clause(x if y) ^ solve(y)radp(y) ^ inst(x if y)) radp(x)Si radp(y) est valide alors y est repr�esentation de E � TP " j pour un certainj.Si inst(x if y) alors x if y est la repr�esentation de Q E qui est une instanced'une clause de P .Par d�e�nition de TP , Q 2 TP " j + 1 donc Q 2 pppf(TP ).� autres clauses : clause(Q0 if A0)inst(Q0 if A0) est valide par d�e�nition du pr�edicat clause de GPLa sp�eci�cation est inductive, donc elle est valide.Si solve(Q0) 2 pppf(GP ) alors Q0 est empty ou Q0 est repr�esentation d'une conjonc-tion d'atomes Q telle que Q � pppf(TP ) ou Q0 est repr�esentation d'un atomeQ 2 pppf(TP ).Conclusion :solve(Q0) 2 pppf(TGP ) =) Q 2 pppf(TP ).()Nous pouvons conclure :Pour tout Q 2 ATOML,Q 2 pppf(TP ) ssi solve(Q0) 2 pppf(TGP ).5.4.2 Preuve du th�eor�eme 5.2Nous savons par le th�eor�eme 5.1 que GP est correct. Montrons par induction sur lesarbres de preuve qu'il est complet.Nous montrons que solve(Q0) 2 pppf(TGP ) ssi Q0 est empty ou Q0 est repr�e-sentation d'un atome ou Q0 est repr�esentation d'une conjonction d'atomes.� cas n = 0TGP " 0 = ; donc 8 solve(Q0) 2 TGP " 0 solve(Q0) v�eri�e l'hypoth�ese.37



� r�ecurrenceSupposons l'hypoth�ese vraie pour tout solve(Q0) 2 TGP " i, i < n. Montronsqu'elle est vraie pour tout solve(Q0) 2 TGP " n.Si solve(Q0) 2 TGP " n alors nous distinguerons trois possibilit�es correspon-dant aux trois clauses d�e�nissant solve.1. l'arbre de preuve de solve(Q0) est :solve(empty)donc solve(Q0) v�eri�e l'hypoth�ese.2. l'arbre de preuve de solve(Q0) est :@@@@R����	adp(solve(B01))solve(B
01&B02)adp(solve(B02))avec solve(B01) et solve(B02) 2 TGP " n� 1 donc v�eri�ant l'hypoth�ese.Donc B01&B02 est repr�esentation d'une conjonction d'atomes.3. l'arbre de preuve de solve(Q0) est :����	 @@@@Rclause(Q0 if E0) solve(Q0)adp(solve(E0))Q0 if E0 est repr�esentation de Q  E instance d'une clause de P pard�e�nition du predicat clause (rappelons que Q0 if E0 est un terme clos).Donc Q0 est repr�esentation d'un atome Q.Conclusion :solve(Q0) 2 pppf(TGP ) ssi Q0 est empty ou Q0 est repr�esentation d'un atomeou d'une conjonction d'atomes.Remarque : Nous avons suppos�e que ^ est associatif, c'est �a dire que (B01&B02)&B03est repr�esentation de (B1 ^B2) ^B3 = B1 ^ (B2 ^B3).Le m�eta-interpr�ete GP est correct et complet.
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5.5 ConclusionNous constatons que la correction de GP permet d'avoir des preuves plus courtes(th�eor�eme 5.1, partie (=, par rapport au th�eor�eme 4.1). Nous avons pu r�eduire�egalement la taille de la partie =) par la d�e�nition de clause :clause(C 0) ssi C 0 repr�esentation d'une instance d'une clause de Ppar rapport �a la repr�esentation implicite o�u la d�e�nition de clause est :clause(C 0) ssi C 0 repr�esentation d'une clause de P .Nous aurions pu simpli�er de la même mani�ere la preuve en repr�esentation implicite,en prenant la même d�e�nition pour clause, mais pourquoi avoir un programme in�nisi cela n'est pas n�ecessaire ...Nous n'avons pas eu besoin des lemmes du chapitre 4 ici. Par ailleurs, ils sonttous faux en repr�esentation close. Si Q est instance de A et Q 6= A alors Q0 n'estpas instance de A0 (Q0 est clos).Int�eressons-nous �a l'aspect op�erationnel de GP et r�epondons au probl�eme sou-lev�e dans la section 2.3.5. Nous annoncions que le m�eta-interpr�ete de Lloyd avecle pr�edicat solve �a deux arguments permettait d'obtenir en deuxi�eme argument lesr�eponses �a un but en premier argument.Par exemple si P est le programme :p(x; a) p(b; c) le m�eta-interpr�ete de Lloyd donne comme r�eponse au but solve(p0(x0; y0);X) :X = p0(x0; a0)X = p0(b0; c0)alors que pour GP solve(p0(x0; y0)) conduit �a un �echec.En revanche, pour le but solve(p0(X;Y )), nous obtenons les r�eponses :X = x0 Y = a0X = b0 Y = c0En rempla�cant les repr�esentations de variables par des variables dans le but, nousretrouvons l'e�et op�erationnel voulu.Mais, GP peut faire plus encore puisque pour le but solve(p0(x0; Y )) s'a�cheral'unique r�eponse :Y = a0C'est-�a-dire que nous pouvons nous int�eresser aux r�eponses pour un but, en contrai-gnant ces r�eponses �a contenir des variables. Ceci sera r�ealis�e moins simplement avecle m�eta-programme de Lloyd.D'un point de vue op�erationnel, GP traduit agr�eablement la s�emantique d�ecla-rative de P . Dommage qu'il s'agisse d'un programme in�ni ...
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Chapitre 6S�emantique close,repr�esentation implicite etrepr�esentation close6.1 IntroductionNous proposons, dans ce chapitre, d'�etudier la variante du m�eta-interpr�ete vanillaqui rend compte de la s�emantique close du programme objet P . Elle sera not�ee HP .Nous comparons ensuite HP avec la s�emantique close des m�eta-programmes VPet GP .Nous montrons �egalement que la repr�esentation des variables de V ARL est sansimportance et ne modi�e pas la s�emantique de HP .En�n, nous comparons repr�esentation implicite et repr�esentation close �a traversles arbres de preuve de VP et GP .6.2 Le m�eta-programme HPSupposons, provisoirement, que nous reprenons la repr�esentation close pour le pro-gramme objet.Soit HP le programme constitu�e de G et des clause(A0 if Q0)  pour chaqueinstance close d'une clause A Q du programme P (Q0 = empty si Q est vide).6.3 Th�eor�emesSoit SEMCP = fQ 2 pppf(TP )=Q est clos gTh�eor�eme 6.1 :solve(Q0) 2 pppf(THP ) ssi Q 2 SEMCP .Remarques :6.2 Il n'est plus n�ecessaire de d�ecider d'une repr�esention des variables pour HP .6.3 HP est aussi le m�eta-interpr�ete utilisant la repr�esentation implicite, tel quesolve(Q0) 2 pppf(THP ) ssi Q 2 SEMCP .41



6.4 Si Q0 est la repr�esentation d'un atome Q alors : solve(Q0) 2 pppf(THP ) ssisolve(Q0) 2 SEMCVP6.5 Il existe P tel que pppf(THP ) 6= SEMCVP .6.6 Il existe P tel que pppf(THP ) 6= SEMCGP .6.7 Il existe P tel que SEMCGP 6= SEMCVP .6.8 Pour tout P , SEMCGP = pppf(TGP ).Notons L1 le langage de la repr�esentation implicite et L2 le langage de la re-pr�esentation close. X1 d�esigne la repr�esentation implicite de X et X2 d�esigne larepr�esentation close de X.Nous appelons arbre de preuve bien form�e dans le langage L1, tout arbre depreuve tel que les atomes �etiquetant ses n�uds sont bien form�es. Nous notonsATOMBFL1 l'ensemble des atomes bien form�es. D'apr�es le lemme 4.10 du cha-pitre 4, pour tout Q 2 ATOML, si solve(Q1) 2 pppf(TVP ) alors il existe un arbrede preuve bien form�e de racine solve(Q1) et ayant même squelette.Soit  : TERML1 �! TERML2 l'application d�e�nie par :8x 2 V ARL,  (x1) = x28 f 2 FONCL, f d'arit�e n et 8 t1 � � � tn 2 TERML, (f1(t11; � � � ; t1n)) = f2( (t11); � � � ;  (t1n))8 p 2 PREDL, p d'arit�e n et 8 t1 � � � tn 2 TERML, (p1(t11; � � � ; t1n)) = p2( (t11); � � � ;  (t1n)) (empti1) = empty28 t1; t2 2 TERML,  (t11&1 t12) =  (t11)&2  (t12)8 t1; t2 2 TERML,  (t11 if1 t12) =  (t11) if2  (t12) d�e�nit une bijection entre V ARL1 et V ARL2 s'�etend �a  : ATOMBFL1 �! ATOML2 par : (solve1(Q1)) = solve2( (Q1)) (clause1(Q1)) = clause2( (Q1))Remarques :�  est bijective, notons  �1 l'application r�eciproque.� Si Q1 est la repr�esentation implicite de Q et si Q2 est la repr�esentation closede Q alors  (Q1) = Q2.adp(X) d�esigne un arbre de preuve de X. Notons  (adp(X)), l'arbre obtenu enappliquant  �a chaque atome �etiquetant un n�ud de l'arbre adp(X).Th�eor�eme 6.9 :Soit Q 2 ATOML, si adp(solve1(Q1)) est un arbre de preuve bien form�e de ra-cine solve1(Q1) pour VP alors  (adp(solve1(Q1))) est un arbre de preuve de racinesolve2(Q2) pour GP . 42



Th�eor�eme 6.10 :SoitQ 2 ATOML, si adp(solve2(Q2)) est un arbre de preuve de racine solve2(Q2)pour GP alors  �1(adp(solve2(Q2))) est un arbre de preuve bien form�e de racinesolve1(Q1) pour VP .Corollaire :6.11  est une bijection entre les arbres de preuve bien form�es de VP et les arbresde preuve de GP .6.12 Ces arbres ont le même squelette et leurs n�uds sont �etiquet�es par des atomes\syntaxiquement isomorphes" (par  ).6.4 Preuves6.4.1 Preuve du th�eor�eme 6.1La preuve est identique �a la preuve du th�eor�eme 5.1 du chapitre 5, en rempla�cant\instance" par \instance close", \atome" par \atome clos" et \GP " par \HP ".6.4.2 Justi�cation des remarquesremarque 6.2 :Dans la preuve du th�eor�eme 6.1, nous voyons qu'aucun arbre de preuve ne faitapparâ�tre des repr�esentations de variables. De mani�ere informelle, nous pouvonsdire que le pr�edicat clause constitue l'interface entre le programme objet et le m�eta-programme. Il est, en quelque sorte, le constructeur de termes repr�esentations deformules du langage objet. Le pr�edicat solve, quant �a lui, ne fait qu'utiliser ces ob-jets construits. En aucun cas, si le pr�edicat clause ne contient de repr�esentation devariables, nous ne pourrons voir dans des arbres de preuve, du m�eta-programme,des n�uds �etiquet�es par des atomes contenant des repr�esentations de variables. Iln'est donc pas n�ecessaire de d�e�nir la repr�esentation des variables.remarque 6.3 :Cette remarque d�ecoule imm�ediatement de ce qui vient d'être �enonc�e. Pour leprogrammeHP la repr�esentation des variables objets est ind�ependante de sa s�eman-tique.remarque 6.4 :Nous savons d'une part que solve(Q0) 2 pppf(TVP ) ssi Q 2 pppf(TP ) et quesolve(Q0) 2 pppf(THP ) ssi Q 2 SEMCP . Nous savons d'autre part que Q est closssi Q0 est clos. Donc, pout tout Q clos, solve(Q0) 2 pppf(TVP ), et pour tout Q nonclos, solve(Q0) n'est pas clos. Donc pour tout Q 2 ATOML, solve(Q0) 2 SEMCVPssi solve(Q0) 2 pppf(THP ). 43



remarque 6.5 :Il su�t de constater que pppf(TVP ) peut contenir des atomes de la formesolve(X), o�u X n'est pas repr�esentation d'un atome de L. Donc dans SEMCVP ,nous trouverons des solve(X) avec X non repr�esentation d'un atome.Pour tout atome solve(Q0) 2 pppf(THP ), Q0 est la repr�esentation d'un atomeracine d'arbre de preuve pour P .Donc, en g�en�eral, pppf(THP ) 6= SEMCVP .remarque 6.6 :Nous avons vu que solve(Q0) 2 pppf(TGP ) ssiQ 2 pppf(TP ) or pour tout atomesolve(Q0) 2 pppf(TGP ), solve(Q0) est clos. Nous pouvons donc avoir solve(Q0) 2pppf(TGP ) avec Q0 clos et Q non clos.Donc, en g�en�eral, pppf(THP ) 6= SEMCGP .remarque 6.7 :Comme pour la remarque 6.5, nous savons que SEMCVP peut contenir des ins-tances impropres.D'une autre fa�con, une justi�cation identique �a celle de la remarque 6.6 est aussivalable.Donc, en g�en�eral, SEMCGP 6= SEMCVP .remarque 6.8 :La justi�cation d�ecoule de ce qui a �et�e dit dans la remarque 6.2. Si solve(Q0) 2pppf(TGP ) alors solve(Q0) est clos. Nous constatons aussi rapidement que si clause(C 0) 2pppf(TGP ) alors clause(C 0) est clos. Nous pouvons aussi remarquer que tous les faitsde GP sont clos.Donc SEMCGP = pppf(TGP ).6.4.3 Preuve du th�eor�eme 6.9Il su�t de montrer que pour toute instance A1  B11 ^ � � � ^B1n bien form�ee d'uner�egle de VP ,  (A1)  (B11) ^ � � � ^  (B1n) est une instance d'une r�egle de GP .� Soit clause1(Q1)  l'instance bien form�ee d'une r�egle de VP . D'apr�es lelemme 7 du chapitre 4 et de la d�e�nition de clause1, Q est instance d'uner�egle de P . Par d�e�nition, clause2(Q2) 2GP . Par ailleur, Q2 =  (Q1). Donc, (clause1(Q1)) est instance d'une r�egle de GP .�  (solve1(empty1)) = solve2( (empty1)) = solve2(empty2) Donc  (solve1(empty1)) 2 GP . (solve1(x&1 y))  (solve1(x)) ^  (solve1(y)) =solve2( (x&1 y)) solve2( (x)) ^ solve2( (y)) =solve2( (x)&2  (y)) solve2( (x)) ^ solve2( (y)) (x) et  (y) 2 V ARL2Donc  (solve1(x&1 y))  (solve1(x))^ (solve1(y)) est instance d'une r�egle44



de GP . (solve1(x if1 y))  (clause1(x)) ^  (solve1(y)) =solve2( (x if1 y)) clause2( (x)) ^ solve2( (y)) =solve2( (x) if2  (y)) clause2( (x)) ^ solve2( (y)) (x) et  (y) 2 V ARL2Donc  (solve1(x if1 y))   (clause1(x)) ^  (solve1(y)) est instance d'uner�egle de GP .Conclusion :Si adp(solve1(Q1)) est un arbre de preuve bien form�e pourVP alors  (adp(solve1(Q1)))est un arbre de preuve pour GP .6.4.4 Preuve du th�eor�eme 6.10Raisonnement identique �a celui utilis�e pour la preuve du th�eor�eme 6.9.6.4.5 Preuve des corollairesLes corollaires 6.11 et 6.12 sont cons�equences imm�ediates du th�eor�eme 6.9 et de lad�e�nition de  .6.5 ConclusionOn remarque qu'il existe une bijection entre les arbres de preuve bien form�es deVP et ceux de GP . La s�emantique de VP restreinte aux atomes bien form�es estidentique �a celle de GP . On aurait pu constater les mêmes similitudes entre lesarbres de preuve clos bien form�es de VP et les arbres de preuve de HP .L'unique di��erence entre ces trois programmes, mis �a part la repr�esentation duprogramme objet, r�eside dans la d�e�nition de clause.Il se d�egage de vanilla que le pr�edicat solve d�etermine les squelettes des arbres depreuve alors que le pr�edicat clause d�etermine les instances des atomes qui �etiquettentles n�uds de ces arbres.Dans GP , nous repr�esentons l'ensemble des instances d'une clause A  E deP par tous les faits clause(C 0)  o�u C 0 repr�esente une instance de A  E. PourVP , on d�ecide simplement de les repr�esenter par clause(A0 if E0)  dont toutesles instances incluent toutes les repr�esentations d'instances de A  E. Comme lepr�edicat clause d�etermine la nature des atomes �etiquetant les n�uds des arbres depreuve, il en r�esulte la compl�etude de VP .La structure de vanilla s'impose comme base de nombreux m�eta-programmes,non seulement parce qu'elle est simple, mais aussi, parce que les rôles de solve etclause permettent ais�ement d'y gre�er les s�emantiques voulues.Le v�eritable m�eta-interpr�ete de base est vanilla avec repr�esentation close duprogramme objet (GP ).En modi�ant la d�e�nition de clause, nous exprimerons les s�emantiques voulues.Par exemple, si nous voulons n'avoir dans la s�emantique du m�eta-programme queles racines d'arbre de preuve tel que tous les n�uds �etiquetant l'arbre de preuvecontiennent la repr�esentation d'un atome non clos, il su�t de prendre vanilla, unerepr�esentation close du programme objet et la d�e�nition suivante pour clause :clause(A0 if E0) ssi A E est instance d'une clause de P et A n'est pas clos.45



Dans le chapitre suivant, nous montrerons que vanilla permet d'�ecrire un m�eta-interpr�ete \universel". Dans [12, chapitre 19], nous trouvons une palette des m�eta-programmes issus de vanilla.

46



Chapitre 7Repr�esentation quelconque duprogramme objet7.1 IntroductionLe chapitre 4 a fait apparâ�tre deux di�cult�es relativement li�ees. La premi�ere estdûe �a la distinction entre symboles de pr�edicat et symboles de fonction, la deuxi�emevient des instances \impropres" de repr�esentation d'atomes. Le langage de la logiquedu premier ordre n'est pas adapt�ee �a la m�eta-programmation. Nous ne souhaitonspourtant pas changer radicalement de langage, l'objectif op�erationnel restant Prolog.Nous d�e�nissons un langage qui �elimine les di�cult�es et qui se trouve plus proche deProlog (d�eclaratif). Notre langage est un sur-ensemble de Prolog (variable autoris�eeen tête de clause) alors que les clauses de Horn n'en sont qu'une partie. Commepour Prolog, l'aspect termal de la programmation est l'unique consid�eration.7.2 D�e�nition du langagePla�cons-nous dans un cadre plus g�en�eral que pour les chapitres 4 et 5.On suppose un ensemble in�ni d�enombrable de variables, not�e V AR, et un en-semble in�ni d�enombrable de symboles, not�e FONC. On d�e�nit l'ensemble TERMpar : 8x 2 V AR; x 2 TERM8 f 2 FONC; f 2 TERM8 f 2 FONC; 8 t1; � � � ; tn 2 TERM; f(t1; � � � ; tn) 2 TERMOn d�e�nit de la fa�con habituelle les notions d'instance et de substitution. TERMcd�esigne l'ensemble des termes clos.Soit  et ^ deux constructeurs, on d�e�nit une r�egle par :8 t 2 TERM; t est une r�egle8 t1; � � � ; tn 2 TERM; t t1 ^ � � � ^ tn est une r�egle.Un programme d�esigne un ensemble de r�egles. Si P est un programme, on d�e�nitTP : TERM ! TERM par : 47



TP (I) = fQ 2 TERM=9(Q E) instance d'une r�egle de Ptelle que E � IgSi P est un programme, on d�e�nit T cP : TERMc ! TERMc par :T cP (I) = fQ 2 TERMc=9(Q E) instance close d'une r�egle de Ptelle que E � Ig(T cP (I) = TP (I) \ TERMc).On note REGLE l'ensemble des r�egles et PROG l'ensemble des programmes.La s�emantique de P est d�e�nie par pppf(TP ).7.3 Le m�eta-interpr�ete Super vanillaNous �etudions dans ce chapitre le m�eta-interpr�ete donn�e �gure 2.3 page 17.Soit R le programme :resoud(P; empty) resoud(P;A&B) resoud(P;A) ^ resoud(P;B)resoud(P;A) regle(P;A if B) ^ resoud(P;B)regle(P;C) instance(C;D) ^ appartenance(D;P )instance(C;D) est suppos�e appartenir �a la s�emantique de R ssi C est la re-pr�esentation d'une instance de la r�egle repr�esent�ee par D. appartenance(D;P ) estsuppos�e appartenir �a la s�emantique de R ssi D est la repr�esentation d'une r�egle duprogramme repr�esent�e par P .Nous sous-entendons, dans la suite, par repr�esentation des programmes, la repr�e-sentation choisie pour repr�esenter les programmes en premier argument de resoud etregle, et par repr�esentation des termes, la repr�esentation choisie pour repr�esenter lestermes des r�egles en deuxi�eme argument de resoud et regle. Il est �evidement plussimple de d�ecider d'une même repr�esentation pour les programmes et les termes;c'est, bien entendu, notre choix dans la suite. Nous dirons donc repr�esentation pourd�esigner la repr�esentation des programmes et des termes. Nous noterons X 0 la re-pr�esentation d'un objet X (terme, r�egle ou programme).Nous donnons plus loin une d�e�nition de instance et appartenance pour unerepr�esentation des programmes et une repr�esentation des termes �x�ees.Il n'existe pas de repr�esentations simples (implicite ou close) qui soient des re-pr�esentations correctes pour les programmes et les termes.Deux repr�esentations implicites sont envisageables. Les programmes sont repr�e-sent�es par la liste des repr�esentations de leurs r�egles, les termes sont repr�esent�es pareux-mêmes (ou une variante). 48



Consid�erons le programme P , contenant l'unique r�egle p(x) avec p 2 FONCet x 2 V AR. Il est repr�esent�e par P 0 : [p(x) if empty].Soit a 2 FONC, regle([p(x) if empty]; p(a)ifempty) doit appartenir �a pppf(TR)ainsi que toutes ses instances.Donc, si b 2 FONC, regle([p(b) if empty]; p(a) if empty) 2 pppf(TP ).Or, p(a) if empty n'est instance d'aucune r�egle du programme qui est repr�esent�e par[p(b) if empty].La repr�esentation implicite n'est donc pas satisfaisante. La repr�esentation closene l'est pas non plus, pour la simple raison qu'elle n'est pas une repr�esentation.Toute repr�esentation doit être injective. Soit p 2 FONC, x 2 V AR, c 2 FONC,on choisit de repr�esenter x par c. Donc p(x)  est repr�esent�e par p(c) if empty, etp(c)  est repr�esent�e par p(c) if empty. La g�en�eralit�e de notre langage ne permetpas d'utiliser la repr�esentation close telle que nous l'avions d�e�nie. Il est n�eanmoinspossible de donner une repr�esentation assez proche :Soit ' une bijection de V AR dans FONC.Soit t 2 TERM ,si t 2 FONC alors t est repr�esent�e par fonc(t),si t 2 V AR alors t est repr�esent�e par var('(t)),si t = f(t1; � � � ; tn) et t1; � � � tn sont repr�esent�es par t01; � � � ; t0n alorst est repr�esent�e par f(t01; � � � ; t0n).Nous �etudions dans la section suivante une repr�esentation qui nous permetd'�ecrire simplement et de mani�ere �nie les d�e�nitions de instance et appartenance.7.4 D�e�nition de instance et appartenance7.4.1 Repr�esentationSymboles utilis�es pour repr�esenter les termes objets :zero avec une arit�e 0 (entier 0)s avec une arit�e 1 (fonction successeur des entiers)var avec une arit�e 1 (son argument est une variable)app avec une arit�e 2 (application du premier argument aux termesde la liste en deuxi�eme argument)[] avec une arit�e 0 (liste vide)j avec une arit�e 2 (constructeur de liste avec les notationshabituelles en Prolog)Soit ' une bijection de V AR dans IN .Soit  une bijection de FONC dans IN .Si s 2 FONC et t 2 TERM , on s'autorise �a noter s0(t) le terme t et si+1(t) leterme s(si(t)).x 2 V AR est repr�esent�e par var(s'(x)(zero)).Si t1; � � � ; tn 2 TERM sont repr�esent�es par t01; � � � ; t0n alors f(t1; � � � ; tn) 2 TERMest repr�esent�e par app(s (f)(zero); [t01; � � � ; t0n]).49



Si A est un terme repr�esent�e par A0 et B une conjonction de termes repr�esent�eepar B0 (B est �eventuellement un terme ou true) alorstrue est repr�esent�e par emptyA ^B est repr�esent�e par A0&B0A est repr�esent�e par A0 if emtyA B est repr�esent�e par A0 if B0Un programme est repr�esent�e par la liste de ses r�egles.7.4.2 Les m�eta-interpr�etes Rv et RcNous allons maintenant donner le m�eta-interpr�ete Rv utilisant cette repr�esentation.Une substitution est repr�esent�ee par une liste ordonn�ee de termes. Nous pouvonsindicer cette liste par des entiers formels. Le premier �el�ement de la liste a l'indicezero; si un �el�ement a l'indice e, l'�el�ement suivant dans la liste a l'indice s(e). Leterme de la liste se trouvant �a l'indice sn(zero) d�esigne la repr�esentation du termesubstitu�e �a la variable repr�esent�ee par var(sn(zero)). Les substitutions ainsi d�ecritesportent sur un nombre �ni de variables, ce qui est su�sant puisque notre probl�emeest de savoir qu'un terme est instance d'un autre. Toutes les variables absentes dela liste sont suppos�ees être substitu�ees par elles-mêmes.Soit Rv le programme :resoud(P; empty) resoud(P;A&B) resoud(P;A) ^ resoud(P;B)resoud(P;A) regle(P;A if B) ^ resoud(P;B)regle(P;C) instance(C;D) ^ appartenance(D;P )instance(C;D) subst(S) ^ instregle(C;D; S)appartenance(C; [CjP ]) estregle(C) ^ estprog(P )appartenance(C; [DjP ]) estregle(D) ^ appartenance(C;P )instregle(A if E;B if F; S) inst(A;B; S) ^ instconj(E;F; S)instconj(empty; empty; S) instconj(A;B; S) inst(A;B; S)instconj(A&E;B&F; S) inst(A;B; S) ^ instconj(E;F; S)inst(app(E;X); app(E; Y ); S) instliste(X;Y; S) ^ entier(E)inst(T; var(V ); S) danssubst(T; V; S)instliste([]; []; S) instliste([T jX]; [V jY ]; S) inst(T; V; S) ^ instliste(X;Y; S)subst([]) subst([T jS]) terme(T ) ^ subst(S)danssubst(T; zero; [T jS]) danssubst(T; s(E); [XjS]) danssubst(T;E; S)50



terme(var(E)) entier(E)terme(app(E;X))  entier(E) ^ listetermes(X)listetermes([]) listetermes([T jX]) terme(T ) ^ listetermes(X)entier(zero) entier(s(E)) entier(E)estprog([]) estprog([CjP ]) estregle(C) ^ estprog(P )estregle(A if E) terme(A) ^ estcorps(E)estcorps(empty) estcorps(A) terme(A)estcorps(A&E) terme(A) ^ estcorps(E)Une preuve classique montre que entier(E) 2 pppf(TRv) ssi E est un entier for-mel. Une sp�eci�cation inductive montre imm�ediatement que terme(T ) 2 pppf(TRv)ssi T est la repr�esentation d'un terme. subst(S) 2 pppf(TRv) ssi S est une liste derepr�esentation de termes, donc si S est une substitution telle que nous l'avons d�e�-nie. danssubst(T; V; S) 2 pppf(TRv) ssi �a l'indice V de la liste S se trouve le termeT . instance(C;D) 2 pppf(TRv) ssi C repr�esente une r�egle instance de la r�egle re-pr�esent�ee parD. appartenance(C;P ) 2 pppf(TRv) ssi C est la repr�esentation d'uner�egle du programme repr�esent�e par P .Nous ne prouvons pas la compl�etude et la correction de toutes ces r�egles. Lespreuves sont classiques et simples, mais longues.Nous en concluons que la d�e�nition de regle a la propri�et�e attendue :regle(P;C) 2 pppf(TRv) ssi C repr�esente l'instance d'une r�egle du pro-gramme repr�esent�e par P .Rc d�esigne le programme issu de Rv et qui permet d'obtenir la s�emantique closedes programmes objets. Rc est obtenu en ajoutant �a Rv les r�egles :substclose([]) substclose([T jS]) termeclos(T ) ^ substclose(S)termeclos(app(E;X))  entier(E) ^ listeclos(X)listeclos([]) listeclos([T jX]) termeclos(T ) ^ listeclos(X)et en modi�ant la d�e�nition de instance par :instance(C;D) substclose(S) ^ instregle(C;D; S)substclose(S) permet de d�ecrire des substitutions closes, donc instance(C;D) 2pppf(TRc) ssi C repr�esente une instance close de la r�egle repr�esent�ee par D.
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7.5 Th�eor�emesTh�eor�emes7.1 Soit deux repr�esentations �x�ees pour le programme objet et les termes,8Q 2 TERM , 8P 2 PROG,resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR) ssi Q 2 pppf(TP ).7.2 Il existe une relation unaire exprimable par programme telle que sa relationcompl�ementaire n'est pas exprimable par programme.7.6 Preuves7.6.1 Preuve du th�eor�eme 7.1Rappelons la propri�et�e de regle :regle(P 0; C 0) 2 pppf(TR)() C est instance d'une r�egle de P .(=Montrons que Q 2 pppf(TP ) =) resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR).� TP " 0 = ; donc Q 2 TP " 0) resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR).� Supposons 8 i < n, Q 2 TP " i) resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR).Si Q 2 TP " n alors 9 (Q E) instance d'une r�egle de Ptelle que E � TP " n� 1 ou E est vide.Par d�e�nition, regle(P 0; Q0 if E0) 2 pppf(TR).resoud(P 0; Q0)  regle(P 0; Q0 if E0) ^ resoud(P 0; E0) est instance d'une r�eglede R.{ Si E est videresoud(P 0; empty) 2 pppf(TR) donc resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR).{ Si E = t1 ^ � � � ^ tmresoud(P 0; t0i) 2 pppf(TR),8 t01; t02 resoud(P 0; t01& t02)  resoud(P 0; t01) ^ resoud(P 0; t02) est instanced'une r�egle de R.Donc, resoud(P 0; E0) 2 pppf(TR) et resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR).=)Montrons que resoud(P 0; Q0) 2 pppf(TR) =) Q 2 pppf(TP ).� TR " 0 = ; donc resoud(P 0; Q0) 2 TR " 0) Q 2 pppf(TP ).� Supposons 8 i < n, resoud(P 0; Q0) 2 TR " i) Q 2 pppf(TP ).Si resoud(P 0; Q0) 2 TR " n alors9E0, tel que resoud(P 0; Q0) regle(P 0; Q0 if E0)^resoud(P 0; E0) est instancede la troisi�eme r�egle de R.D'apr�es la d�e�nition de regle, regle(P 0; C 0) 2 pppf(TR) ssi C est instanced'une r�egle de P .Donc, Q  E est instance d'une r�egle de P . Par hypoth�ese, E � pppf(TP )donc Q 2 pppf(TP ). 52



7.6.2 Preuve du th�eor�eme 7.2Soit Q le programme constitu�e de Rc et de la clause :q(x) resoud(x; y) ^ transforme(x; y)avec transforme(x; y) 2 pppf(T cQ) ssi y = (q(x))0.x est la repr�esentation d'un programme, donc x est clos et x utilise des symbolesissus d'un ensemble �ni de symboles (app, var, s, zero ...). La repr�esentation �etant�x�ee, il est ais�e d'exprimer par programme la relation transforme.Soit A = ft=q(t) 2 pppf(T cQ)g, i-e A = ft=resoud(t; (q(t))0) 2 pppf(T cRc)g ouencore A = fP 0=q(P 0) 2 pppf(T cP )g.Soit A le compl�ementaire de A par rapport �a TERMc.A = ft=resoud(t; (q(t))0) 62 pppf(T cRc)gSupposons que la relation q, relation compl�ementaire de q, soit exprimable parle programme P .Donc A = ft=q(t) 2 pppf(T cP )g, i-e A = ft=resoud(P 0; (q(t))0) 2 pppf(T cRc)gMontrons par contradiction que P n'existe pas.P 0 2 A() resoud(P 0; (q(P 0))0) 2 pppf(T cRc)P 0 2 A() q(P 0) 2 pppf(T cQ)P 0 2 A() P 0 2 ADonc la relation q n'est pas exprimable par programme.7.7 Le probl�eme de la n�egation7.7.1 S�emantique n�egative d'un programmeNous ne parlons pas ici de programme avec \n�egation", mais nous cherchons �a donnerune s�emantique n�egative (en plus de la s�emantique d�ej�a d�e�nie) �a nos programmes.Pour simpli�er, nous nous limitons �a la s�emantique close. Le th�eor�eme 7.2 nousmontre qu'il est illusoire de penser que la s�emantique n�egative d'un programme peutêtre d�e�nie comme le compl�ementaire de sa s�emantique positive. Nous reprenons las�emantique d�e�nie dans [2].Si P est un programme, SEM+(P ) d�esigne sa s�emantique positive, SEM�(P )sa s�emantique n�egative. Elles sont d�e�nies par :SEM+(P ) = pppf(T cP )SEM�(P ) = pgpf(T cP )Nous d�e�nissons ECHEC(P ) par :ECHEC(P ) = T cP # !Intuitivement, ECHEC(P ) correspond aux �echecs �nis de P (même si cettenotion n'est pas d�e�nie ici). 53



7.7.2 Th�eor�emesTh�eor�emes :7.3 resoud(P 0; A0) 2 SEM+(R) ssi A0 2 SEM+(P )7.4 resoud(P 0; A0) 2 SEM�(R) ssi A0 2 SEM�(P )7.5 resoud(P 0; A0) 2 ECHEC(R) ssi A0 2 ECHEC(P )Nous ajoutons le nouveau connecteur : au langage (sans changer la syntaxe desprogrammes).Nous d�e�nissons le n�egatif d'un terme (:t) et d'un ensemble de termes.Si E � TERM alors :E = f:t=t 2 Eg.Nous donnons une nouvelle formulation de la s�emantique des programmes. Nousd�e�nissons SEM(P ), s�emantique du programme P par :SEM(P ) = SEM+(P ) [ :SEM�(P ).C'est-�a-dire :SEM(P ) = pppf(T cP ) [ :pgpf(T cP )Corollaires :7.6 resoud(P 0; A0) 2 SEM(R) ssi A 2 SEM(P )7.7 :resoud(P 0; A0) 2 SEM(R) ssi :A 2 SEM(P )7.8 Le m�eta-interpr�ete R est correct et complet par rapport �a la s�emantique SEM .7.7.3 PreuvesPreuve du th�eor�eme 7.3Le th�eor�eme 7.3 est �equivalent au th�eor�eme 7.1.Preuve du th�eor�eme 7.4=)Il su�t de montrer que pour tout ordinal n :resoud(P 0; A0) 62 T cR # n =) A 62 pgpf(T cP )� T cR # 0 = TERMc donc resoud(P 0; A0) 62 T cR # 0) A 62 pgpf(T cP ).� Supposons 8 i < n+ 1; resoud(P 0; A0) 62 T cR # i) A 62 pgpf(T cP )Si resoud(P 0; A0) 62 T cR # n+ 1 alors8 resoud(P 0; A0)  C instance d'une r�egle de R, C est forc�ement de la formeregle(A0 if E0) ^ resoud(E0) etsoit regle(A0 if E0) 62 T cR # nsoit resoud(E0) 62 T cR # nPar cons�equent, soit A  E n'est pas instance d'une r�egle de P (d'apr�es lad�e�nition de regle), soit E 6� pgpf(T cP )donc A 62 pgpf(T cP ). 54



� � ordinal limite,Si resoud(P 0; A0) 62 T cR # � alors 9 i < �; resoud(P 0; A0) 62 T cR # idonc A 62 pgpf(T cP ).(=Il su�t de montrer que pour tout ordinal n :A 62 T cP # n =) resoud(P 0; A0) 62 pgpf(T cR)� T cP # 0 = TERMc donc A 62 T cP # 0) resoud(P 0; A0) 62 pgpf(T cR).� Supposons 8 i < n+ 1; A 62 T cP # i) resoud(P 0; A0) 62 pgpf(T cR)Si A 62 T cP # n+ 1 alors8A B1 ^ � � � ^Bm instance d'une r�egle de P , 9 i, Bi 62 T cP # nPar cons�equent, 8A0 if E0 repr�esentation de l'instance d'une r�egle de P , resoud(P 0; E0) 62pgpf(T cR)donc resoud(P 0; A0) 62 pgpf(T cR).� � ordinal limite,Si A 62 T cP # � alors 9 i < �;A 62 T cP # idonc resoud(P 0; A0) 62 pgpf(T cR).Preuve du th�eor�eme 7.5Même raisonnement que pour la preuve du th�eor�eme 7.4, sans consid�erer le casordinal limite.Preuve du corollaire 7.6Cons�equence logique du th�eor�eme 7.3.Preuve du corollaire 7.7Cons�equence logique du th�eor�eme 7.4.Preuve du corollaire 7.8Cons�equence logique des corollaires 7.6 et 7.7.7.8 ConclusionLe langage de la logique du premier ordre et le langage Prolog pr�esentent principale-ment deux di��erences. La premi�ere est la distinction entre symboles de pr�edicats etsymboles de fonctions qui n'existe pas en Prolog. La seconde est la restriction d'unlangage de la logique du premier ordre �a un ensemble donn�e de symboles alors queProlog consid�ere tous les symboles constructibles et que deux programmes Prologseront toujours bas�es sur le même langage.Nous avons r�esorb�e ces deux di��erences en utilisant un langage unique danslequel ne sont pas distingu�es les symboles de pr�edicats et les symboles de fonctions.Ce cadre nous permet d'avoir un langage identique �a Prolog (d�eclaratif). Beaucoupde programmes Prolog ne peuvent avoir de s�emantique en logique du premier ordrepuisqu'ils ne sont pas expressions de clauses, alors que tous sont expressions de r�egleset ont un sens pour nous. 55



Ce nouveau langage nous permet de nous placer dans un cadre id�eal pourl'�etude de la m�eta-programmation. C'est dans ce langage que nous �ecrivons le m�eta-interpr�ete \universel" super vanilla.Il est tr�es int�eressant de constater que Rv est un m�eta-interpr�ete universel �ni,dont nous avons prouv�e la compl�etude et la correction. Rappelons que le m�eta-programmeVP (chapitre 4) n'est g�en�eralement pas correct, que le m�eta-programmeGP (chapitre 5) est g�en�eralement in�ni, et que tous deux sont seulement des inter-pr�etes du programme P .Nous ne nous sommes pas int�eress�es dans les chapitres pr�ec�edents �a la n�egation.Ce probl�eme est complexe, et nous avons pr�ef�er�e nous consacrer �a la s�emantiquen�egative des programmes sans n�egation pour, �eventuellement plus tard, nous penchersur les programmes et m�eta-programmes avec n�egation.Le th�eor�eme 7.2, qui, dans un autre formalisme, est �equivalent au th�eor�eme 6.8.1p. 176 de [7], nous permet d'�ecarter une d�e�nition de la s�emantique de la n�egationqui ne serait pas programmable (ce qui est bien connu1).Les corollaires 7.6 et 7.7 justi�ent l'ajout de la r�egle :resoud(P; notA) :resoud(P;A)au m�eta-interpr�ete super vanilla, mais ne prouvent pas que cela satisfasse notreattente.

1Probl�eme de d�ecision de la terminaison d'un programme.56



Chapitre 8ConclusionNous avons r�ealis�e une �etude approfondie du m�eta-interpr�ete vanilla �a travers las�emantique exprim�ee par le plus petit point �xe de l'application cons�equence imm�e-diate associ�ee au programme.Ce formalisme a l'avantage d'être inductif, donc de faciliter les d�emonstrations.De plus, comme le montre le chapitre 7, il est plus adapt�e �a la m�eta-programmationque la logique.Lloyd, dans [8], propose de travailler en logique du premier ordre typ�ee, maisson langage est trop �eloign�e de Prolog pour y voir des applications directes. Ilsemble que le langage1 pr�esent�e dans le chapitre 7 est id�eal pour l'�etude de la m�eta-programmation en Prolog.Nous avons souvent pr�ecis�e que le langage d�e�ni est identique �a Prolog \d�ecla-ratif". Nous entendons, ici, Prolog sans coupure, ni pr�edicats pr�ed�e�nis. La coupureest une injure �a notre formalisme, dans la mesure o�u elle impose �a travers une visionSLD de pr�eciser une r�egle de choix et d'ordonner les clauses du programme. C'estdi�cilement exprimable par l'application cons�equence imm�ediate qui manipule desensembles non ordonn�es. En revanche, il est possible de l'adapter aux pr�edicats pr�e-d�e�nis, et nous pouvons ajouter �a vanilla les r�egles :solve(A) predefini(A) ^Aet predefini(X) pour tout X de la forme f(X1; � � � ;Xn) o�u f est pr�ed�e�ni d'arit�e n etX1; � � � ;Xn sont n variables.L'utilisation de la m�eta-variable dans la premi�ere r�egle se justi�e par le fait quele succ�es ou l'�echec d'un pr�edicat pr�ed�e�ni ne d�epend pas de l'aspect d�eclaratif duprogramme objet, mais de l'interpr�ete (celui sur la machine), ou de la d�e�nition del'application d�eriv�ee de cons�equence imm�ediate.Nous n'avons �etudi�e que les programmes d�e�nis mais le dernier chapitre est unpoint de d�epart �a l'introduction de la n�egation dans les programmes. La r�egle pro-1Langage unique pour tous les programmes, pas de distinction entre symboles de pr�edicats etsymboles de fonctions. 57



pos�ee pour vanilla �etant bien entendu :solve(notA) :solve(A)Nous avons d�ej�a d�e�ni une s�emantique pour la n�egation, qui a l'avantage de nepas s'�ecarter de notre formalisme. Nous pouvons introduire la notion d'1-arbre depreuve comme dans [2].Notre langage est bien plus proche de Prolog que les clauses de la logique quin'en sont qu'un sous-ensemble. Nous pouvons constater qu'il donne une s�emantiqueaux �gures 1.1 et 1.2 page 6.Il serait int�eressant de reprendre les chapitres 4 et 5 dans ce formalisme. Nousconstaterions alors que VP est correct, et que la d�e�nition de clause, pour ce m�eta-interpr�ete, est tr�es proche de la d�e�nition de clause en Prolog.Les chapitres 4 et 5 ont montr�e que la repr�esentation close �etait mieux adapt�eeau d�ebogage que la repr�esentation implicite. Pourtant, les d�ebogueurs programm�esutilisent, pour des raisons d'e�cacit�e, la repr�esentation implicite. Mais ces d�ebo-gueurs font usage du m�eta-pr�edicat var (ou du m�eta-pr�edicat write qui a un e�etcomparable). Cependant, l'utilisation de var ne nous permet plus de parler d'arbrede preuve. Il sous-entend la notion de d�erivation. Encore une fois, il est possibled'adapter l'application cons�equence imm�ediate �a l'usage de var. Ce n'est pas unbon choix car la d�e�nition de l'application devient moins agr�eable. L'id�eal seraitd'opter pour la repr�esentation close dans les preuves des m�eta-programmes, puisd'avoir un m�ecanisme de traduction de ces m�eta-programmes en des versions Prologqui utilisent la repr�esentation implicite et le m�eta-pr�edicat var.Dans le même ordre d'id�ees, nous pouvons d�e�nir un nouveau langage de pro-grammation proche de Prolog facilitant l'�ecriture de m�eta-programmes. Le langageG�odel de Lloyd est peut-être ce langage, mais nous n'avons pas eu assez de tempspour l'�etudier.
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