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Résumé : Cet article propose une reformulation de la sémantique des programmes
logiques avec contraintes en termes de sémantique positive et semantique négative dans un
cadre inductif uniforme. Dans ce cadre, les résultats de correction et complétude s’ expriment
de maniere naturelle et élégante. En particulier, nous montrons un résultat de complétude de
la stmantique négative en utilisant des ensembles infinis de contraintes. Ce cadre théorique est
une extension originale de la « vision grammaticale de la programmation logique ».
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1 Introduction

A cause de !’ indéterminisme de la programmation logique avec contraintes (PLC),
il y adeux maniéres de lire la suite des réponses obtenues pour un but. Deux niveaux
de calcul peuvent étre considérés:

— Un premier niveau est ladérivation SLD. Une dérivation SLD finie pour un but
« g calcule une contrainte réponse c.

Par exemple si le programme P est formé des trois clauses (Prolog pur?)
p(X) — q(X)

g(a) «
q(b) «

1. Rappelonsque Prolog est un casparticulier dePLC. I ci, un programmelogique pur suffit al’ explication.




aorspour le but — p(X) I’une des contraintes réponses calculées est X = a.

Lacorrection du calcul ace niveau s exprime par lefait quesi ¢ est uneréponse
a+« g aorsc — g est vrai dansla sémantique du programme.
Dans|’exempleil s'agit delaformule X = a — p(X) c'est-&dire p(a). p(a)
est vra dans le plus petit modéle de Herbrand de P, p(a) est conséquence
logiquede P. X = a — p(X) est consequence logique de P au sens du calcul
des prédicats avec égalité.

A ceniveau, la complétude du calcul s exprime par lefait quesi ¢ — g est vrai
dans la semantique du programme adors ¢ — \/ ¢; est vrai dans la semantique
des contraintes, ol les ¢; sont les réponsesau but «— g.

Dans I’exemple, on peut considérer que la contrainte ¢ est une conjonction
d égdlitéset laformulec — \/ ¢; estlaformulec - X =aVv X =b.

La sémantique des contraintes peut étre formalisée par le domaine de Her-
brand muni de la seule égalité, ou bien par la théorie compléte de I’ égalité de
Clark (connue sous le sigle CET), tout ceci en précisant le langage sous-jacent
([Fag 96]).

Par exemple ici, s les seules constantes du langage sous-jacent sont a et b la
formule vrai — p(X) (ici ¢ est laconjonction vide), ¢’ est-a-dire VX p(X), est
vraie dans le plus petit modéle de Herbrand de P et laformule vrai — X =
aV X =bestvraiedansle domainedeHerbrand. Si au contraireil y ad’ autres
constantesalorsil y amoinsde contraintesc tellesquec — p(X) est vrai dansle
plus petit modéle de Herbrand de P. De plus, a cause de propriétésparticuliéres
ace domaine, pour chacune de cescontraintesc, I’ unedesformulesc — X = a
ouc — X = b est vraie dansle domaine de Herbrand.

En termes de substitutions on retrouve que les seuls termes ¢ pour lesquels p(t)
est consequence de P sont lestermesa et b.

Un deuxiemeniveau est |' arbre SLD (ou arbre de recherche). Un arbre SLD fini
pour un but — ¢ calcule une réponse C' qui est la digonction des réponses du
premier niveau.

Dans I'exemple, C et X = a vV X = b. Cette maniére de lire la suite des
réponses obtenues au premier niveau comme une seule réponse du deuxieme
niveau est comparable a ce qui peut &tre aussi obtenu en Prolog | SO en utilisant
convenablement une primitive commefindal | / 3.

Lacorrection du calcul a ce deuxieme niveau s exprime par lefait ques C est
uneréponsea «— g alorsg — C est vrai dansla sémantique du programme.

Dans I’exemple, la formule p(X) — X = a vV X = b est bien vraie dans
le plus petit modéle de Herbrand de P. Cependant cette formule n'est pas
conséquence de P. Elle est conséquence de I’ ensemble de formules {p(X) —
q(X),q¢(X) - X =aVv X = b} et donc auss de I’ensemble de formules
{p(X) < ¢(X),q(X) & X = aV X = b} notéusuellement P*.



En général P* ne suffit pas, il faut lui gjouter une théorie des contraintes (par
exemple CET) et I’ on obtient alorsle complété de P.

A ce deuxiéme niveau, un cas particulier est C = fauz, g — C est =g, C'est
I’ échec fini.

Dans I'exemple, avec le nouveau but — p(f(X)), C est la digonction vide,
c'est adire fauz. VX -p(f(X)) est conséquence de {p(X) — ¢(X), q¢(X) —
X = aV X = b} augmenté de CET puisque —~(f(X) = aV f(X) = b) est
conséquence de CET.

De fagon plus générale, en un certain sens, la réponse C' au deuxiéme hiveau
signifie qu'il n'y a pas d’ autres réponses du premier niveau que celles qui sont
dansC.

Dans I'exemple, avec le but «— p(X) la réponse de deuxieme niveau (X =
a VvV X = b) signifie &videmment qu'il n'y a pas d’ autres réponses de premier
niveauque X = a et X =b.

C'est pourquoi nous qualifions de positif le premier niveau et de négatif le
deuxieme niveau. Malheureusement, il n’'existe pas de complétude quand il
n'existe pasd'arbre SLD fini.

L'exempleleplustrivia est obtenu en prenant C = vrai et le programmeréduit
ap « p.

On a seulement un résultat, connu sous le nom de complétude de la négation
par I échec, quand —g est dans la sémantique du programme.

Cette distinction entre calcul positif et calcul négatif est une clarification utile
motivée par lesproblemesdevalidation et en particulier le débogagedéclaratif [Sha82]
ou I'on considere deux sortes de symptdmes d’ erreur : une réponse fausse (symptome
positif), une réponse manquante (symptdme négatif) [FT 97].

Cet article propose un cadre uniforme pour formaliser ces deux semantiques’
et exprimer clairement les résultats de correction et complétude. En particulier, il
formuleune complétude dela semanti que négative en utilisant desensembl esinfinisde
contraintes. D’ un point de vue opérationnel, ces ensembles infinis sont naturellement
introduits par les calculs infinis. D’un point de vue dénotationnel, ils peuvent étre
définis par co-induction.

L' utilité de I’induction (et plus petit point fixe) pour la semantique est particulie-
rement bien connue pour la PLC (un programme peut &tre vu comme une définition
inductivederelations[PS 89]). Laco-induction (et le plusgrand point fixe) est utilisée,
en général, pour rendre compte d’ objetsnon bien-fondés (par exemple[MT 91, CC 92]
utilisent ce principe dans un autre contexte). [Nai 87] utilise une sémantique “plus

2. Lasémantique positive (celle du premier niveau) qui donne uneinformation positive sur le programme
et la semantique négative (celle du second niveau) qui fournit une information négative sur le programme.



grand point fixe” en programmation logique pour les calculs infinis. [LP 88] traite
également les calculsinfinis.

Cet article, enutilisant I’ induction et laco-induction, montre combien lasémantique
positive et la semantique négative ont des définitions et des propriétés naturelles et
élégantes. Les deux sémantiques sont étudiées parallelement de la méme maniére. On
retrouve ains facilement I’ ensemble des résultats classiques [Mah 87, IM 94, Fag 96]
de correction et complétude du niveau positif en précisant clairement les hypothéses
nécessaires sur les solveurs de contraintes. Les résultats de correction et complétude
négative que nous goutons en utilisant des ensembles infinis de contraintes sont
obtenus auss facilement et apparaissent naturels dans ce cadre.

Une autre contribution de cet article est I’ extension de la vision grammaticale de
la programmation logique [DM 93] non seulement & la PLC, en prenant en compte
I"'incompl &tude des vrais solveurs de contraintes, mais aussi pour traiter la sémantique
négative par les squel ettesinfinis. L es squel ettes finis sont une notion venant del’ ana-
lyse syntaxique. Ils sont utiles pour décrire les calculs et obtenir immédiatement la
confluence. D’un point de vue théorique on peut considérer que la “vision gramma-
ticale” consiste en I’ usage systémati que des squel ettes (finis ou non) en relation avec
des considérations inductives (ou co-inductives).

2 Préiminaires

Considérons une fois pour toute quatre ensembles digoints qui déterminent le
langagedes programmes: un ensembleinfini devariablesV ; un ensembledesymboles
defonction X ; un ensemble de symboles de prédicat de contrainte = ; un ensemble de
symboles de prédicat de programme N. Chague symbole est muni d' une arité.

Un atome pur (appeléici atome) est une formule atomique p(X') construite sur le
langage du premier ordre £(V,#,11), ou X est une séquence de variables distinctes.

L’ ensembl e des contraintes basiques est un sous-ensemble du langage du premier
ordre £(V, Z, =) clos par renommage des variables. Une contrainte est uneformule du
plus petit ensemble qui contient I’ ensemble des contraintes basiques et qui est clos par
conjonction. Dans la suite, on identifie une conjonction de contraintes basiques avec
I’ ensembl e des contraintes basiques de la conjonction. Par conséquent, une contrainte
est vue comme un ensemblefini de contraintes basiques.

Dans V' on distingue I’ ensemble des variables de programme: Vp = {X; ; | i >
0.j >1}u{Y;|j>1}.

Une clause est une formule po(Xo) < C A p1(X1) A -+ A po(X,,), oU

— pourtouti =0,...,n:n; &ant aritedep; € N, X; = X;1,..., Xin:



— C est une contraintetelle que I’ ensemble de ses n variableslibres qui ne sont
pasdans|J,_o ,{Xi; |1<j<n;}est{¥;|1<j<nc}h

Le fait que I’on suppose que toutes les variables de tous les atomes sont distinctes
N’ est pas unerestriction puisquetouslesliens entre elles peuvent étre exprimés dansla
contrainte (par exemple par des égalités). Vp n’est qu’ une maniere de normaliser les
noms des variables dansles clauses. Tout programme peut S écrire sous cette forme.

Un programme est unefamille de clauses. Danslasuite, on suppose un programme
P fixé. L’ensemble desindices de P est noté §(P).

Un nom de clause est un &lément de 6(P). La définitionde p € N dans P est la
sous-famille de clauses de P dont e symbole de prédicat detéteest p; elle est indicée
par le sous-ensemble é,(P) C §(P). Onimpose que §,(P) soit fini pour tout p € M.
Laclause dont le nom (I'indice) est f est notée clause(P, f).

On utilisera les notations suivantes, ou F' est une formule du premier ordre
construite sur le langage £(V,Z,MUZ) et X = {X1,...,X,} C V: var(F) est
I’ensemble des variables libres de F'; VF et la cloture universellede F'; 3F est la
clotureexistentiellede F'; 3¢ F estlaformuled Xy - - - 3X,, F'; et 3_ ; F estlaformule

317047‘(F)\XF'

Pour tout p € IM, on définit:

- IF(P,p) = V(p(fo) — ersp(p) ELYoBf);

- FI(P,p) = V(p(fo) - ersp(p) ELYoBf);

— IFF(P,p) = IF(P,p) AFI(P,p);

ol1 pour chaque f € 6,(P): clause(P, f) = p(Xo) « Bj.
On remarque que lorsque la définition de p est vide: FI(P, p) = V(-p(Xp)).

On définit maintenant laversion si de P, la version seulement-si de P et enfin la
version si-et-seulement-si de P (le compl &té sans théorie des contraintes) comme suit :

— IF(P) = {IK(P,p) | p€ N};
— FI(P)={FI(P,p) | pe N};

— IFR(P) = {IFF(P,p) | p € M}.



Un systéme de programmation logique avec contraintes utilise une adaptation de
la SLD-résolution pour calculer I’ ensemble des réponses a un but comme décrit dans
[JL 87, IM 94, Fag 96]. Notre propos est de donner un senslogique a cet ensemble de
réponses (ou a chagque réponse isolée).

L’ ensemble des variables de preuve® est le sous-ensemblede V': Vs = {X/ |
i >0, >LveNu{YY |7 >1rvelIN} Cet ensemble est utilise &fin de
normaliser le renommage de variables durant le calcul.

Un but est un atome p(Xg 4, - - ., X;,,). De nouveau, ceci n"est pas une restriction
par rapport aux systemes réels qui autorisent des buts plus généraux, puisqu’ on peut
toujoursajouter un nouveau symboledeprédicat all et uneclausea P (dont lecorpsest
le but et latéte est construite a partir du nouveau symbole de prédicat et des variables
libres du but).

Un store est un ensemble (fini ou infini#) de contraintes basiques dont les variables
libres sont dans Vs. Un store S est satisfiable quand il existe une vauation » telle que
pour chaquec € S: v(c) = vrai. Dans ce cas, v est appelée une solution de S.

Une pré-interprétation D est composée de:

— unensemble non vide ID (le domaine);

— pour chaque symbole defonction ¢ € X d' arité n, unefonction ¢ de D™ dans
D;

— pour chague symbole de prédicat de contrainte p € = d’ arité n, unerelation pp
sur ID™.

Un D-atome est un “pseudo-atome” noté p(da, . ..,d,), ou p € N daité n et
chague d; € ID. LaD-base est I'ensemble des D-atomes. Une D-interprétation I est
un sous-ensemble de la D-base. Elle est identifiée & une interprétation qui prolonge®
D.

Une valuation v est une application de V' dans ID, éendue, comme d’ habitude, en
des applications également notées v :

— définie sur I'ensemble destermes et avaleur dansID ;

— définie sur I’ ensemble des contraintes et avaleur dans {vras, fauz} ;

— définie sur I’ ensemble des atomes et a valeur dans la D-base.

3. IN%, est I'ensemble des suite finies d’ entiers strictement positifs.

4. Dans lasuite on s'intéresse a d’ éventuelles “réponses infinies’.

5. Une interprétation du langage tout entier qui est une expansion de D ¢’ est-a-dire qui ajoute a D, pour
chague symbole de prédicat de programme p € I, d’ arité n, une relation pr sur ID™.



On utilise les notions classiques de D-modele et D-conséquence (notée par E=p).

Soit T'Y I opérateur de conséquence immédiate sur I’ ensemble des D-interpréta-
tionsdéfini par: T2 (I) = {v(a) | vestunevaluation,il existea « C AaiA---Aa, €
P, v(C) = vrai et chaquev(a;) € T}.

I étant une D-interprétation, on rappelle que:

— TE(I) C IS et seulement si I est un D-modelede IF(P) ;
— TE(I) D> I s et seulement si I est unD-modelede FI(P) ;

— TE(I) = I s et seulement s I est un D-modéle de IFF(P).
TP est croissant (et continu), doncil aun plus petit et un plus grand point fixe:

— pppf (TE) estle plus petit D-modéle de IF(P) (et IFF(P));

— pgpf (TE) est le plus grand D-modéle de FI ( P) (et IFF(P)).

Dans cet article il s agit de formaliser les relations logiques entre un but et les
contraintes réponses a ce but. Cela conduit a étudier les conséquences de IFF(P) de
laformea < F oU a est une atome et F' est une formule construite sur le langage
des contraintes £(V, Z, Z). Par ailleurs, on rappelle que |= V(a < F) < Y((a «
F)n(a— F))etl=VY(a— Vg, Fi) © Nicic, V(a < F).

En utilisant pppf (TE) et pgpf (T'F) on obtient les équivalences suivantes, ol F'
est une formule sur le langage des contraintes® £(V, 2, =), a est un atome, D est une
pré-interprétation et 7 est une théorie des contraintes’ :

— IFF(P) Ep Y(a « F) s et seulement s IF(P) =p VY(a <« F), et, puisque
celaest vrai pour tout D, on adonc: IFF(P) | V(a « F) s et seulement s
IF(P) EV(a < F),etdeméme: 7,IFF(P) E V(a « F) s et seulement s
T,IF(P) = V(a — F);

— IFF(P) Ep VY(a — F) s et seulement s FI(P) Ep Y(a — F), €t, puisque
celaest vrai pour tout D, on adonc: IFF(P) |E V(a — F) s et seulement si
FI(P) E V(a — F),etdeméme: 7,IFF(P) E VY(a — F) s et seulement s
T,F(P) EV(a— F).

6. Lerésultat est faux, en géenéral, quand F' est uneformulesur £(V, %, U =).
7. Une théorie des contraintes est une théorie sur le langage des contraintes.



3 Deux définitionsinductives

Cette section donne des définitions préliminaires, utilisées dans la section 5 pour
montrer la correction et la complétude de la sémantique opérationnelle (positive et
négative) des systemesde PLC. | n'y a pas de notion de calcul ici.

Dans un premier temps on s'intéresse & un ensemble de régles sur les couples
(t : p(d)), ol t est un arbre® &tiqueté par §( P) et p(d) est un D-atome. Pour tout nom
declause f € §(P), soit clause(P, f) = po(Xo) «— C Ap1(X1) A--- A pn(X,,), pour
toute valuation v solution de C, pour tous arbrests, . . ., t,, on définit laregle:

tro(pa(X1) o0t o(pa(Xn))

f(t17 s ,t'n) . ’U(po(Xo))

L’ opérateur associé a |’ ensemble de régles précédent est noté 7,2, Il est croissant
(et continu), donc aun plus petit et un plus grand point fixe.

Un éément ¢ : p(d) du plus petit point fixe de 7,2 est tel que ¢ est fini (7,2 est
continu et aux “reglesfaits’ correspond un arbre réduit aun seul noaud). ¢ correspond
alanotion de squelette [DM 93] et, exactement, ala notion de squel ette complet non
rejeté défini par destermes sur §(P) dans[FT 97].

Un éément ¢ : p(d) du plus grand point fixe de 7,7 est tel que ¢ peut &tre infini. ¢
correspond ala notion plus générale de squelette infini.

L opérateur 72 est tresfortement relié al’ opérateur 75 :

Lemmel Lienentre 7 et T7

{p(d) | il existe t tel quet : p(d) € pppf(Z72)} = pppf(TY) (le plus petit D-modéle
delF(P));

{p(d) | il existet tel quet : p(d) € pgpf(72)} = popf (T'F) (leplusgrand D-modele
deFI(P)).

Preuve Simple application desdéfinitionsinductives. On ai nternalis&® un codage des
preuves: danst : p(d), t code une preuve de p(d). O

Les D-atomes ne sont pas des notions syntaxiques. En fait, les calculs ne font
appel qu’aux notions syntaxiques que sont les contraintes et |es atomes. La définition
inductive précédente a é&té donnée atitre pédagogiqueet parce qu’ elle sert aux preuves

8. f(t1,...,tn) designel’arbre enraciné par f € §(P) dont les sous-arbres sont ¢y, . . ., tn.
9. C'est comparable alathéorie constructive des types ol les A-termes codent les preuves de formules,
maisici basé uniquement sur le modus ponens.



des résultats des sections suivantes. On introduit maintenant une seconde définition
inductive pour prouver des “pseudo-formules’ du langage. Mais un formalisme plus
élaboré sera utile pour tenir compte d’ éventuelles“ réponsesinfinies’ :

Un séquent positif est un couple S - p, ou S est un store et p € M. Un séquent
positif S F p est valide dans une interprétation I si pour toute solution v de S':
v(p(XG54,---,X5,)) € I (n estIaité de p). Quand S est fini, c'est équivalent a
I |: /\ceS c— p(XS,l’ (R XOE,n)

Un séquent négatif est un couplep - Z, ou Z est un ensemble de stores et p € IM.
Un séquent négatif p - Z est valide dansuneinterprétation I si pour toute valuation v
tellequev(p(Xg4,---,X5,)) € [:ilexiste S € Z etil existeunesolutionv’ de S tels
quepourtout 1 < i < n:v(Xg;) = v'(Xg,). Quand Z est un ensemblefini de stores
finis, c'est équivalental = p(Xg,,. .., X5,) = Vsez EL{XS‘VWX&,,} Aeces ¢

Soient F' une formule telle que var(F') C Vp (I'ensemble des variables de pro-
gramme) et v € IN},. F'” désignelavariantede F ou les X; ; sont remplacés par X/ ;
et lesY; sont remplacéspar Y.

Soient F' uneformuletelle que var(F') C Vs (I’ensemble desvariables de preuve)
etk € IN,. F** désignelavariante de F" oliles X/ ; sont remplacéspar'® X'} et les

Yy sont remplacés par Y**. Si S est un ensemble de formules alors 5% = {F+# |
F e S},

On donne maintenant la seconde définition inductive qui prouve des séquents
positifs (et négatifs).

On s'intéresseaun ensemblederéglessur lescouples(t : S F p), out estunarbre
&tiqueté par §(P) et S + p est un sequent positif. Pour tout nomde clause f € §(P),
soit clause(P, f) = po(Xo) «— C Ap1(X1)A---Apn(X,), pour tousarbrest, . .., t,
et pour tout stores S, .. ., Sy, on définit laregle:

tl:Sll_pl tnSnl_pn
f(tl,...,tn):Sol_po

ol So=CuUStu---USiTuS, avec s’ = Uyq,c, Uscjcn, {X5, = Xg;}, ou
chaquen; est I’ arité de p;. T T

L’ opérateur associéacet ensembledereglesest noté 7p. |1 est croissant (et continuy),
donc aun plus petit et un plus grand point fixe.

Un élément ¢ : S + p de pppf(7p) est tel que t et S sont finis. ¢ code une
preuve de S  p (on remarque que S - p ne dépend que de t), S est équivalent ala
notion classique de contrainte réponse [JM 94] en laissant de coté les problemes de
satisfiabilité.

10. vk est laconcaténation de v et k.




Unélémentt : S - pdepgpf(7p) esttel quet et S peuventétreinfinisA nouveau,
S+ pnedépend quedet. S I p est le sequent dont le squelette est ¢.

Les opérateurs 7,7 et Tp sont reliés par lefait quesit : S + p € pppf(7p)
(resp. pgpf(7p)) et s’|I existe une solution v de S alorst : v(p(X§)) € pppf(TD)
(resp. pgpf (T7)). Réciproquement, si ¢ : v(p(X5)) € pppf (T7) (resp. pgpf (T7))
aorsil existe un store S et une solution v’ de S, v(p(Xg)) = v'(p(X§)), tels que

t: S+ pe pppf(Tp) (resp. pgpf (Tp)).

4 Vuelogique des définitionsinductives

Danscette section, on donne un senslogique (correction/complétude) aladéfinition
inductive de la section précédente. On commence par sa correction, du point de vue
positif comme du point de vue négatif.

Lemme2 Correction positive.

Soit I un D-modele de IF(P).

St: Stk pepppf(7p) aorsS - pestvalidedans I (i.e. IF(P) Fp A.c5c —
p(X§) parceque S est fini).

Preuve Par induction.

Corollaire3 Correction positive.

St:SFpepppf(Tp) alorsT,IF(P) = A.csc — p(X§), ou T est une théorie
des contraintes.

St:SFpepppf(7p) dorsIF(P) = A csc — p(Xg).

On note Z—(p) I'ensemble {S | il existet tel quet : S F p € pgpf(7p)}. Le
séquent négatif associeap € Mest p - Z~(p).

Lemme4 Correction négative.
Soit I un D-modéle de FI(P).
pt Z(p) estvalidedans I.

Preuve Utiliselelemme 1.



Corollaire5 Correction négative.
S Z~(p) est un ensemblefini de storesfinisalors:

FI(P) Ep p(X5) = Vsez-(p) 3_x7 Aees &

T,F(P) E p(X5) = Vsez-(p) 37X—5 A.cs ¢ 0UT estunethéorie descontraintes;
FI(P) E p(X5) — Vsezf(p) ELX_S Nces ¢

Pour généraliser le corollaire précédent, on définit la notion de séquent négatif
conséquence d'un ensemble de formules. Un sequent négatif p - Z est conséguence
del quandil est valide danstousles modelesdeT .

Corollaire6 Correction négative.
p F Z~(p) est conséquencede 7 U FI(P), ou 7 est une théorie des contraintes (en
particulier p - Z~(p) est conséquence de FI(P)).

Pour exprimer la complétude de la définition inductive, on introduit une notion
similaire a la notion de séquent, mais qui ne fait référence qu’a des formules sur le
langage des contraintes.

Une couverture négative est un couple F' - Z, ou F' est une formule du langage
des contraintes et Z est un ensemble de stores. Une couverture négative F' - Z est
valide dans une pré-interprétation D si pour toute solution » de F': il existe un store
S € Z dont v est une solution. Le casfini correspond & F' — \/ 4.z A s ¢ vaide
dans D. Une couverture négative est conséquence d’ une théorie des contraintes 7 si
elle est valide dans tous les modéles de 7. La notion de couverture négative quand
tous les stores de Z sont finis correspond ala notion habituelle de couverture dans les
théoremes de compl&tude classiques [Mah 87, IM 94, Tes 964].

Une couverture positive est un couple S - F', ou F' est une formule du langage
des contraintes et S est un store. Une couverture positive S - F' est valide dans une
pré-interprétation D si pour toute solution v de S : v est solution de F'. Le cas fini
correspond & A .5 ¢ — F valide dans D. Une couverture positive est conséquence
d’unethéorie des contraintes 7 s elle est valide dans tout modelede 7.

Onnote Z+(p) I'ensemble {S | il existet tel quet : S+ p € pppf(Tp)}-

Lemme 7 Complétude positive (couverture positive, interpolation positive).
Soit F' une formule du langage des contraintes.

S IF(P) =p F — p(X{) alorsla couverture négative 3
dansD.

xF F Z*(p) est valide

Preuve Utilisele plus petit D-modelede IF(P) et lelemme 1. O



D’un point de vue logique, cette propriété peut étre vue comme uneinterpolation:
Z*(p) estuneformuleintermédiaire (formuled interpolation) entre3+=F et p(Xg).
0

Corollaire8 Complétude positive et compacité.
Soit F' une formule du langage des contraintes.
S 7,IF(P) E F — p(X§) alors la couverture négative fogF F Zt(p) est

conséquencede 7, et il existeune partiefiniet Z C Z*(p) tellequed =F + Z est
0
constquencede 7,i.e. 7 = 3_=F — sz A.cgc (compacité de la logique du
0
premier ordre et chaque S € Z*(p) est fini).

Lemme9 Complétude négative (couverture négative, interpolation négative).

Soit F' une formule du langage des contraintes.

S FI(P) Ep p(X§) — F alors pour tout S € Z~(p): la couverture positive
SkF 37X—5F est validedans D.

Preuve Utilisele plusgrand D-modelede FI(P) et lelemme 1.

A nouveau, Z~(p) est uneformule d'interpolation entre p(X3) et 3_+F.
0

Corollaire 10 Complétude négative et compacité.

Soit F' une formule du langage des contraintes.

S 7,F(P) E p(X§) — F alorspour tout S € Z (p): la couverture positive
S F H_X—SF est conséquence de 7 et il existe une partie finie S’ de S telle que

S+ H_X—EF est conséquencede7,i.e.7 = A\ cqc— 3—X_5F-

A traversleslemmes de correction et compl étude nous avons donnéle sens logique
des séquents positifs et négatifs. Cependant, les systeémes réels de programmation
logique avec contraintes ne calculent pas tous ces sequents. Les systémes stoppent
le calcul quand ils détectent que le store courant est insatisfiable, grace au “solveur
de contraintes’. Par conséquent, un grand nombre de séquents positifs ne sont jamais
calculés. Enfait, s S - p € pppf(7p) €t S est insatisfiable dlors S — p(X§) est
toujours vrai et sans intérét car indépendant du programme P. Pour formaliser le
solveur de contraintes nous introduisons, dans la section suivante, le critére de rgjet.

11. Réduite a un singleton quand le domaine a la propriété d’ Indépendance des Contraintes Négatives
[Mah 93], comme dans I’ exemple donné en introduction.



5 Correction et complétude (de la semantique opérationnelle)

Cette section étudie la correction et lacomplétude de la sémantique opérationnelle
théorique classique des systemes de PLC.

Un critere dergjet est un ensemble de stores RC. Un store S est rejetés S € RC.
Les systemes réels ne manipulent que des stores finis, aussi, dans un premier temps,
on définit larelation RC sur les stores finis. Le critere de rejet vérifie les propriétés
suivantes, ol S est un storefini: s S € RC aors pour tout renommage de variables
6:50 € RC; s S € RCaorspour tout storefini S’: SU S’ € RC; # ¢ RC (le store
vide 0 est la constante logique vraz).

Un critére de rejet RC est correct par rapport a la pré-interprétation D (resp. la
théorie 7) quand S € RC implique qu’il n’ existe aucune solution de S dans D (resp.
il N’ existe aucune solution de S danstout modele de 7).

Un critére de rejet RC est complet par rapport a la pré-interprétation D (resp. la
théorie 7)) quand s'il n’existe aucune solution de S dans D (resp. s'il n'existe aucune
solution de S danstout modéle de 7") aorscelaimpliqueque S € RC.

Par exemple, le critere de rejet peut &tre défini par une relation consistent et
une fonction infer (voir [IM 94]) de la maniére suivante: un store S est regjeté s
infer(0,S) = (S1,S2) €t S1 & consistent.

On suppose le lecteur familier avec les notions de dérivation SLD et d arbre SLD
par rapport aun “solveur de contraintes’ [IM 94] formaliséici par un critére de rejet.
On peut voir une dérivation SLD comme la construction d’ un squelette, elle est alors
définie comme une suite de squel ettes partiel s finis'? [Tes 97] ; un arbre SLD regroupe
I”ensembl e des dérivations pour un but selon une régle de calcul [ Tes 96b].

Un calcul positif est une dérivation SLD succés. A toute dérivation SLD succés
pour le but p(X§) correspond un éément ¢ : S + p de pppf(7p) tel que S &€ RC.
Le séquent positif S - p est aors appelé un sequent positif RC-calculé. Le squelette
fini ¢ caractérise les clauses utilisées par la dérivation et S est le store calculé par
la dérivation. Ceci permet de justifier facilement la propriété appelée indépendance
(positive) de la regle de calcul : les branches succes de deux arbres SLD pour le but
p(X§) sont en bijection car chague branche succés est caractérisée par un squelette
fini ¢.

Comme cas particulier dulemme2 on a:

Théoreme 11 Correction positive.
Soient RC un critére derejet et I un D-modéle de IF(P).
S S | p est un séquent positif RC-calculéalors S - p est validedans I.

12. Un squelette partiel est un squelette danslequel pour certains noauds on aremplace le sous-arbre greffe
par une feuille indéfinie.



On peut également énoncer un corollaire comme pour le corollaire 3.

Soit Z+(p,RC) = {S | il existet tel quet : S + p € pppf(7p),S ¢ RC},
c'est-&dire {S | S+ p est un sequent positif RC-calculé}.

Théoreme 12 Complétude positive.

Soient RC un critere derejet correct par rapporta D et F' uneformule du langage des
contraintes.

S IF(P) =p F — p(X§) alors la couverture négative 37X—5F F Zt(p,RC) et
valide dansD.

Preuve D’ apréslelemme 7 parce que les élémentsde Z* (p) \ Z* (p, RC) n’ont pas
de solution dans D. O

Delaméme fagon, on peut formuler une version du corollaire 8 avec un critére de
rejet correct par rapporta7 .

Un calcul négatif correspond au calcul d'un arbre SLD.

Pour pouvoir formaliser les dérivations infinies (équitables), le critere dergjet est
étendu aux storesinfinisdelamaniére suivante: un store S est rejeté si et seulement si
il existe une partiefinie de S rejetée. C' est une forme de compacité du critére de rejet
pour exprimer le fait que quand une dérivation SLD est infinie le calcul n'a jamais
rencontré de store rejeté.

A toute dérivation SLD équitable (finie ou infinie) et non échec pour le but p(X§)
correspond un élément ¢t : S + p de pgpf(7p) tel que S ¢ RC. Le squelette ¢
caractérise les clauses utilisées par la dérivation et S est I'ensemble des contraintes
accumulées par ladérivation. Ceci permet dejustifier une propriété que nous appelons
indépendance négative de la régle de calcul équitable: les branches non échecs de
deux arbres SLD équitables™® pour e but p(X ) sont en bijection car chaque branche
est caractérisée par un squelette .

Soit Z2=(p,RC) = {S | il existet tel quet : S + p € pgpf(Tp), S ¢ RC}.

L e ségquent négatif associéap selon RC est p - Z~(p, RC). Le sequent négatif est
RC-calculé quand Z~ (p, RC) est un ensemblefini de storesfinis (i.e. quand il existe
un arbre SLD fini).

Théoreéme 13 Correction négative.
Soient RC un critére de rejet correct par rapport & D et I un D-modele de FI(P).
pt Z7(p,RC) est validedans I.

13. On rappelle que tout arbre SLD fini est équitable (independamment de larégle de calcul).



Preuve D’apréslelemme4 parce queleséémentsde Z—(p) \ Z~ (p, RC) n’ont pas
de solution dans D. [

On remarque que quand il y a échec fini pour le but p(X§) ona Z~ (p, RC) = 0,

doncp - 0,i.e. =p(X§) validedans 1.

De méme, on peut formuler une version du corollaire 5 quand RC est correct par
rapport a7 .

Théoreme 14 Complétude négative.

Soient RC un critére de regjet, D une pré-interprétation et F' une formule du langage
des contraintes.

S FI(P) =p p(X§) — F alors pour tout S € Z~(p,RC): la couverture positive
S+ H_X—SF est validedans D.

Preuve D’ apreslelemme 9 parce que Z~ (p, RC) est un sous-ensemblede Z~ (p). [0

A nouveau, on peut formuler une version du corollaire 10 qui ameéne trés simple-
ment au résultat bien connu de complé&ude de la négation par I’ échec:

Théoreme 15 Complétude de la négation par I’ échec.

Soit RC un critére de rejet complet par rapport a une théorie des contraintes 7 .

S T,FI(P) | -p(X§) alorstout arbre SLD (selon RC) équitable pour le but p(X)
est un arbre SLD d' échec fini.

Preuve Il suffit de montrer que Z~(p, RC) est vide (i.e. il n'y a pas de branche non
échec dans les arbres SLD équitables). Mais pour tout S € Z—(p,RC): S + fauz
d apres le corollaire du théoréme 14 et s Z—(p, RC) contient un store S aors S
n'est pas rejeté et, parce que le critére de rejet est complet par rapport a7, on aune
contradiction (a cause de lacompacité de lalogique du premier ordre). [

On aurait aiméavoir un résultat de complétude négativefinie (qui &tende lerésultat
de complétude de la négation par I'échec), comme par exemple: s 7,FI(P) E
p(X§5) — F dorsil existe un arbre SLD fini pour le but p(X§) tel que, pour tout
S e Z7(p,RC), Apcsc — 3—X_5F est valide. Mais, on voit laraison pour laquelle
il N'y a pas de résultat plus géneral de complétude négative finie. Supposons que
T,FI(P) = p(X§) — F. Montrer qu'il existe un arbre SLD fini pour le but p(X§)
tel que chague succes implique F' revient a montrer que Z~ (p, RC) est un ensemble
fini de storesfinis. Méme si RC est complet par rapport a 7, le seul cas ou I’ on peut
le garantir est quand F' est fauz, i.e. Z~ (p,RC) = 0.




6 Conclusion

Nous avons esquissé une reformulation de la sémantique de la PLC basée sur
les définitions inductives. En ne considérant que les principes d'induction et de co-
induction, lesrésultats de bases sont retrouvésd’ une manieretres naturelle et & égante.
Par exemple, dans cette approche, on voit directement ou interviennent les hypothéeses
sur le solveur de contraintes (correction, complétude) : dans les theoremes 11 (correc-
tion positive) et 14 (complétude négative) il n'y a aucune hypothese sur le critere de
rejet alors que danslesthéoremes 12 (complétude positive) et 13 (correction négative)
il est supposé correct. On remarque également qu’il est supposé complet dans le théo-
reme 15 (compl&tude de la négation par I’ échec). Peu de vrais solveurs sont complets,
d'ou I'intérét limité de ce résultat dans le cadre de la PLC, et en revanche le grand
intérét des recherches autour d'autres types de négation (par exemple constructive

[Fag 97)).

Dans [Lio 97] des résultats de correction et complétude en logique bivaluée sont
auss obtenus en faisant intervenir des ensembles infinis de formules pour des pro-
grammes logiques plus généraux (normaux, ¢’ est-a-dire avec négation dans les corps
de clause). Contrairement a [Lio 97] le présent article ne cherche qu'a étudier le
sens logique des réponses obtenues conformément aux sémantiques opérationnelles
usuelles. D’ autre part les outils théoriques utilisés ici, (co-)induction et en particulier
I'internalisation de la preuve sous la forme d'un arbre ¢ (squelette) dans le séquent
t: S F p, sont beaucoup plus élémentaires et semblent bien adaptés a cet objectif.

Dansceformalismeil est possible dedonner unedéfinitioninductive qui correspond
exactement ace qui est calculé: il suffit de ne garder que les régles dont la conclusion
a un store non regjeté. Dans ce cas, le plus petit point fixe de |’ opérateur associé
correspond ala S-semantique du programme [BGLM 94].

Des notions inductives supplémentaires peuvent étre utilisées pour formaliser le
calcul négatif fini : dans [FT 97] une définition inductive est a la base d’une notion
d’ erreur (non compl étement couvert) associée a un symptdme de réponse manquante.

L e cadre théorique esquissé dans cet article est une extension alaPLC delavision
grammaticale de la programmation logique [DM 93]. La nouveauté n’est pas seule-
ment le paramétrage par un domaine de contraintes et un critere de rejet, ¢’ est aussi
I’ utilisation des squelettes finis et infinis. Par exemple, ils fournissent une caractéri-
sation simple des branches (finies ou infinies) non échec des arbres SLD équitables
(indépendance négative de la regle de calcul équitable).
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