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L’objectif de ce travail est de redéfinir les bases de la programmation logique avec con-
traintes en tirant tout le bénéfice des notions d’arbre de preuve et de squelette d’arbre de
preuve développées dans le cadre de la programmation logique par Deransart et Maluszynski
[3].

Ceci présente le remarquable avantage de donner une définition intrinséque aux réponses
qu'un programme peut donner a une question qui lui est posée: ce sont les squelettes finis
solubles ayant pour racine le but question. La solubilité, qui va de soi en programmation
logique, dépend ici d’un parametre qui apparait sous la forme d’un domaine ou d’une théorie.
Ainsi 'indépendance de nombreux résultats par rapport a la régle de sélection d’atome est
clairement expliquée. De nouvelles questions peuvent aussi étre formulées, par exemple la
caractérisation des branches non échecs dans les arbres de recherche équitables.

Une autre idée importante est 'utilisation d’une théorie qui axiomatise le fonctionnement
d’un résolveur de contraintes.

Il apparait que la notion essentielle n’est pas le domaine sur lequel le programme est censé
travailler : les entiers, les réels, les arbres finis ou infinis sur tel ou tel alphabet... C’est plutot
Utncidence de ce domaine sur la satisfiabilité des contraintes, ce qui est nettement mieux
exprimé par une théorie 7 : une contrainte est réputée satisfiable si sa cloture existentielle
est conséquence logique de 7. Le domaine n’est pas manipulé en tant que tel mais a travers
ses propriétés exprimées par la théorie.

La définition de la notion de réponse comme squelette fini complet ayant pour racine le
but question <« b permet d’élargir le champ d’investigation: tout squelette fini complet est
une bonne réponse, en ce sens que, si r est la contrainte associée, alors

PEr—hb.

C’est ce que nous appelons une réponse généralisée. Mais parmi les implications r — b
conséquences logiques du programme, certaines sont trivialement vraies parce que la con-
trainte r est toujours fausse (insatisfiable). D’un point de vue théorique, on peut éliminer
les réponses triviales.

D’un point de vue opérationnel, il est essentiel d’éliminer les explorations inutiles qui ne
peuvent conduire qu’a des réponses triviales.

Tous les interpretes ont un résolveur de contraintes qui ne sert qu’a éliminer les recherches
dont on sait pertinemment qu’elles sont infructueuses. Souvent, parce que c’est impossible ou
pour des raisons d’efficacité, le résolveur n’est pas complet : il ne répond pas toujours OUI ou
NON ala question de savoir si telle contrainte (ou tel ensemble de contraintes) est satisfiable ;
il répond parfois PEUT-ETRE. C’est par exemple le cas du résolveur de CLP(R) qui gele les
contraintes non linéaires dans ’attente de contraintes supplémentaires qui débloqueraient
la situation ; s’il reste des contraintes en attente & la fin du calcul, I'interpreéte donne une
réponse assortie du commentaire PEUT-ETRE. Un tel résolveur est représenté par une
théorie qui n’est pas satisfaction-compléte.



La théorie ayant pour but d’éliminer, elle ne rejette que ce qui est certainement faux.
Nous sommes donc amenés a4 donner une nouvelle notion de réponse: une réponse faible est
un squelette fini dont la contrainte n’est pas réfutée par 7 (sa négation n’est pas conséquence
logique de T). Il est intéressant de voir que la correspondance entre les buts d’échec fini et
les conséquences négatives du complété du programme s’exprime naturellement en termes
de conséquences faibles d’une théorie non satisfaction-complete.

1 Principales définitions

Le langage du programme est défini a partir de quatre ensembles: V' (variables), ¥ (fonc-
tions), II. (prédicats de contraintes) et II, (prédicats définis par le programme).

Les contraintes constituent une partie du langage du premier ordre £(V, X, I1,.).

Un programme contraint est un ensemble de clauses de la forme A «— ¢O By, -+, B, ou A
et les B; sont des atomes (formules atomiques de £(V, X,11,)), ¢ est une contrainte.

Une pré-interprétation D est une interprétation de L£(V,3,I1.). On appelle D-atome un
objet abstrait p(di,---,d,) ou p est un symbole de prédicat de programme et les d; des
éléments du domaine D de la pré-interprétation D.

Toute valuation dans D s’étend naturellement aux termes (en donnant des éléments de
D), aux contraintes (en donnant des valeurs booléennes), aux atomes (en donnant des D-
atomes).

Une interprétation dans D (une D-interprétation) est assimilable & un ensemble de D-atomes.
On appelle D-modele du programme P une interprétation dans D qui est modele des clauses
de P.

Les D-régles associées au programme P, du type a <« by,---,b, ou a et les b; sont des
D-atomes, sont données par les valuations des clauses de P pour lesquelles la contrainte
prend la valeur vrai. On en déduit un opérateur de conséquence immédiate TE opérant sur
les D-interprétations.

Un D-arbre de preuve est étiqueté par des D-atomes de telle sorte que si un noeud (d’étiquette
a) a n fils (d’étiquettes by, ---,b,) alors a « by, -+, b, est une D-régle. Une forét de preuve
est un n-uplet d’arbres de preuve.

Les squelettes sont étiquetés par des clauses de P, a ’exception éventuelle de

e la racine qui peut étre étiquetée par un but (une clause sans téte)
e certaines feuilles qui peuvent étre indéfinies (étiquetées par ?).

Le squelette est complet s’il n” a pas de feuille indéfinie.

A tout squelette S on associe une collection de contraintes cont(S) (assimilable & une con-
trainte unique si S est fini) qui est satisfiable ssi S correspond & au moins une forét de
preuve. C’est cela qu’on appelle squelette soluble selon D.

Une réponse pour le but B =« b est un squelette fini complet soluble de racine B.

Les dérivations se définissent comme des suites de squelettes solubles de racine B.

La contrainte réponse associée a un squelette réponse est la cloture existentielle sur les vari-
ables autres que celles de la question de la conjonction des contraintes de cont(S).

Une théorie T est un ensemble de formules closes de £(V,X,II.) fermé par conséquence
logique. T est satisfaction-compléte si pour toute contrainte ¢, soit 7 = glc, soit 7 | —¢
(3c est la cloture existentielle de ¢). ¢ est (fortement) satisfiable selon 7 si 7 = Je.

Une réponse forte selon 7 est un squelette fini complet fortement soluble : sa contrainte est
fortement satisfiable.

Lorsque 7 n’est pas satisfaction-complete, ¢ est faiblement satisfiable si non(7 | -c),
c’est-a-dire si ¢ n’est pas réfutée par 7. Cela correspond & la notion de réponse faible:
squelette fini complet de racine B dont la contrainte est faiblement satisfiable (squelette
faiblement soluble). La notion de squelette faiblement soluble s’étend aux squelettes infinis.
B est d’échec fini si toutes les branches d’un arbre de recherche (ou de tous les arbres de
recherche équitables) sont des échecs: tous les prolongements conduisent & des contraintes
réfutées par 7.



Une réponse générale est la contrainte associée & tout squelette fini complet de racine B.
Le complété du programme P, noté P*, est obtenu de la méme maniére qu’en programmation
logique classique.

2 Principaux résultats

Les D-modeles de P sont les pré-points fixes de 5. Le plus petit D-modele de P est le plus
petit point fixe de T, identique & 1’ensemble des racines des D-arbres de preuve.
Les D-modeles de P* sont les points fixes de T4 ; P et P* ont le méme plus petit D-modéle.

Dans une théorie 7,

e si <« b a une réponse forte, alors P,7 |= I
e si — b a une réponse faible, alors non(P,7 |= —b)
e si T = 3b alors — b a une réponse faible

e les branches succes des arbres de recherche pour le but B correspondent aux réponses

faibles

e les branches non échec des arbres de recherche équitables pour B correspondent aux
squelettes (éventuellement infinis) faiblement solubles de racine B.

e les cing propriétés suivantes sont équivalentes :
- PTEcoDb
— T Ec— \,cpgT (réponses générales)
— il existe une partie finie RG’ de RG telle que 7 = c — \/ ./ cpa 7'

~ T Ec— \,crpr (réponses faibles)

. . . . , , ,

— il existe une partie finie RF' de RF telle que 7 |E ¢ — \/r’ERF’ ', et RF
peut se réduire a une seule contrainte réponse si la propriété d’indépendance des
contraintes négatives est vérifiée; c’est le cas pour les contraintes correspondant
aux substitutions réponses en programmation logique classique.

e les conséquences positives de P et de P* coincident
e — b est d’échec fini ssi P*,7 = —b
Indépendamment de toute théorie, les trois propriétés sont équivalentes :
e PEc—b
¢ Ec— \ cror (réponses générales)

e il existe une partie finie RG' de RG telle que = ¢ — \/ . pq 7', et RG' peut se
réduire & une seule contrainte si la propriété d’indépendance des contraintes négatives
est vérifiée.
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