
La programmation logique avec contraintes revisit�ee entermes d'arbres de preuve et de squelettesMichel Berg�ere, G�erard Ferrand, Fran�cois Le Berre, Bernard Malfon, Alexandre TessierLaboratoire d'Informatique Fondamentale d'Orl�eans (LIFO)Universit�e d'Orl�eansR�esum�e 24 juin 1994L'objectif de ce travail est de red�e�nir les bases de la programmation logique avec con-traintes en tirant tout le b�en�e�ce des notions d'arbre de preuve et de squelette d'arbre depreuve d�evelopp�ees dans le cadre de la programmation logique par Deransart et Maluszynski[3]. Ceci pr�esente le remarquable avantage de donner une d�e�nition intrins�eque aux r�eponsesqu'un programme peut donner �a une question qui lui est pos�ee : ce sont les squelettes �nissolubles ayant pour racine le but question. La solubilit�e, qui va de soi en programmationlogique, d�epend ici d'un param�etre qui apparâ�t sous la forme d'un domaine ou d'une th�eorie.Ainsi l'ind�ependance de nombreux r�esultats par rapport �a la r�egle de s�election d'atome estclairement expliqu�ee. De nouvelles questions peuvent aussi être formul�ees, par exemple lacaract�erisation des branches non �echecs dans les arbres de recherche �equitables.Une autre id�ee importante est l'utilisation d'une th�eorie qui axiomatise le fonctionnementd'un r�esolveur de contraintes.Il apparâ�t que la notion essentielle n'est pas le domaine sur lequel le programme est cens�etravailler : les entiers, les r�eels, les arbres �nis ou in�nis sur tel ou tel alphabet... C'est plutôtl'incidence de ce domaine sur la satis�abilit�e des contraintes, ce qui est nettement mieuxexprim�e par une th�eorie T : une contrainte est r�eput�ee satis�able si sa clôture existentielleest cons�equence logique de T . Le domaine n'est pas manipul�e en tant que tel mais �a traversses propri�et�es exprim�ees par la th�eorie.La d�e�nition de la notion de r�eponse comme squelette �ni complet ayant pour racine lebut question  b permet d'�elargir le champ d'investigation : tout squelette �ni complet estune bonne r�eponse, en ce sens que, si r est la contrainte associ�ee, alorsP j= r ! b.C'est ce que nous appelons une r�eponse g�en�eralis�ee. Mais parmi les implications r ! bcons�equences logiques du programme, certaines sont trivialement vraies parce que la con-trainte r est toujours fausse (insatis�able). D'un point de vue th�eorique, on peut �eliminerles r�eponses triviales.D'un point de vue op�erationnel, il est essentiel d'�eliminer les explorations inutiles qui nepeuvent conduire qu'�a des r�eponses triviales.Tous les interpr�etes ont un r�esolveur de contraintes qui ne sert qu'�a �eliminer les recherchesdont on sait pertinemment qu'elles sont infructueuses. Souvent, parce que c'est impossible oupour des raisons d'e�cacit�e, le r�esolveur n'est pas complet : il ne r�epond pas toujours OUI ouNON �a la question de savoir si telle contrainte (ou tel ensemble de contraintes) est satis�able ;il r�epond parfois PEUT-ETRE. C'est par exemple le cas du r�esolveur de CLP(R) qui g�ele lescontraintes non lin�eaires dans l'attente de contraintes suppl�ementaires qui d�ebloqueraientla situation ; s'il reste des contraintes en attente �a la �n du calcul, l'interpr�ete donne uner�eponse assortie du commentaire PEUT-ETRE. Un tel r�esolveur est repr�esent�e par uneth�eorie qui n'est pas satisfaction-compl�ete. 1



La th�eorie ayant pour but d'�eliminer, elle ne rejette que ce qui est certainement faux.Nous sommes donc amen�es �a donner une nouvelle notion de r�eponse : une r�eponse faible estun squelette �ni dont la contrainte n'est pas r�efut�ee par T (sa n�egation n'est pas cons�equencelogique de T ). Il est int�eressant de voir que la correspondance entre les buts d'�echec �ni etles cons�equences n�egatives du compl�et�e du programme s'exprime naturellement en termesde cons�equences faibles d'une th�eorie non satisfaction-compl�ete.1 Principales d�e�nitionsLe langage du programme est d�e�ni �a partir de quatre ensembles : V (variables), � (fonc-tions), �c (pr�edicats de contraintes) et �p (pr�edicats d�e�nis par le programme).Les contraintes constituent une partie du langage du premier ordre L(V;�;�c).Un programme contraint est un ensemble de clauses de la forme A  c2B1; � � � ; Bn o�u Aet les Bi sont des atomes (formules atomiques de L(V;�;�p)), c est une contrainte.Une pr�e-interpr�etation D est une interpr�etation de L(V;�;�c). On appelle D-atome unobjet abstrait p(d1; � � � ; dn) o�u p est un symbole de pr�edicat de programme et les di des�el�ements du domaine D de la pr�e-interpr�etation D.Toute valuation dans D s'�etend naturellement aux termes (en donnant des �el�ements deD), aux contraintes (en donnant des valeurs bool�eennes), aux atomes (en donnant des D-atomes).Une interpr�etation dansD (uneD-interpr�etation) est assimilable �a un ensemble deD-atomes.On appelle D-mod�ele du programme P une interpr�etation dans D qui est mod�ele des clausesde P .Les D-r�egles associ�ees au programme P , du type a  b1; � � � ; bn o�u a et les bi sont desD-atomes, sont donn�ees par les valuations des clauses de P pour lesquelles la contrainteprend la valeur vrai. On en d�eduit un op�erateur de cons�equence imm�ediate TPD op�erant surles D-interpr�etations.Un D-arbre de preuve est �etiquet�e par desD-atomes de telle sorte que si un n�ud (d'�etiquettea) a n �ls (d'�etiquettes b1; � � � ; bn) alors a b1; � � � ; bn est une D-r�egle. Une forêt de preuveest un n-uplet d'arbres de preuve.Les squelettes sont �etiquet�es par des clauses de P , �a l'exception �eventuelle de� la racine qui peut être �etiquet�ee par un but (une clause sans tête)� certaines feuilles qui peuvent être ind�e�nies (�etiquet�ees par ?).Le squelette est complet s'il n' a pas de feuille ind�e�nie.A tout squelette S on associe une collection de contraintes cont(S) (assimilable �a une con-trainte unique si S est �ni) qui est satis�able ssi S correspond �a au moins une forêt depreuve. C'est cela qu'on appelle squelette soluble selon D.Une r�eponse pour le but B = b est un squelette �ni complet soluble de racine B.Les d�erivations se d�e�nissent comme des suites de squelettes solubles de racine B.La contrainte r�eponse associ�ee �a un squelette r�eponse est la clôture existentielle sur les vari-ables autres que celles de la question de la conjonction des contraintes de cont(S).Une th�eorie T est un ensemble de formules closes de L(V;�;�c) ferm�e par cons�equencelogique. T est satisfaction-compl�ete si pour toute contrainte c, soit T j= ~9c, soit T j= :c(~9c est la clôture existentielle de c). c est (fortement) satis�able selon T si T j= ~9c.Une r�eponse forte selon T est un squelette �ni complet fortement soluble : sa contrainte estfortement satis�able.Lorsque T n'est pas satisfaction-compl�ete, c est faiblement satis�able si non(T j= :c),c'est-�a-dire si c n'est pas r�efut�ee par T . Cela correspond �a la notion de r�eponse faible :squelette �ni complet de racine B dont la contrainte est faiblement satis�able (squelettefaiblement soluble). La notion de squelette faiblement soluble s'�etend aux squelettes in�nis.B est d'�echec �ni si toutes les branches d'un arbre de recherche (ou de tous les arbres derecherche �equitables) sont des �echecs : tous les prolongements conduisent �a des contraintesr�efut�ees par T . 2



Une r�eponse g�en�erale est la contrainte associ�ee �a tout squelette �ni complet de racine B.Le compl�et�e du programme P , not�e P �, est obtenu de la même mani�ere qu'en programmationlogique classique.2 Principaux r�esultatsLes D-mod�eles de P sont les pr�e-points �xes de TPD . Le plus petit D-mod�ele de P est le pluspetit point �xe de TPD , identique �a l'ensemble des racines des D-arbres de preuve.Les D-mod�eles de P � sont les points �xes de TPD ; P et P � ont le même plus petit D-mod�ele.Dans une th�eorie T ,� si  b a une r�eponse forte, alors P; T j= ~9b� si  b a une r�eponse faible, alors non(P; T j= :b)� si P; T j= ~9b alors  b a une r�eponse faible� les branches succ�es des arbres de recherche pour le but B correspondent aux r�eponsesfaibles� les branches non �echec des arbres de recherche �equitables pour B correspondent auxsquelettes (�eventuellement in�nis) faiblement solubles de racine B.� les cinq propri�et�es suivantes sont �equivalentes :{ P; T j= c! b{ T j= c! Wr2RG r (r�eponses g�en�erales){ il existe une partie �nie RG0 de RG telle que T j= c! Wr02RG0 r0{ T j= c! Wr2RF r (r�eponses faibles){ il existe une partie �nie RF 0 de RF telle que T j= c ! Wr02RF 0 r0, et RF 0peut se r�eduire �a une seule contrainte r�eponse si la propri�et�e d'ind�ependance descontraintes n�egatives est v�eri��ee ; c'est le cas pour les contraintes correspondantaux substitutions r�eponses en programmation logique classique.� les cons�equences positives de P et de P � co��ncident�  b est d'�echec �ni ssi P �; T j= :bInd�ependamment de toute th�eorie, les trois propri�et�es sont �equivalentes :� P j= c! b� j= c! Wr2RG r (r�eponses g�en�erales)� il existe une partie �nie RG0 de RG telle que j= c ! Wr02RG0 r0, et RG0 peut ser�eduire �a une seule contrainte si la propri�et�e d'ind�ependance des contraintes n�egativesest v�eri��ee.Bibliographie[1] K. Apt, Logic Programming, Handbook of Theoretical Computer Science (J. VanLeeuwen ed.), Elsevier Science Publishers B. V., 1990.[2] J. Cohen, Constraint Logic Programming Languages, CACM n� 33, 52-68, juillet 1990.[3] P. Deransart & J. Maluszynski, A Grammatical View of Logic Programming, MIT Press1993. 3
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