
S�emantique des programmes logiques avec contraintesfond�ee sur la relation de couvertureG�erard Ferrand et Alexandre TessierLIFO { Universit�e d'Orl�eans { BP 6759 { 45067 Orl�eans Cedex 2fferrand,tessierg@lifo.univ-orleans.frftp://ftp-lifo.univ-orleans.fr/pub/Users/tessier/R�esum�e: Il n'est pas possible d'adapter simplement �a la programmation logique avec contraintes lestechniques de diagnostic d�eclaratif d'erreurs connues pour la programmation logique classique. De nouveauxfondements th�eoriques sont n�ecessaires. Il n'y a plus comme en programmation logique couverture d'uner�eponse par une r�eponse calcul�ee plus g�en�erale. La relation de couverture pallie cette absence. Toute r�eponseest couverte par un ensemble (�eventuellement in�ni) de r�eponses calcul�ees.L'article red�e�nit la s�emantique d�eclarative des programmes logiques avec contraintes en terme d'arbresde preuve utilisant une relation de couverture. [?, ?] montrent l'int�erêt d'un cadre bas�e sur une relationabstraite de cons�equence (\entailment" en anglais) plutôt que sur un domaine ou une th�eorie. La relationde couverture g�en�eralise la relation de cons�equence.Les arbres de preuve permettent de donner �a la notion de r�eponse une d�e�nition intrins�eque ind�ependantede toute r�egle de calcul. La relation de couverture permet de capturer l'id�ee qu'une contrainte est couvertepar un ensemble (�eventuellement in�ni) de contraintes. Les arbres de preuve sont construits �a partir der�egles provenant soit des clauses du programme soit de la relation de couverture.1 IntroductionLa motivation de ce travail est le diagnostic d�eclaratif d'erreurs en programmation logique avec contraintes.Le diagnostic d�eclaratif d'erreurs en programmation logique fut introduit par E. Y. Shapiro [?] sous le nomde mise au point algorithmique. D'autres techniques, d�evelopp�ees dans [?, ?, ?, ?, ?, ?, ?, ?] se sont inspir�eesde la m�ethode de Shapiro.Rappelons bri�evement quelques unes des di��erences entre la programmation logique classique et la pro-grammation logique avec contraintes qui font que de nouveaux fondements th�eoriques sont n�ecessaires pour�etudier le diagnostic d�eclaratif d'erreurs.En programmation logique avec contraintes les interpr�etations de Herbrand ne repr�esentent plus la s�e-mantique des programmes. Lors de la mise au point on souhaite rester dans le langage du programme, maiscertains �el�ements du domaine ne sont pas exprimables de fa�con �nie dans le langage. Par exemple, le nombre� en CLP(R) [?], ou encore, l'ensemble des entiers formels pour un solveur sur les ensembles [?].En programmation logique, chaque r�eponse qui est une cons�equence du programme est couverte par uner�eponse calcul�ee plus g�en�erale. Il n'y a plus couverture unique en programmation logique avec contraintes.Par exemple, en CLP(R), le programme : p(x) x < 0p(x) x � 0a pour cons�equence true! p(x), pourtant il n'existe pas de r�eponse calcul�ee la plus g�en�erale. N�eanmoins, lorsdu diagnostic d�eclaratif d'erreurs, on ne peut pas consid�erer que true! p(x) est un symptôme d'insu�sancecar cette r�eponse est couverte par les deux r�eponses calcul�ees x < 0 ! p(x) et x � 0 ! p(x). Unecondition su�sante pour la propri�et�e de couverture unique est l'ind�ependance des contraintes n�egatives (INC)Journ�ees du GDR Programmation.22, 23 et 24 novembre 1995.Grenoble.
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[?, ?] qui n'est malheureusement v�eri��ee que par peu de domaines de contraintes int�eressants. Parfois, enprogrammation logique avec contraintes, il n'y a même pas couverture �nie si la s�emantique des programmesest d�e�nie non pas par une th�eorie mais par un mod�ele [?].Les algorithmes de mise au point d�eclarative habituellement propos�es en programmation logique utilisentfortement ces propri�et�es des mod�eles de Herbrand. On ne peut donc pas adapter simplement les m�ethodesclassiques �a la programmation logique avec contraintes.L'approche de la s�emantique des programmes logiques avec contraintes en terme d'arbres de preuve etde squelettes, param�etr�ee par un crit�ere de rejet [?], est une extension de la vision grammaticale de laprogrammation logique introduite par P. Deransart et J. Maluszinski [?]. La relation entre la s�emantiqued�eclarative et la s�emantique op�erationnelle est ainsi mieux expliqu�ee. La notion de domaine ou de th�eorie,habituelle pour la s�emantique des programmes logiques avec contraintes [?, ?, ?, ?, ?, ?], devient un param�etredu crit�ere de rejet. Le rôle du crit�ere de rejet est d'�eliminer certaines r�eponses dont la contrainte n'est jamaissatisfaite.Cette s�emantique permet de rendre compte de l'incompl�etude de certains solveurs de contraintes qui nepeut pas s'exprimer en terme de logique. Par exemple, le solveur de contraintes de CLP(R) fournit troistypes de r�eponses : yes la contrainte est alors satis�able, no la contrainte est alors insatis�able et maybe onne peut pas alors statuer sur la satis�abilit�e de la contrainte. Le solveur r�epond yes pour x� x = 1^ x = 1et r�epond maybe pour x� x = 1, n�eanmoins j= 9x(x � x = 1 ^ x = 1) ! 9x(x � x = 1) ; le solveur r�epondno pour x = 1 ^ x = 0 et r�epond maybe pour x � x = 1 ^ x � x = 0, n�eanmoins j= :9x(x = 1 ^ x = 0) !:9x(x � x = 1 ^ x� x = 0).Le diagnostic d�eclaratif d'incorrection a pu être trait�e dans ce cadre [?] mais l'abstraction introduite parle crit�ere de rejet ne permet pas d'exprimer la notion de couverture des r�eponses par des r�eponses calcul�eesqui est n�ecessaire pour le diagnostic d'insu�sance. Pour cette raison nous introduisons une relation decouverture entre une contrainte c et un ensemble de contraintes C , not�e c ` C et lue : c est couverte par C.On retrouve le crit�ere de rejet quand l'ensemble C est vide et la relation de cons�equence propos�ee �a l'originepar V. Saraswat [?] quand l'ensemble C est un singleton. Nous g�en�eralisons ces deux notions et retrouvonsles r�esultats connus.Cet article est organis�e comme suit : dans la section ?? nous d�e�nissons les programmes logiques aveccontraintes apr�es avoir introduit le langage des programmes et quelques notations ; la section ?? pr�esentela relation de couverture et ses propri�et�es ; les arbres de preuve sont d�e�nis dans la section ?? qui �xela s�emantique des programmes logiques avec contraintes, on y trouvera �egalement un r�esultat essentielexprimant le lien entre la s�emantique op�erationnelle abstraite et la s�emantique d�eclarative. L'article setermine par une conclusion r�ecapitulant les id�ees principales.2 Terminologie, notationsConsid�erons une fois pour toute quatre ensembles qui d�eterminent le langage du programme :� un ensemble in�ni de variables V ;� un ensemble de symboles de fonctions � ;� un ensemble de symboles de pr�edicats de contraintes �c (ces pr�edicats sont dit pr�e-d�e�nis) ;� un ensemble de symboles de pr�edicats d�e�nis par programme �p (ces pr�edicats sont appel�es pr�edicats deprogramme).L'ensemble des termes est construit, comme d'habitude, sur V et �. Les formules atomiques du langage dupremier ordre construit sur V , � et �p de la forme p(x1; : : : ; xn), o�u p est un pr�edicat de programme d'arit�en et x1; : : : ; xn sont n variables distinctes, sont appel�ees atomes. Le langage des contraintes CONST est unsous-ensemble du langage du premier ordre construit �a partir de V , � et �c. On suppose qu'il est clos parconjonction et quanti�cation existentielle. Une contrainte est une formule de CONST.Notations :� ~x d�esigne une s�equence de variables distinctes x1; : : : ; xn ;
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� si c est une contrainte et ~x une s�equence de variables x1; : : : ; xn alors 9~x c d�esigne la contrainte9x1 � � � 9xn c ;� si c est une contrainte et a est un atome alors 9�a c est la contrainte 9~x c, o�u ~x sont les variables libresde c qui n'apparaissent pas dans a.Une clause est un n + 2-uplet (0 � n) not�e a0  c 2 a1; : : : ; an, o�u les ai sont des atomes et c est unecontrainte. Quand n = 0 la clause est appel�ee un fait. Ces d�e�nitions sont identiques �a celles de [?, ?, ?, ?, ?]et se motivent de la même fa�con.Un but est une clause sans tête de la forme  c 2 a1; : : : ; an. Comme dans [?], pour formaliser la notionde r�eponse �a un but, on peut se ramener �a une question sur un atome, de la forme  a, en introduisant uneclause �ctive dont le corps est le but et la tête l'atome.Un programme est un ensemble de clauses.Un atome contraint est un couple not�e a[c] o�u a est un atome et c est une contrainte.3 Relation de couvertureUne relation de couverture ` est une relation binaire sur CONST� 2CONST. Elle a, pour toute contraintec, les trois propri�et�es suivantes :1. si il existe n contraintes c1; : : : ; cn et n ensembles de contraintes C1; : : : ; Cn tels que ci ` Ci, pour touti = 1; : : : ; n, alors c ^ c1 ^ � � � ^ cn ` fc ^ c01 ^ � � � ^ c0n j c0i 2 Ci; pour tout i = 1; : : : ; ng ;(cas particulier si n = 0 on en d�eduit c ` fcg)2. si il existe un ensemble de contraintes C tel que c ` C alors 9~x c ` f9~x c0 j c0 2 Cg, pour toute s�equencede variables ~x ;3. si il existe un ensemble de contraintes C tel que c ` C et si il existe une famille d'ensembles de contraintes(C 0c0)c02C telle que c0 ` C 0c0 , pour toute contrainte c0 2 C, alors c ` Sc02C C 0c0 ;On d�e�nit ainsi un syst�eme de contraintes (CONST;`) en un sens analogue �a [?].La relation de couverture sera le plus souvent d�e�nie par :� un domaine D, elle est not�ee `D, dans ce cas c `D C si pour toute valuation dans D qui satisfait c ilexiste une contrainte de C satisfaite par cette valuation ;� une th�eorie T (non n�ecessairement \satisfaction-compl�ete"), elle est not�ee `T , dans ce cas c `T C sipour tout mod�ele D de T c `D C ;� un algorithme de satisfaction de contrainte A, elle est not�ee `A et d�e�nie par la plus petite relationveri�ant les trois propri�et�es et telle que c `A ; si l'algorithme r�epond non pour la satis�abilit�e de c.� un crit�ere de rejet RC [?], elle est not�ee `RC et d�e�nie par la plus petite relation veri�ant les troispropri�et�es et telle que c `RC ; si le crit�ere de rejet RC rejette c.4 Arbres de preuveDans cette section nous supposons qu'un programme P et qu'une relation de couverture ` sont �x�es.Nous nous dotons de deux types de r�egles qui permettent de construire des arbres de preuve [?]. Lespremi�eres sont issues des clauses du programme et les secondes sont d�e�nies par la relation de couverture.D�e�nition 4.1 R�egles de programme et r�egles de couverturePour toute clause renomm�ee a c 2 a1; : : : ; an du programme et toutes contraintes c1; : : : ; cn, nous avonsla r�egle de programme : a1[c1] � � � an[cn]a[9�a c ^ c1 ^ � � � ^ cn]
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(cas particulier si n = 0 on en d�eduit l'axiome a[9�a c] )Pour tout atome a, toute contrainte c et tout ensemble de contraintes C tels que c ` C, nous avons lar�egle de couverture : fa[c0] j c0 2 Cga[c](cas particulier si C = ; on en d�eduit l'axiome a[c] )Ces r�egles fournissent la notion classique d'arbres de preuve. Un arbre de preuve avec hypoth�eses estappel�e arbre de preuve partiel, les autres sont appel�es arbre de preuve complet.Si il existe un arbre de preuve (partiel ou complet) dont la conclusion est l'atome contraint a[c] et leshypoth�eses constituent l'ensemble d'atomes contraints A, alors nous notons en r�esum�e A;` a[c].Si ; ;` a[c] alors a[c] est appel�e une r�eponse �a la question  a selon `. Cette d�e�nition est �equivalente�a celle donn�ee dans [?] si ` est d�e�nie par un domaine D.Remarque : si c ` ; alors ; ;` a[c], pour tout atome a. a[c] est alors appel�e une r�eponse triviale�a la question  a selon `. Le syst�eme cherchera, si possible, �a �eliminer ces r�eponses triviales qui sontind�ependantes du programme et sans int�erêt pour l'utilisateur. Exemple en CLP(R) : soit le programme Pp(x; y) x > y 2q(x; y) v = x� x ^ w = y � y 2 p(v; w)r(x)  x = y 2 p(x; y)r(x)  x = y 2 q(x; y)pour la question  r(x) nous obtenons par exemple les r�eponses r(x)[x > x] et r(x)[x � x > x � x].Relativement au domaine R, les deux contraintes de ces r�eponses sont insatis�ables. Le syst�eme CLP(R)�elimine bien la premi�ere, par contre il n'�elimine pas la seconde mais la quali�e de \maybe" (le solveur estincomplet).Si il existe un arbre de preuve utilisant seulement des r�egles de programme dont la conclusion est a[c] etdont les hypoth�eses sont A, alors nous notons en r�esum�e A; a[c].Si ;; a[c] alors a[c] est appel�e une r�eponse calcul�ee �a la question  a.Lemme 4.1 Correction/compl�etude des r�eponses selon `D et `Ta[c] est une r�eponse �a la question  a selon `D si et seulement si P j=D c ! a (P j=D F signi�e F estvraie dans tout D-mod�ele de P ).a[c] est une r�eponse �a la question  a selon `T si et seulement si P; T j= c! a.Preuve du lemme 4.1 Voir les th�eor�emes 4.2, 4.3, 4.8 et 4.9 de [?].Les arbres de preuve n'utilisant que des r�egles de programme correspondent aux r�eponses calcul�ees (grâce�a la notion de squelette [?]).D�e�nition 4.2 Ensembles succ�esL'ensemble succ�es associ�e au programme P estSS(P ) = fa[c] j ;; a[c]gL'ensemble succ�es associ�e au programme P et �a une relation de couverture ` estSS`(P ) = fa[c] j ;;` a[c]gSS(P ) (resp. SS`(P )) est l'ensemble d�e�ni inductivement par les r�egles de programme (resp. par lesr�egles de programme et les r�egles de couverture).Remarque : si l'on consid�ere le sous-ensemble SS`;(P ) de SS(P ) d�e�ni par SS`;(P ) = fa[c] j a[c] 2SS(P ) et non(c ` ;)g alors SS`RC;(P ) = SSRC(P ) de [?], SS`T ;(P ) = SS(P; T ) de [?], SS`D;(P ) =lfp(SDP ) de [?], SS`D;(P ) = SS3(P;D) de [?] (voir la preuve du th�eor�eme 5.2 de [?] et les d�e�nitions de[?, ?, ?, ?]).
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D�e�nition 4.3 Op�erateurs de cons�equence imm�ediateSoit TP , T` et TP;` les trois op�erateurs de cons�equences imm�ediates (des ensembles d'atomes contraintsdans les ensembles d'atomes contraints), associ�es aux r�egles de programmes et de couvertures, d�e�nis par :� TP (I) = fa[c] j il existe une r�egle de programme a1[c1]; : : : ; an[cn]a[c]telle que ai[ci] 2 I, pour tout i = 1; : : : ; ng� T`(I) = fa[c] j il existe une r�egle de couverture fa[c0] j c0 2 Cga[c]telle que a[c0] 2 I, pour toute contrainte c0 2 Cg� TP;`(I) = TP (I) [ T`(I)Lemme 4.2 Plus petit point �xe1. pppf(TP ) = TP " ! = SS(P ).2. pppf(TP;`) = SS`(P ).Preuve du lemme 4.2 D'apr�es le th�eor�eme de Knaster-Tarski.Lemme 4.3 Correction/compl�etude des r�eponses selon `SS`(P ) = fa[c] j il existe C tel que c ` C; et a[c0] 2 SS(P ); pour toute contrainte c0 2 CgCorollaire 4.11. pppf(TP;`) = T`(pppf(TP )) = T`(SS(P )) = SS`(P ).2. pppf(TP;`) = TP;` " ! + 1.3. Pour tout atome contraint a[c], si ; ;` a[c] alors il existe un ensemble de contraintes C tel que c ` Cet ;; a[c0], pour toute contrainte c0 2 C.C'est-�a-dire, pour tout arbre de preuve complet, il existe un arbre de preuve complet de même conclusionqui utilise exactement une r�egle de couverture, et cette r�egle de couverture est utilis�ee �a la racine del'arbre de preuve.On retrouve ainsi les r�esultats bien connus dans le cas o�u ` est d�eduite d'un domaine D ou d'une th�eorieT .Preuve du lemme 4.3 On prouve le lemme par induction sur les r�egles en distinguant les deux cas associ�esaux deux types de r�egles.1. Soit a1[c1] � � � an[cn]a[9�a c ^ c1 ^ � � � ^ cn] une r�egle de programme.Supposons que, pour tout i = 1; : : : ; n, ai[ci] 2 SS`(P ) et il existe un ensemble de contraintes Ci telque ci ` Ci et ai[c0i] 2 SS(P ), pour toute contrainte c0i 2 Ci.Montrons qu'alors il existe un ensemble de contraintes C tel que 9�a c^c1^� � �^cn ` C et a[c0] 2 SS(P ),pour toute c0 2 C.La r�egle de programme est issue de la clause renomm�ee a c 2 a1; : : : ; an.Donc, pour tout n-uplet de contraintes c01; : : : ; c0n tel que c0i 2 Ci, pour tout i = 1; : : : ; n, on a la r�eglede programme a1[c01] � � � an[c0n]a[9�a c ^ c01 ^ � � � ^ c0n] , par cons�equent a[9�a c ^ c01 ^ � � � ^ c0n] 2 SS(P ).La propri�et�e 1 de la relation de couverture assure quec ^ c1 ^ � � � ^ cn ` fc ^ c01 ^ � � � ^ c0n j c0i 2 Ci; pour tout i = 1; : : : ; ngLa propri�et�e 2 de la relation de couverture assure que9�a c ^ c1 ^ � � � ^ cn ` f9�a c ^ c01 ^ � � � ^ c0n j c0i 2 Ci; pour tout i = 1; : : : ; ngDonc, il su�t de prendre C = f9�a c ^ c01 ^ � � � ^ c0n j c0i 2 Ci; pour tout i = 1; : : : ; ng.
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2. Soit fa[c0] j c0 2 C 0ga[c] une r�egle de couverture.Supposons que, pour toute c0 2 C 0, a[c0] 2 SS`(P ) et il existe un ensemble de contraintes C 0c0 tel quec0 ` C 0c0 et a[c00] 2 SS(P ), pour toute contrainte c00 2 C 0c0 .Montrons qu'alors il existe un ensemble de contraintes C tel que c ` C et a[c00] 2 SS(P ), pour toutec00 2 C.La r�egle de couverture est issue de c ` C 0.La propri�et�e 3 de la r�egle de couverture assure quec ` [c02C0 C 0c0Donc, il su�t de prendre C = Sc02C0 C 0c0 .Preuve du corollaire 4.1 Il su�t d'appliquer les d�e�nitions.5 ConclusionNous avons ainsi un cadre formel uniforme dans lequel sont reli�ees les notions de r�eponse calcul�ee et der�eponse au sens d�eclaratif, par l'interm�ediaire d'une relation abstraite de couverture.Ce cadre peut s'appliquer aussi bien au cas o�u la s�emantique des programmes est d�e�nie en r�ef�erence �a undomaine D, une th�eorie T , et peut même rendre compte d'un algorithme incomplet de test de satisfactionde contraintes.Ce cadre permet d'�etudier (travail en cours) les probl�emes de diagnostic d�eclaratif d'erreurs, en particulier,dans le cas de r�eponses manquantes (insu�sance).
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