
Une caract�erisation des arbres SLD enprogrammation logique avec contraintesAlexandre TessierLIFO, Universit�e d'Orl�eans, BP 6759, 45067 Orl�eans Cedex 2Alexandre.Tessier@lifo.univ-orleans.frhttp://www.univ-orleans.fr/~tessier1 IntroductionL'objectif de ce papier n'est pas de d�e�nir une nouvelle s�emantique op�erationnelle pour les programmeslogiques avec contraintes mais seulement de reformuler les s�emantiques classiques dans un cadre homog�eneet clair. Cette reformulation �etend la vision grammaticale [5] aux programmes logiques avec contraintes.Elle permet de rendre compte des s�emantiques classiques bas�ees sur une interpr�etation ou une th�eorie descontraintes [9, 13, 10, 15, 7, 6, 3] ou bas�ees sur des relations abstraites d�ecrivant les solveurs de contraintes[10, 8, 14, 2, 3]. Mais cette comparaison d�epasse la cadre de cet article.Nous mettons en avant les squelettes qui sont intrins�eques au programme. C'est la structure id�eale quirassemblent toute l'information d�eclarative sur un calcul.L'e�ort fourni dans cet reformulation, s'av�ere rapidement payant pour� avoir des d�e�nitions simples, par exemple, les r�eponses �a un but ou l'arbre SLD selon une r�egle de calcul ;� avoir des preuves simples, par exemple, la correction/compl�etude de la SLD-r�esolution ou l'ind�ependancede la r�egle de calcul ;� faire le lien avec les s�emantiques d�eclaratives point �xes ou logiques ;� apporter de nouveaux r�esultats, comme une caract�erisation des branches non �echecs des arbres SLD�equitables.2 ArbresSi R est une relation binaire sur E (un sous-ensemble de E2), on note R+ sa clôture transitive, R� sa clôturer�e
exive transitive et R�1 sa relation r�eciproque.D�e�nition 2.1 Un arbre est un ensemble E muni d'une relation binaire R sur E telle qu'il existe un unique�el�ement r 2 E, appel�e la racine de l'arbre, v�eri�ant : pour tout e 2 E : (e; r) 2 R� ; (r; r) 62 R ; pour toute 2 E n frg, il existe un unique e0 2 E, appel�e le p�ere de e, tel que (e; e0) 2 R.E est appel�e le domaine de l'arbre. Les �el�ements de E sont appel�es les n�uds de l'arbre. La relation Rest appel�ee relation de parent�e. Si (e0; e) 2 R alors e0 est un �ls de e. Un n�ud e est une feuille si pour toute0 2 E : (e0; e) 62 R. Une branche de l'arbre est une suite de n�uds tel que : le premier n�ud est la racine ;tout n�ud, except�e le premier, est un �ls du n�ud qui le pr�ec�ede ; la suite est in�nie ou le dernier n�udest une feuille. Si R est bien-fond�ee ((E;R) ne contient pas de branches in�nies), on appelle profondeur de(E;R) la longueur de sa plus longue branche.Un arbre orient�e est un arbre (E;R) muni d'un ensemble d'ordre (strict) f<ege2E tel que, pour tout n�ude : <e est un ordre total (strict) sur l'ensemble des �ls de e.Journ�ees du GDR Programmation.20, 21 et 22 novembre 1996.Orl�eans.
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D�e�nition 2.2 Soit E un ensemble de suites �nies d'entiers (i.e. un ensemble de mots sur IN). E est undomaine d'arbre standard si pour toute suite �nie d'entier N , pour tout entier m et n : " 2 E ; si N � n 2 Ealors N 2 E ; si N � n 2 E et m < n alors N �m 2 E.Exemple 1 Soit E un domaine d'arbre standard. Soit R la relation binaire sur E d�e�nie par : (N 0; N) 2 Rsi et seulement si il existe n 2 IN, N 0 = N � n ; on montre facilement que (E;R) est un arbre. Il est appel�el'arbre sur le domaine d'arbre standard E. Sa racine est ".Soit f<NgN2E l'ensemble d'ordres d�e�ni par : pour tout N 2 E, N �m <N N �n si m < n. On constate que(E;R; f<NgN2E) est un arbre orient�e. C'est l'arbre orient�e sur le domaine d'arbre standard E. 3Un arbre �etiquet�e est un arbre orient�e sur un domaine d'arbre standard E muni d'une fonction d'�etiquetagede E vers un ensemble F dont les �el�ements sont appel�es �etiquettes. On dit que l'arbre est �etiquet�e par F etqu'il est enracin�e par f si f est l'�etiquette de sa racine.3 Programmes logiques avec contraintesConsid�erons une fois pour toute quatre ensembles d�enombrables qui d�eterminent le langage des programmes :un ensemble in�ni de variables V ; un ensemble de symbole de fonction � ; un ensemble de symbole de pr�edicatde contrainte �c ; un ensemble de symbole de pr�edicat de programme �p. On suppose que �p \ �c = ;.On note var(F ) l'ensemble des variables ayant une occurrence libre dans l'expression F construite sur(V;�;�c [�p).Un atome est une formule atomique p(x1; : : : ; xn) construite sur (V;�p), o�u x1; : : : ; xn sont n variablesdistinctes. Pour ne pas alourdir, il est not�e p(~x).L'ensemble des contraintes CONST est un sous-ensemble du langage du premier ordre construit sur(V;�;�c). On suppose qu'il contient la constante logique vrai, les formules atomiques du langage et qu'ilest clos par renommage des variables, conjonction et quanti�cation existentielle. Pour simpli�er les notations,on confond un ensemble �ni de contraintes avec la conjonction de ses �el�ements. Si c est une contrainte etp(~x) un atome, on note 9�p(~x)c la clôture existentielle de c sauf sur les variables de ~x.Une clause est un triplet, not�e a  c2A, o�u a est un atome, c est une contrainte et A est une suite�nie d'atomes. head(a  c2A) = a est appel�e la tête de la clause et store(a  c2A) = c est appel�e lacontrainte de la clause.Un programme P est une famille de clauses. L'ensemble d'index pour P est not�e index(P ). Un nom declause est un �el�ement de index(P ). La notion de nom de clause permet de di��erencier deux occurrences d'unemême clause dans un programme. Nous verrons la simplicit�e apport�ee par cette notion indispensable pourla s�emantique op�erationnelle. La d�e�nition du pr�edicat de programme p dans le programme P est la familledes clauses de P dont la tête a p pour symbole de pr�edicat ; cette famille est index�ee par un sous-ensembleindex(P; p) de index(P ).Un but est un atome a, qui est not�e en pratique a (pour des raisons (pr�e)historiques). Nous consid�eronsdes buts atomiques plutôt que des buts g�en�eraux parce qu'un but g�en�eral  c2A d�e�nit une nouvellerelation p sur ses variables libres et il est toujours possible de consid�erer un but atomique  p(~x), o�u~x = var(c2A), en ajoutant un nouveau pr�edicat p �a �p dont la d�e�nition dans le programme contientl'unique clause p(~x) c2A. De plus, les r�eponses �a un but g�en�eral ne sont construites qu'en regroupant lesr�eponses �a des buts atomiques. En proc�edant ainsi nous simpli�ons avantageusement les diverses d�e�nitions.4 S�emantique op�erationnelleNous supposons, pour l'ensemble de cette section, qu'un programme logique avec contraintes P est �x�e.4.1 SquelettesD�e�nition 4.1 Un squelette S est un arbre orient�e sur un domaine d'arbre standard ES, �etiquet�e parindex(P ) [�p, muni d'une fonction d'�etiquetage labelS, tel que pour tout n�ud N 2 ES :� si labelS(N) 2 �p alors N est une feuille ;
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Figure 2: greffe(S;N; S00)� si labelS(N) 2 index(P ) est le nom de la clause a  c2 p1(~x1) � � � pn(~xn) alors N a n �ls N1; : : : ; Nn(Ni = N � (i� 1)), et chaque �ls Ni est �etiquet�e par : pi ou un �el�ement de index(P; pi).Soit S un squelette. On note ES son domaine d'arbre standard ; labelS sa fonction d'�etiquetage ; undef(S)l'ensemble des n�uds de ES �etiquet�es par des �el�ements de �p, c'est l'ensemble des n�uds ind�e�nis de S ;def(S) l'ensemble des autres n�uds (ils sont �etiquet�es par des noms de clause de index(P )), c'est l'ensembledes n�uds d�e�nis de S ; root(S) sa racine. Soit N un n�ud de ES , le symbole de pr�edicat associ�e au n�udN est labelS(N) si labelS(N) 2 �p ou p si labelS(N) 2 index(P; p). S est un squelette pour p si le symbolede pr�edicat associ�e �a sa racine est p. S est un squelette complet si undef(S) = ;.Pour tout nom de clause u 2 index(P ), on note sq(u) le squelette dont la racine est �etiquet�e par u et ases �ls �etiquet�e par des �el�ements de �p (voir Fig. 1). Pour tout symbole de pr�edicat p 2 �p, on note sq(p)le squelette enracin�e par p (son domaine est Esq(p) = f"g).La gre�e du squelette S00 sur le n�ud N de S est le squelette S0 = greffe(S;N; S00), d�e�ni seulement sile symbole de pr�edicat associ�e �a N dans S est le symbole de pr�edicat associ�e �a la racine de S00 : (voir Fig. 2)� ES0 = fN 0 j N 0 2 ES ; N n'est pas un pr�e�xe de N 0g [ fN �N 00 j N 00 2 ES00g ;� pour tout N 0 2 ES0 , si N 0 = N �N 00 alors labelS0(N 0) = labelS00(N 00) sinon labelS0(N 0) = labelS(N 0) (enparticulier, l'�etiquette de N est celle de la racine de S00).On dit que S00 est le squelette enracin�e en N dans greffe(S;N; S00).Nous d�e�nissons maintenant une fonction de renommage pour un squelette qui permet de choisir pourchacun de ses n�uds une variante de clause. Cela permet d'associer �a un squelette un syst�eme de contraintes,pour d�e�nir une notion de \squelette satis�able".D�e�nition 4.2 Soit S un squelette. Une fonction de renommage pour le squelette S est une fonction choiceS(de def(S) vers l'ensemble des clauses renomm�ees de P ) telle que :1. pour tout n�ud N 2 def(S), il existe un renommage �, tel que choiceS(N) = (a c2A)�, o�u a c2Aest la clause de nom labelS(N) ;
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2. pour tout n�ud N 2 def(S), soit choiceS(N) = a  c2 a0 � � �an, pour tout i = 0; : : : ; n : si N � i 2def(S) alors head(choiceS(N � i)) = ai ;3. pour toute paire (N1; N2) de n�uds distincts de def(S), si choiceS(N1) = a1  c12A1 et choiceS(N2) =a2  c22A2 alors (var(c1 2A1) n var(a1)) \ (var(c2 2A2) n var(a2)) = ;.�Etant donn�e un squelette S de profondeur strictement positive, et une fonction de renommage choiceSpour S, pour tout n�ud N de ES , on appelle l'atome associ�e �a N : head(choiceS(N)) si N 2 def(S) ; ai siN 2 undef(S), N = N 0 � i et choiceS(N 0) = a C 2 a0 � � � ai � � � an.On associe �a tout squelette S et toute fonction de renommage choiceS pour S le syst�eme de contraintes :const(S; choiceS) = fstore(choiceS(N)) j N 2 def(S)g. Notons que si S est �ni alors const(S; choiceS) estune contrainte et si la racine de S est ind�e�nie alors const(S; choiceS) = ; = vrai.Soit S un squelette. choiceS est une fonction de renommage pour S et  p(~x) si S est sq(p) ou sihead(choiceS(root(S))) = p(~x). Notons que choiceS est une fonction de renommage pour S.Si S est un squelette �ni et choiceS une fonction de renommage pour S et  a, on note AC(S; a) lacontrainte AC(S; a) = 9�aconst(S; choiceS).4.2 Crit�ere de rejetLe crit�ere de rejet est une relation sur CONST . Il exprime le fait que certaines contraintes sont jug�ees sansint�erêt pour l'utilisateur (parce qu'elles sont, par exemple, toujours fausses).Les propri�et�es naturelles suppos�ees pour un crit�ere de rejet RC sont, pour toute contrainte c 2 RC :c� 2 RC, pour tout renommage � ; c ^ c0 2 RC, pour toute contrainte c0 ; et ; 62 RC.Le crit�ere de rejet n'est, en g�en�eral, pas quelconque ; il est le plus souvent d�e�ni �a partir d'une relationd�ej�a existante (qui doit satisfaire les propri�et�es), par exemple, l'interpr�etation ou la th�eorie sous-jacente descontraintes, ou encore le solveur de contraintes (incomplet) du syst�eme.Du crit�ere de rejet RC on d�eduit une relation RC 0 sur l'ensemble des squelettes de la mani�ere suivante :S 2 RC 0 si il existe un sous-ensemble �ni c de const(S; choiceS), o�u choiceS est une fonction de renommagepour S, tel que c 2 RC. Cette propri�et�e ne d�epend pas de choiceS : RC est ferm�e par renommage etsi choiceS et choice0S sont deux fonctions de renommage pour S alors il existe un renommage � tel queconst(S; choiceS)� = const(S; choice0S). Notons que tout sq(p), p 2 �p, n'est pas rejet�e.On suppose �x�e, jusqu'�a la �n de cet article, un crit�ere de rejet RC. La s�emantique op�erationnelle estparam�etr�ee par ce crit�ere de rejet.On appelle �etat de calcul (selon RC), ou plus simplement �etat, un squelette qui n'appartient pas �a RC 0.En fait, les d�e�nitions de fonction de renommage pour un squelette et crit�ere de rejet pour un syst�eme decontraintes ne sont qu'une �etape technique interm�ediaire pour d�e�nir les �etats de calcul. Dans la suite, seulela notion d'�etat compte pour d�e�nir la SLD-r�esolution et les r�eponses �a un but.Lemme 4.3 Si greffe(S;N; S0), o�u N 2 undef(S), est un �etat alors S est un �etat.Preuve. Soit choiceS00 une fonction de renommage pour S00 = greffe(S;N; S0). La restriction dechoiceS00 �a def(S), not�ee choiceS est une fonction de renommage pour S : tout n�ud N de def(S)est �etiquet�e par le même non de clause dans S et dans greffe(S;N; S0). Donc const(S; choiceS) �const(S00; choiceS00) et Pf (const(S; choiceS)) � Pf (const(S00; choiceS00)), o�u Pf (E) est l'ensembledes parties �nies de E. S'il n'existe aucune partie �nie de const(S00; choiceS00) rejet�ee alors iln'existe aucune partie �nie de const(S; choiceS) rejet�ee. D'o�u, si greffe(S;N; S0) est un �etat,N 2 undef(S), alors S est un �etat.4.3 R�eponsesD�e�nition 4.4 Une r�eponse au but  a est un �etat �ni complet S pour  a. AC(S; a) est alors unecontrainte r�eponse pour le but  a.Lemme 4.5 Soit S est une r�eponse. Pour tout n�ud N de ES , le squelette enracin�e en N dans S est uner�eponse.
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Preuve. Soit S une r�eponse. Soit S0 un squelette enracin�e en un n�ud N de ES . Il est �evident queS0 est �ni et complet. Si choiceS est une fonction de renommage pour S alors choiceS0 , d�e�nie par :pour tout n�ud N 0 de S0, choiceS0(N 0) = choiceS(N � N 0), est une fonction de renommage pourS0. Comme const(S0; choiceS0) � const(S; choiceS), S0 n'est pas rejet�e. C'est donc une r�eponse.On comprend mieux maintenant le rôle primordial jou�e par les r�eponses au buts \atomiques". Une r�eponse�a un but g�en�eral peut se d�e�nir comme une paire compos�ee de la contrainte du but g�en�eral et d'une forêtde r�eponses aux atomes pr�esents dans le but g�en�eral. La notion de paire (contrainte, forêt de squelettes)rejet�ee se d�e�nit facilement en d�e�nissant la notion de fonction de renommage pour une telle paire, puis lanotion de syst�eme de contraintes associ�e �a cette paire.Les r�eponses aux buts atomiques caract�erisent compl�etement la s�emantique op�erationnelle du programme.4.4 R�esolutionLa construction descendante des r�eponses �a un but  p(~x) consiste �a construire des �etats obtenus progres-sivement en gre�ant des squelettes aux feuilles ind�e�nies, jusqu'�a obtenir des �etats complets. On se limiterabien entendu �a la construction d'�etats pour p. Supposons que nous ayons d�ej�a construit un �etat S pour p,deux cas se pr�esentent : S est complet, alors S est une r�eponse ; S est incomplet, alors S a au moins unefeuille ind�e�nie. On progresse vers une r�eponse en gre�ant sur cette feuille ind�e�nie un autre squelette pourobtenir un nouvel �etat. Le plus petit squelette que l'on peut gre�er �a une feuille ind�e�ni N d'un �etat Spour progresser vers une r�eponse est un sq(u), o�u u 2 index(P; labelS(N)), tel que greffe(S;N; sq(u)) estun �etat. Et le plus petit squelette qui permet de d�emarrer cette construction est sq(p).D�e�nition 4.6 Soit ,! la relation binaire sur l'ensemble des �etats, appel�ee relation de transition entre �etatsde calcul, d�e�nie par : (S; S0) 2 ,! (dans la suite nous notons S ,! S0) si il existe une feuille N 2 undef(S)et un nom de clause u 2 index(P; label(N)) tel que S0 = greffe(S;N; sq(u)). On dit que greffe(S;N; sq(u))d�erive de S (par la feuille N).,! d�e�nit un syst�eme de transition entre deux �etats de calcul.D�e�nition 4.7 La SLD-r�esolution [11, 1] est une r�esolution descendante qui, �etant donn�e un symbole depr�edicat p, construit une suite d'�etats de la mani�ere suivante :1. le premier �etat est sq(p) ;2. �a partir d'un �etat S : si S est complet alors S est une r�eponse calcul�ee ; sinon, l'�etat suivant est un �etatS0 qui d�erive de S.S est un �etat �nal s'il n'existe aucun �etat qui en d�erive, i.e. pour tout �etat S0 : (S; S0) 62 ,!. Alors S estun �etat succ�es si S est complet, sinon c'est un �etat �echec.On appelle SLD-d�erivation pour p 2 �p (ou pour le but  p(~x)) toute suite (�nie ou in�nie) d'�etatsS0 � � �Si � � � telle que S0 = sq(p), chaque �etat Si, i > 0 d�erive du pr�ec�edent (i.e. Si�1 ,! Si) et la suiteest in�nie ou le dernier �etat est un �etat �nal. Une SLD-d�erivation succ�es (respectivement �echec) est uneSLD-d�erivation �nie dont l'�etat �nal est un �etat succ�es (respectivement �echec).Lemme 4.8 La SLD-r�esolution a les deux propri�et�es suivantes :1. toute r�eponse calcul�ee est une r�eponse ;2. elle calcule toutes les r�eponses.Preuve.1. La SLD-r�esolution ne construit que des �etats �nis, donc s'ils sont complets, ils sont desr�eponses.2. Consid�erons une r�eponse S pour p. Le parcours en largeur de S fournit une suite de n�udN1; : : : ; Nn. On d�e�nit la suite d'�etats S0; S1; : : : ; Sn, telle que :
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� S0 = sq(p), o�u p est le symbole de pr�edicat associ�e �a la racine de S ;� pour tout i = 1; : : : ; n, def(Si) = fN1; : : : ; Nig, et, pour tout N 2 def(Si), labelSi(N) =labelS(N).Il est facile de v�eri�er que S0; S1; : : : ; Sn est une SLD-d�erivation et Sn = S. Par cons�equent,S est une r�eponse calcul�ee.On peut distinguer deux niveaux d'ind�eterminisme dans la SLD-r�esolution :1. le choix de la feuille ind�e�nie sur laquelle est gre��e le squelette ;2. le choix du squelette qui sera gre��e (le choix du nom de clause qui �etiquette la racine du squelette).Le premier correspond �a la mani�ere de construire une r�eponse alors que le second correspond �a la r�eponse quiest construite. Pour se rapprocher d'une r�esolution e�ective, nous allons r�eduire l'ind�eterminisme. Pour celaon �xe le choix de la feuille ind�e�nie ; il ne restera plus qu'�a explorer toutes les solutions possibles engendr�eespar les noms de clauses possibles enracinant le squelette gre��e sur la feuille choisie.D�e�nition 4.9 On appelle r�egle de calcul une fonction r qui, pour tout �etat incomplet S, fournit une feuillede undef(S).Remarque. Une r�egle de calcul est parfois d�e�nie comme une fonction qui a tout but (g�en�eral)associe un atome du but. Cette d�e�nition est nettement moins g�en�erale que la notre, puisquele contexte ayant conduit au but courant n'est pas pris en compte. Pour deux �etats di��erentsrepr�esentant un même but (voir Fig. 4), la r�egle de calcul peut choisir deux feuilles di��erentes. 3D�e�nition 4.10 �Etant donn�e une r�egle de calcul r, on d�e�nit la relation ,!r incluse dans ,! comme suit :S ,!r S0 si il existe un nom de clause u 2 index(P; labelS(r(S))) (labelS(r(s)) 2 �p puisque r(S) 2undef(S)) tel que S0 = greffe(S;N; sq(u)). Une SLD-d�erivation selon la r�egle de calcul r se d�e�ni commeune SLD-d�erivation en rempla�cant partout ,! par ,!r.Lemme 4.11 Les r�eponses calcul�ees sont ind�ependantes de la r�egle de calcul.Preuve. Soit r une r�egle de calcul. On montre que S est une r�eponse calcul�ee selon r si et seulementsi S est une r�eponse. ( Soit S une r�eponse. Consid�erons la SLD-d�erivations selon r d�e�nie par :le premier �etat est S0 = sq(p), o�u p est le symbole de pr�edicat associ�e �a la racine de S ; si Si est un�etat de la SLD-d�erivation alors l'�etat suivant est Si+1 = greffe(Si; r(Si); sq(labelS(r(Si)))). CetteSLD-d�erivation selon r est �nie et son �etat �nale est S. ) Le Lemme 4.8 montre que toute r�eponsecalcul�ee est une r�eponse.Une SLD-d�erivation U = S1S2 � � �Si � � � est� �equitable si elle est �nie ou si pour tout �etat Si de U , pour toute feuille N 2 undef(Si), il existe un �etatSj de U (i � j) o�u N = r(Sj) ;� sans co-routinage si pour tout �etat incomplet Si de U , r(Si) est une feuille ind�e�nie de l'ensemble desfeuilles ind�e�nies les plus profondes.Une r�egle de calcul r est �equitable (resp. sans co-routinage) si toute SLD-d�erivation selon r est �equitable(resp. sans co-routinage). La r�egle de calcul standard est la r�egle r qui pour tout �etat S choisie la feuilleind�e�nie \la plus �a gauche" de S : r(S) = N si pour tout N 0 2 undef(S), N 0 6= N , il existe un pr�e�xe M deN et un pr�e�xe M 0 de N 0 tel que M 0 �M . La r�egle de calcul standard est sans co-routinage (Voir Fig. 3).
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...

r(S)
Complet Complet ...

r(S)La feuille ind�e�nie la plus �a gauche est aussi la plus profonde.Figure 3: R�egle de calcul standard4.5 Arbre de recherche SLDD�e�nition 4.12 Soit r une r�egle de calcul et p un symbole de pr�edicat de programme.Soit  -pr la relation incluse dans (,!r)�1 d�e�nie par S0  -pr S si et seulement si S ,!r S0, o�u S et S0 sontdes �etats pour p. C'est la restriction de (,!r)�1 aux �etats pour p. Elle est aussi not�ee  -ar si a est un atomedont le symbole de pr�edicat est p.Lemme 4.13 Soit r une r�egle de calcul. Soit Epr l'ensemble d'�etats Epr = fS j S( -pr)�sq(p)g.(Epr ; -pr) est un arbre. Il est appel�e l'arbre SLD pour p (ou pour le but  p(~x)) selon la r�egle de calcul r.Preuve. Montrons que la relation  -pr a les propri�et�es d'un arbre sur le domaine Epr :� sq(p) est la racine de l'arbre, d'apr�es la d�e�nition de Epr ;� (sq(p); sq(p)) 62 -pr , d'apr�es la d�e�nition de ,!r ;� pour tout S 2 Epr , di��erent de sq(p), il existe exactement un S0 2 Epr , tel que S  -pr S0 :{ S0 existe, d'apr�es la d�e�nition de Epr ;{ il est unique : consid�erons deux SLD-d�erivation selon r ayant un �etat S en commun,di��erent de sq(p) ; elle ont au moins un autre �etat en commun S00 (par exemple sq(p)),la feuille choisie en S00 est r(S00) dans les deux SLD-d�erivations. Dans les deux SLD-d�erivations les squelettes gre��es en r(S00) sont identiques, sinon le n�ud r(S00) auraitdes �etiquettes di��erentes dans les �etats qui d�erivent de S00 dans chacune des deux SLD-d�erivations et il n'y aurait aucune chance pour aboutir plus loin au même �etat S ; enit�erant le processus, on constate que les �etats qui pr�ec�edent S dans chacune des deuxSLD-d�erivations sont identiques.Remarque. Une branche de l'arbre SLD (Epr ; -pr) est exactement une SLD-d�erivation selon r pourp (voir les d�e�nitions de SLD-d�erivation et de branche d'un arbre).Notre d�e�nition des arbres SLD r�ev�ele la nature même de ces arbres. Elle montre qu'ils ne peuventse d�e�nir qu'�etant donn�e une r�egle de calcul.Les d�e�nitions classiques n'ont jamais mis en avant la structure de ces arbres, elles ne pr�ecisent quela nature de leurs �etiquettes.Notons que les arbres SLD ne sont pas des arbres �etiquet�es.Pour retrouver les arbres SLD classiques �etiquet�es par des buts g�en�eraux, on peut d�e�nir unefonction d'�etiquetage qui associe �a tout �etat un but construit �a partir du syst�eme de contrainteassoci�e �a l'�etat et des atomes associ�es au feuilles ind�e�nis de l'�etat. Pour cela il faut d�e�nir unefonction de renommage qui s'�etend d'un �etat �a un �etat qui en d�erive.Un but peut �etiqueter plusieurs n�uds d'un arbre SLD alors que les �etats, qui sont les n�uds, n'ontqu'une seule occurrence (grâce aux noms de clause). 3Une branche succ�es (respectivement �echec) est une branche �nie qui termine par une feuille succ�es (re-spectivement �echec). L'arbre SLD ne contient que trois types de branches : les branches succ�es qui sont les
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 �� LLLL .................. ..................TTTXXXXz66666const(S; choice)
undef(S)On associe au squelette S, ci-dessus, et �a la fonction de renommage choiceS pour S, le but g�en�eral : const(S; choiceS)2 a1 � � � ano�u chaque ai est l'atome associ�e �a un n�ud ind�e�ni de S par choiceS.Figure 4: But g�en�eral associ�e �a un squelette incompletSLD-d�erivation succ�es selon r ; les branches �echecs qui sont les SLD-d�erivation �echecs selon r ; les branchesin�nies qui sont les SLD-d�erivation in�nies selon r.Un arbre SLD est �equitable (respectivement sans co-routinage, standard) si ces branches sont �equitables(respectivement sans co-routinage, standard), i.e. la restriction de r �a l'ensemble des n�uds de l'arbre est�equitable (respectivement sans co-routinage, standard). En particulier, tout arbre SLD �ni est �equitable.Lemme 4.14 L'ensemble des feuilles succ�es d'un arbre SLD pour p est l'ensemble des r�eponses pour p.Preuve. D'apr�es les d�e�nitions.Lemme 4.15 Soit S un squelette et r une r�egle de calcul. Les propositions suivantes sont �equivalentes :1. S est une r�eponse pour le but  a.2. S est une r�eponse calcul�ee pour le but  a.3. S est une r�eponse calcul�ee pour le but  a selon la r�egle de calcul r.4. S est une feuille succ�es de l'arbre SLD pour  a selon la r�egle de calcul r.Preuve. L'�equivalence entre 1, 2 et 3 a d�ej�a �et�e montr�ee.4 est �equivalent �a 3 car il existe une bijection entre les branches de l'arbre SLD selon r pour le but a et les SLD-d�erivations selon r pour le but  a (voir la preuve du Lemme 4.13).Corollaire 4.16 Les succ�es d'un arbre SLD sont ind�ependants de la r�egle de calcul.Remarque. Il est possible d'orienter un arbre SLD en �xant un ordre sur les nom de clauses, i.e. unordre total sur les index(P; p). Les �ls d'un n�ud S sont alors naturellement ordonn�es par l'ordresur les noms des clauses qui enracinent les squelettes gre��es en r(S). 3Nous avons vu qu'�etant donn�e un but  a, il existe une bijection entre les branches succ�es de deuxarbres SLD pour  a. Il existe un autre type de branches qui sont en bijection et cette bijection s'exprimefacilement quand les arbres SLD sont �equitables.Lemme 4.17 Soit r une r�egle de calcul �equitable. Les branches in�nies de  -pr sont en bijection avec les�etats complets in�nis pour p.Preuve. Soit (Epr ; -pr) un arbre SLD �equitable.
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� Consid�erons une branche in�nie de  -pr , c'est-�a-dire une SLD-d�erivation in�nie �equitable U =S1S2 � � �Si � � � pour p.Remarquons, d'une part, que si N 2 def(Si) \ def(Sj) alors labelSi(N) = labelSj (N) et,d'autre part, que la d�erivation �etant �equitable, toute feuille ind�e�nie d'un de ses �etats devientd�e�nie dans un autre.Soit S l'arbre sur le domaine d'arbre standardES = SSi2U def(Si) dont la fonction d'�etiquetagelabelS est, pour tout N 2 ES , labelS(N) = labelSi(N), o�u N 2 def(Si).Pour tout n�ud N de S, soit a  c2 a1 � � �an la clause de nom labelS(N), N a bien n�ls et le symbole de pr�edicat associ�e �a chacun est bien le symbole de pr�edicat de l'atome aicorrespondant. S est donc un squelette pour p et de plus il est complet (labelS fait correspondre�a tout n�ud de ES un nom de clause). Il est aussi in�ni car U est in�nie et chaque �etape ded�erivation d�e�ni un n�ud qui �etait ind�e�ni.Soit choiceS une fonction de renommage pour S, comme nous l'avons vu dans la preuve duLemme 4.3, choiceS est une fonction de renommage pour chacun des Si 2 U . Pour toute partie�nie C de const(S; choiceS), il existe un Si 2 U tel que C � const(Si; choiceS), donc S est un�etat. C'est un �etat complet in�ni pour p.� Consid�erons un �etat S in�ni et complet pour p, et montrons qu'il est possible de construire unSLD-d�erivation U , selon r, pour p, in�nie et qui \calcule" S, i.e. une branche in�nie de  -pr :{ le premier �etat est S1 = sq(p) ;{ supposons qu'on ait d�ej�a construit la suite d'�etat S1 � � �Si, pr�e�xe de la branche U de -pr ,Si+1 = greffe(Si; r(Si); labelS(r(Si))) est un �etat incomplet �ls de Si dans  -pr .On d�e�nit ainsi une branche in�nie U de  -pr qui, comme elle est �equitable, calcule l'�etat S.Corollaire 4.18 Soit r1 et r2 deux r�egles de calcul �equitables. Les branches non �echecs de  -pr1 et  -pr2 sonten bijection.Preuve. Elles sont en bijection avec les �etats (�nis ou in�nis) complets pour p.Corollaire 4.19 S'il existe un arbre SLD �ni pour le but  a alors tout arbre SLD �equitable pour le but a est �ni.D�e�nition 4.20 Un arbre SLD est d'�echec �ni s'il est �ni et s'il n'a aucune feuille succ�es.Remarque. La vraie notion int�eressante est celle d'arbre SLD �ni. Il n'y a gu�ere plus �a dire si lenombre de feuilles succ�es est 0 que s'il est 1 ou 7 (même dans le cadre d'une s�emantique d�eclarativelogique). 3Corollaire 4.21 S'il existe un arbre SLD d'�echec �ni pour le but  a alors tout arbre SLD �equitable pourle but  a est d'�echec �ni.Preuve. Soit  a un but ayant un arbre SLD d'�echec �ni. Le corollaire pr�ec�edent assure que toutarbre SLD �equitable pour  a est �ni : le cas o�u l'arbre SLD est d'�echec �ni est un cas particulier.Le Lemme 4.14 assure que tout arbre SLD pour  a n'a pas de feuille succ�es.4.6 _-r�eponsesOn note success(a) l'ensemble des r�eponses pour le but  a. Notons que success(a) rend compte de lamultiplicit�e d'une contrainte r�eponse pour  a.D�e�nition 4.22 La _-r�eponse pour le but  a est success(a) s'il existe une r�egle de calcul r telle quel'arbre SLD  -ar est �ni.La _-contrainte r�eponse pour le but  a est alors le multi-ensemble fAC(S; a) j S 2 success(a)g.
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D'un point de vue op�erationnel, seuls les calculs �nis pr�esentent un int�erêt. C'est la raison pour laquellenous avons d�e�ni les _-contraintes r�eponses sous la condition d'existence d'un arbre SLD �ni. Dans lad�e�nition de contrainte r�eponse nous n'avions aucune hypoth�ese sur l'existence d'un arbre SLD �ni. Malgr�etout nous consid�erions tout de même des calculs �nis, mais il s'agit d'un autre niveau de calcul : les SLD-d�erivations.Nous avons donc d�e�ni deux niveaux de r�eponses :� les �etats �nis complets ;� l'ensemble des feuilles succ�es des arbre SLD �nis ;qui correspondent �a deux notions de calcul bien distincts.La d�e�nition de _-contrainte r�eponse correspond exactement aux d�e�nitions de r�eponses donn�ees, parexemple, dans [4, 12].5 ConclusionNous avons reformul�e simplement la s�emantique op�erationnelle des programmes logiques avec contraintes.Nous avons d�ecrit un ensemble dont les �el�ements sont appel�es �etats. Sur cette ensemble nous avons d�e�nitr�es facilement une relation appel�ee relation de transition entre �etat. En�n, nous avons montr�e que cetterelation a une structure d'arbre : c'est l'arbre SLD.Notons que nous utilisons les deux notions d'arbres : les arbres SLD sont des arbres au sens g�en�eral et les�etats sont des arbres au sens arbres �etiquet�es.Nous pouvons trouver de nombreuses applications �a ce cadre, comme par exemple, le diagnostic d�eclaratifd'erreur, la n�egation constructive ou tout travail concernant la s�emantique op�erationnelle manipulant desarbres SLD.References[1] K. R. Apt and M. H. Van Emden. Contributions to the Theory of Logic Programming. Journal of theACM, 29(3):841{862, 1982.[2] Roberto Bagnara, Marco Comini, Francesca Scozzari, and Enea Za�anella. The AND-compositionalityof CLP computed answer constraints. In Paqui Lucio, Maurizio Martelli, and Marisa Navarro, editors,Joint Conference on Declarative Programming, pages 355{366, 1996.[3] Philippe Codognet. Programmation logique avec contraintes : une introduction. In Journ�ees Franco-phones de Programmation en Logique, volume 14 of Technique et Science Informatique, pages 665{692.Hermes, 1995.[4] Alain Colmerauer. Speci�cations of prolog iv. Draft, 1996.[5] Pierre Deransart and Jan Ma luszy�nski. A Grammatical View of Logic Programming. MIT Press, 1993.[6] Fran�cois Fages. Programmation Logique avec Contraintes. �Ecole jeunes chercheurs, GDR programma-tion du CNRS, 1995.[7] Maurizio Gabbrielli and Giorgio Levi. Modeling answer constraints in Constraint Logic Programs.In Vijay A. Saraswat and K. Ueda, editors, International Conference on Logic Programming, pages238{252. MIT Press, 1991.[8] Roberto Giacobazzi, Saumya K. Debray, and Giorgio Levi. Generalized Semantics and Abstract Inter-pretation for Constraint Logic Programs. Journal of Logic Programming, 25(3):191{248, 1995. (Shortversion available in International Conference on Fifth Generation Computer, pp 581-591, 1992).[9] Joxan Ja�ar and Jean-Louis Lassez. Constraint Logic Programming. In 14th ACM Symposium onPrinciples of Programming Languages, pages 111{119, 1987. (Full paper available as Department ofComputer Science, Monash University Technical Report 86/73).
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