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, rapport de re
her
heD1.1.2Abstra
tCe rapport a pour but de fournir un mod�ele th�eorique pour la prop-agation et le labeling. Ce mod�ele est adapt�e aux solveurs sur domaines�nis utilis�es par 
ha
un des partenaires du projet: GNU-Prolog (IN-RIA), CHIP (Cosyte
) et Cho
o (EMN). Un 
al
ul est formalis�e par unarbre dans lequel 
haque bran
he 
orrespond �a une it�eration 
haotiqued'op�erateurs et o�u 
haque feuille peut-être d�e
rite en terme de 
lôture.Ce mod�ele est bien adapt�e aux notions d'expli
ations qui seront utilespour la mise au point de programmes ave
 
ontraintes. Ce rapport faitsuite �a la r�ealisation d1.1.1 qui traitait de la r�edu
tion de domaine. Ilsera �etendu pour in
lure un langage hôte dans la pro
haine r�ealisation.1 Introdu
tionLa programmation par 
ontraintes [8℄ est l'un des paradigmes les plusimportants de 
es derni�eres ann�ees. Elle 
ombine �a la fois d�e
larativit�e eteÆ
a
it�e grâ
e �a des solveurs de 
ontraintes implant�es pour des domainessp�e
i�ques. Cependant, il existe peu d'outils pour la mise au point de 
esprogrammes. Celle-
i n'a �et�e abord�e que dans peu de travaux [9℄, Dis
ipl[4℄. Le projet RNTL OADymPPaC tente de r�epondre �a 
e probl�eme.La r�ealisation d1.1.1 [6℄ a fourni un fondement th�eorique �a la r�edu
tionde domaines. Ce mod�ele est bien adapt�e aux solveurs sur les domaines �nis[10℄ qui sont utilis�es par les partenaires du projet: GNU-Prolog [5℄ (INRIA),CHIP [11℄ (COSYTEC) et Cho
o [7℄ (EMN). Un 
al
ul y est formalis�e parune it�eration 
haotique d'op�erateurs [3℄ et le r�esultat est d�e
rit par une
lôture. Ce mod�ele permet la d�e�nition d'expli
ations qui seront utiles pourla mise au point de programmes ave
 
ontraintes.La r�edu
tion de domaine se fait selon des notions de 
onsistan
e. Aux
ontraintes d'un probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintes peuvent être as-so
i�es des ensembles d'op�erateur de 
onsistan
e lo
al qui r�eduisent le do-maine d'une ou plusieurs variables par rapport au domaine d'autres variables1



du probl�eme. En pratique l'ordre d'appli
ation de 
es op�erateurs se faitselon leur apparition dans une queue de propagation. Le 
al
ul s'a
hevantsoit quand le domaine d'une variable devient vide (il n'y a pas de solu-tions, on parle alors d'�e
he
), soit quand la queue de propagation est vide.Cette queue de propagation se g�en�eralise grâ
e �a la notion d'it�eration 
hao-tique. La limite de 
elle-
i �etant la 
lôture du domaine initial par l'ensembled'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al. Une fois 
ette phase de propagation ef-fe
tu�ee et si le 
al
ul a men�e, non pas �a un �e
he
, mais �a un domaine r�eduit�a la 
lôture, il peut être souhaitable de s'appro
her davantage des solutions.Une deuxi�eme te
hnique est alors n�e
essaire: le labeling. Le labelingsur une variable 
onsiste �a partitionner le domaine de la variable en sousdomaines. On ne 
onsid�ere plus alors le probl�eme initial mais un ensemble desous-probl�emes plus \pro
hes" des solutions. Cha
un de 
es sous-probl�emesest alors 
onsid�er�e de mani�ere individuelle. Les phases de r�edu
tion dedomaine par des op�erateurs de 
onsistan
e lo
al et par le labeling peuventainsi se su

�eder lors d'un 
al
ul (un labeling peut être fait alors qu'unepropagation n'a pas atteint une 
lôture). Il est 
ependant n�e
essaire de nepas perdre de vue le probl�eme initial, et même si 
haque sous-probl�eme estr�esolu de fa�
on individuelle, 
'est �a l'ensemble que l'on s'int�eresse. La notiond'arbre est alors naturelle pour repr�esenter un 
al
ul in
luant du labeling.Dans 
ette r�ealisation, des op�erateurs de labeling sont d�e�nis dans lalign�ee des op�erateurs de 
onsistan
e lo
al. Les it�erations 
haotiques sontmodi��ees pour les prendre en 
ompte. Un 
al
ul in
luant op�erateurs de
onsistan
e lo
al et op�erateurs de labeling 
al
ule alors une 
lôture. A�nde ne pas perdre de solution, les op�erateurs de labeling sont 
onsid�er�es parensembles, 
ha
un traitant un sous-domaine de la variable 
on
ern�ee. Un ar-bre de re
her
he est la \r�eunion" des 
al
uls pour 
ha
un des sous-domaines.Ce mod�ele reste bien adapt�e aux solveurs utilis�es par les partenaires du pro-jet et permet la d�e�nition de notions d'expli
ations de retrait de valeur quipourront être utilis�ees dans une optique de mise au point de programmesave
 
ontraintes.Au 
ours d'un 
al
ul ne reposant que sur une r�edu
tion de domaine pardes d'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al (sans labeling), l'arbre de re
her
he neposs�ede qu'une bran
he. Une valeur ne peut y être retir�ee qu'au plus unefois. Si un labeling intervient dans le 
al
ul, l'arbre poss�ede alors plusieursbran
hes et une valeur peut d�es lors être retir�ee dans di��erentes bran
hes del'arbre. Les expli
ations doivent d�esormais prendre en 
ompte 
es di��erentsretraits. Des r�egles sont d�e�nies pour expliquer 
es retraits et des arbresde preuves sont ensuite 
onstruits �a partir de 
es r�egles. En�n, on montre
omment extraire de tels arbres de preuve �a partir d'un arbre de re
her
he.La se
tion 2 fournit les notations et les d�e�nitions de base. De plus,quelques notions de la r�ealisation d1.1.1 [6℄ sont rappel�ees. Les arbres dere
her
he sont d�e�nis dans la se
tion 3. La se
tion 4 d�e
rit les r�egles quipermettront de 
onstruire les arbres de preuve dans la se
tion 5.2



2 Pr�eliminairesCette se
tion fournit les notations et les d�e�nitions de bases utilis�eesdans 
e rapport. De plus, des r�esultats importants de la r�ealisation d1.1.1.[6℄ sont �egalement rappel�es.Dans un premier temps, la d�e�nition 
lassique d'un probl�eme de satisfa
-tion de 
ontraintes (CSP) [10℄ est redonn�ee ave
 des notations ensemblistes.Un CSP est fait d'une partie syntaxique et d'une partie s�emantique.La partie s�emantique est 
ompos�ee d'un ensemble �ni de symboles de vari-ables (ou variables) V , d'un ensemble �ni de symboles de 
ontraintes (ou
ontraintes) C et d'une fon
tion var : C ! P(V ), qui asso
ie �a 
haque
ontrainte l'ensemble de variables qui y apparaissent.Pour la partie s�emantique, quelques pr�eliminaires sont n�e
essaires. Nousallons 
onsid�erer plusieurs familles f = (fi)i2I . Une telle famille peut êtreidenti��ee �a la fon
tion i 7! fi, elle-même identi��ee �a l'ensemble f(i; fi) j i 2Ig. Chaque variable a un ensemble de valeurs possibles, nous 
onsid�eronsalors une famille (Dx)x2V o�u 
haque Dx est un ensemble �ni non vide.Dans le but d'avoir des d�e�nitions simples et uniformes d'op�erateurs surdes ensembles: le domaine global est d�e�ni par: G = Sx2V (fxg � Dx).Des sous-ensembles d de G seront 
onsid�er�es et appel�es le domaine. Larestri
tion d'un ensemble d � G �a un ensemble de variables W � V seranot�ee djW . Autrement dit: djW = f(x; e) 2 d j x 2 Wg. Se donner undomaine d � G revient �a se donner une famille (dx)x2V ave
 dx � Dx: pourx 2 V , dx = fe 2 Dx j (x; e) 2 dg sera appel�e le domaine de x.Les mêmes notations sont utilis�ees pour les tuples. Un tuple t sur W � Vest un d parti
ulier tel que 
haque variable de W apparâ�t seulement unefois: t � G jW et 8x 2 W;9e 2 Dx; tjfxg = f(x; e)g. Pour 
haque 
 2 C, T
est un ensemble de tuples sur var(
), appel�es les solutions de 
.D�e�nition 1 Un Probl�eme de Satisfa
tion de Contraintes (CSP) est d�e�nipar:� un ensemble �ni de variables V ;� un ensemble �ni de 
ontraintes C;� une fon
tion var : C ! P(V );� la famille (Dx)x2V ;� la famille (T
)
2C .On peut noter qu'un tuple t 2 T
 est �equivalent �a la famille (ex)x2var(
)et que t est identi��e �a f(x; ex) j x 2 var(
)g.3



D�e�nition 2 Un tuple t sur V est une solution du CSP si 8
 2 C; tjvar(
) 2T
. Lors de la r�esolution d'un CSP, le solveur r�eduit le domaine selon les
ontraintes et des notions de 
onsistan
e. Ces r�edu
tions sont e�e
tu�ees parles appli
ations su

essives d'op�erateurs. Ces op�erateurs d�e�nis 
i-dessousr�eduisent le domaine de variables selon le domaine d'autres variables.D�e�nition 3 Un op�erateur de 
onsistan
e lo
al de type (Win ;Wout ), ave
Win ;Wout � V est une fon
tion monotone r : P(G ) ! P(G ) telle que:8d � G ,� r(d)jV nWout = G jV nWout ,� r(d) = r(djWin )Ces op�erateurs �etant asso
i�es �a des 
ontraintes, des notions de 
orre
tionsont d�e�nies (voir [6℄). Pour la suite, on notera R l'ensemble des op�erateursde 
onsistan
e lo
al asso
i�es aux 
ontraintes C du CSP.Ces op�erateurs peuvent être d�e�nis par des ensembles de r�egles dont onrappelle la d�e�nition.D�e�nition 4 Une r�egle de d�edu
tion de type (Win ;Wout ) est une r�egle h B telle que h 2 G jWout et B � G jWin .Intuitivement, une telle r�egle signi�e que h peut être retir�e du domainesi tous les �el�ements de B le sont d�ej�a. Pour 
haque op�erateur r 2 R detype (Win ;Wout ), on d�enote par Rr un ensemble de r�egles de d�edu
tion detype (Win ;Wout ) qui le d�e�nit (voir [6℄). Pour 
haque op�erateur, plusieursensembles existent mais un est naturel.Exemple 1 On 
onsid�ere le CSP d�e�ni par: V = fx; y; zg, Dx = Dy =Dz = f0; 1g et C = fx 6= y; x 6= z; z 6= yg. La fon
tion var et les ensem-bles de solutions des 
ontraintes sont impli
itement exprim�es par 
elles-
i.A 
haque 
ontrainte on asso
ie deux op�erateurs de 
onsistan
e lo
al, 
essix op�erateurs sont de type (fxg; fyg), (fxg; fzg), (fzg; fyg), (fyg; fxg),(fzg; fxg) et (fyg; fzg) et sont appel�es respe
tivement r1; r2; r3; r4; r5; r6.Par exemple, r1 est d�e�ni par les deux r�egles de d�edu
tions (y; 0) f(x; 1)get (y; 1) f(x; 0)g.3 Arbre de re
her
heDans la r�ealisation d1.1.1 [6℄, un 
al
ul est formalis�e par une it�eration
haotique d'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al, 
'est �a dire par une suite de do-maines. Le 
al
ul 
ommen
e �a partir d'un domaine initial et le passage d'un4



domaine au suivant se fait par l'appli
ation d'un op�erateur de 
onsistan
elo
al. La limite de 
e 
al
ul est la 
lôture du domaine initial par l'ensembled'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al (l'it�eration 
haotique assurant que 
haqueop�erateur est appliqu�e une in�nit�e de fois). On s'int�eresse maintenant �a un
al
ul in
luant du labeling.A un 
ertain point du 
al
ul, le domaine d'une variable est restreint defa�
on arbitraire. Plus exa
tement, le domaine d'une variable est partitionn�eet on va 
onsid�erer un 
al
ul di��erent pour 
haque domaine de 
ette parti-tion. La notion d'arbre de re
her
he devient alors naturelle pour repr�esenterle 
al
ul dans son ensemble.On s'int�eresse tout d'abord au 
al
ul le long d'une bran
he. De la mêmefa�
on que l'on a d�e�ni les op�erateurs de 
onsistan
e lo
al, on introduit desop�erateurs de labeling.D�e�nition 5 Un op�erateur de labeling sur x 2 V est une fon
tion mono-tone et idempotente l : P(G ) ! P(G ) telle que: 8d � G ,� l(d)jV nfxg = G jV nfxg,� l(d)jfxg = l(G )jfxgOn notera L un ensemble d'op�erateurs de labeling.La d�e�nition suivante est emprunt�ee �a Apt [2℄.Un run est une s�equen
e in�nie d'op�erateurs de R [ L, 
'est �a dire, unrun asso
ie �a 
haque i 2 IN (i � 1) un �el�ement de R [ L d�enot�e par opi.Un run est �equitable si 
haque op 2 R[L apparâ�t une in�nit�e de fois. Uneit�eration des
endante d'un ensemble d'op�erateurs par rapport �a un run estalors d�e�nie 
omme suit.D�e�nition 6 L'it�eration d'un ensemble d'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al Ret de labeling L �a partir de d � G selon le run op1; op2; : : : est la s�equen
ein�nie d0; d1; d2; : : : d�e�nie indu
tivement par:1. d0 = d;2. pour 
haque i 2 IN, di+1 = di \ opi+1(di).Sa limite est d�enot�ee par d! = \i2INdi. Une it�eration 
haotique est uneit�eration selon un run �equitable.Le lemme suivant exprime la limite d'une telle it�eration en terme de
lôture.Lemme 1 d! = CL # (CL # (d; L); R)Preuve. d! = CL # (d;R [ L) par le lemme 2 de d1.1.1 etCL # (d;R [ L) = CL # (CL # (d; L); R) par idempoten
e desop�erateurs de L. �5



Pour que la limite d'une it�eration soit une 
lôture, il n'est pas for
�ementn�e
essaire que 
elle-
i soit 
haotique. En e�et, il suÆt que 
haque r 2 Rapparaisse une in�nit�e de fois et que 
haque l 2 L apparaisse au moins unefois (du fait de leur idempoten
e).Les op�erateurs de labeling ne 
onservent pas les solutions d'un CSP. Pourne pas perdre de solutions, il faut 
onsid�erer un ensemble d'op�erateurs delabeling qui appliqu�es �a un domaine donnent une partition de 
elui-
i.D�e�nition 7 Un ensemble fdi j 1 � i � ng est une partition de d sur x si:� 8i; 1 � i � n; djV nfxg � dijV nfxg,� djfxg � [1�i�ndijfxg.En pratique, les r�edu
tions de domaine par les op�erateurs de 
onsistan
elo
al et de labeling se su

�edent de mani�ere �a rendre le 
al
ul le plus eÆ
a
epossible.Un labeling sur x 2 V peut aller d'un simple partage du domaine dex en plusieurs sous-domaines (splitting) �a une �enum�eration 
ompl�ete dudomaine de x (
'est �a dire que 
haque domaine de la partition est r�eduit�a un singleton). La partition v�eri�e toujours la propri�et�e suivante: 8i; 1 �i � n; dijfxg 6= ;. De plus, a�n de ne 
al
uler qu'une o

urren
e de 
haquesolution, la partition sera 
hoisie telle que: 8i; j; 1 � i � n; 1 � j � n; i 6=j; dijfxg \ dj jfxg = ;.Le lemme suivant assure qu'au
une solution du CSP n'est perdue lorsd'un labeling (
ha
une d'entre elle se retrouvera dans l'une des bran
hes del'arbre de re
her
he d�e�ni plus loin).Lemme 2 Si t � d est une solution et fdi j 1 � i � ng est une partition ded alors t � [1�i�nCL # (di; R).Preuve. �evident. �On s'int�eresse maintenant aux noeuds de l'arbre de re
her
he. Ceux-
i sont 
ara
t�eris�es par le domaine (
elui qui a �et�e 
al
ul�e jusque l�a), laprofondeur dans l'arbre de re
her
he (si on ne s'int�eresse qu'�a une bran
he,
'est le step d�e�ni dans la r�ealisation d1.1.1), 
e qui le relie �a son p�ere (soit unop�erateur de 
onsistan
e lo
al, soit un op�erateur de labeling) et un 
ontexte.Le 
ontexte est li�e �a la notion de labeling: il repr�esente le domaine initialauquel seuls les op�erateurs de labeling ont �et�e appliqu�es.D�e�nition 8 Une �etape de re
her
he est un quadruplet (dom; 
ont; op; prof)ave
 dom; 
ont 2 P(G ), op 2 R [ L [ f?g et prof 2 IN.
6



La seule donn�ee de la profondeur et du 
ontexte permet de situer lenoeud dans un arbre de re
her
he. Dans 
es arbres de re
her
he, il existedeux types de transitions. Les transitions dues �a l'appli
ation d'un op�erateurde 
onsistan
e lo
al qui assure le passage d'un noeud vers un unique �ls et lestransitions dues au labeling qui assurent le passage d'un noeud �a plusieurs�ls (autant qu'il y a de domaines dans la partition 
onsid�er�ee).D�e�nition 9 Un arbre de re
her
he est un arbre dont 
haque noeud est une�etape de re
her
he d�e�nie indu
tivement par:� (G ; G ;?; 0) est la ra
ine de l'arbre,� si (d; 
ont; op; p) est un noeud de l'arbre alors il a:{ soit au
un �ls;{ soit un �ls: (d \ r(d); 
ont; r; p + 1) ave
 r 2 R;{ soit n �ls: (d\ li(d); 
ont\ li(d); li; p+ 1) ave
 fli(d) j 1 � i � ngune partition de d et li 2 L.Exemple 2 On 
onsid�ere le CSP et les mêmes op�erateurs de 
onsistan
elo
al r1; r2; r3; r4; r5; r6 que dans l'exemple 1. On d�e�nit les op�erateurs de la-beling L = fl0; l1g dont l'appli
ation forme une partition de G sur x: l0(G ) =f(x; 0); (y; 0); (y; 1); (z; 0); (z; 1)g et l1(G ) = f(x; 1); (y; 0); (y; 1); (z; 0); (z; 1)g.On applique tous les op�erateurs de 
onsistan
e lo
al: au
une r�edu
tion dedomaine ne se produit. Puis on e�e
tue un labeling sur la variable x. En�n,dans 
ha
une des deux bran
hes (de 
ontexte d0 et d1), on r�e-applique lesop�erateurs de 
onsistan
e lo
al dans 
et ordre: r1; r2; r3. Ces 
al
uls donnentl'arbre de re
her
he de la �gure 1 o�u:� d10 = f(x; 0); (y; 1); (z; 0); (z; 1)g� d20 = f(x; 0); (y; 1); (z; 1)g� d30 = f(x; 0); (z; 1)g� d11 = f(x; 1); (y; 0); (z; 0); (z; 1)g� d21 = f(x; 1); (y; 0); (z; 0)g� d31 = f(x; 1); (z; 0)gD�e�nition 10 Un arbre de re
her
he sera dit 
omplet si 
haque feuille(d; 
ont; op; p) est telle que: d = CL # (
ont;R).Des r�esultats plus 
omplets sur les arbres de re
her
he sont fournis dansla premi�ere partie de la r�ealisation. 7



(G ; G ;?; 0)j(G ; G ; r1 ; 1)...(G ; G ; r6 ; 6)= n(d0; d0; l0; 7) (d1; d1; l1; 7)j j(d10; d0; r1; 8) (d11; d1; r1; 8)j j(d20; d0; r2; 9) (d21; d1; r2; 9)j j(d30; d0; r3; 10) (d31; d1; r3; 10)Figure 1: Arbre de re
her
he4 R�eglesMaintenant qu'un 
al
ul pour la propagation et le labeling a �et�e for-malis�e, on s'int�eresse aux expli
ations de retrait de valeurs. Ces expli
a-tions sont 
onstruites �a partir de trois types de r�egles d�e�nies dans 
ettese
tion. Dans un premier temps, des r�egles sont asso
i�ees aux op�erateurs de
onsistan
e lo
al. A 
haque op�erateur de 
onsistan
e lo
al peut en e�et êtreasso
i�e un ensemble de r�egles qui justi�ent le retrait d'une valeur par rapportau retrait d'autres valeurs (voir r�egles de d�edu
tions dans [6℄). Ces r�eglessont i
i g�en�eralis�ees pour prendre en 
ompte le lieu du retrait dans l'arbre dere
her
he. Le labeling introduit lui aussi des r�egles. D'une part, une valeurpeut être retir�ee dire
tement par un labeling (des faits 
ara
t�erisent 
e re-trait). D'autre part, une valeur peut être retir�ee dans di��erentes bran
hesd'un arbre de re
her
he. Un troisi�eme type de r�egle permet alors de r�eunirles expli
ations de retrait d'une même valeur dans di��erentes bran
hes.Soit un CSP �x�e. Pour les notions de 
onsistan
e souhait�ees, un ensem-ble d'op�erateur R lui est asso
i�e et on 
onsid�ere l'ensemble des r�egles ded�edu
tions R = [r2RRr.La notation suivante est tout d'abord introduite: � ` h ave
 � � P(G )et h 2 G . Par abus de langage, � sera appel�e 
ontexte. Intuitivement,� ` h signi�era 8d 2 �; h 62 CL # (d;R). Cette notion est rendue n�e
essairepar le labeling: 
haque d 2 � 
orrespondant �a une bran
he de l'arbre dere
her
he. Une valeur pouvant être retir�ee dans di��erentes bran
hes del'arbre de re
her
he, le 
ontexte indiquera don
 toutes les bran
hes danslesquelles elle a �et�e retir�ee. Remarquons que le labeling n'�etant pas trait�eedans la r�ealisation d1.1.1 [6℄, 
e 
ontexte n'�etait pas utile (il n'aurait toujours8




ontenu que le domaine initial).Pour les d�e�nitions suivantes, on 
onsid�ere �1; : : : ;�n � P(G ), d; d1; : : : ; dn �G et h; h1; : : : ; hn 2 G . Les trois types de r�egles n�e
essaires �a la 
onstru
-tion d'arbres de preuve expliquant les retraits de valeurs lors de la r�esolutiond'un CSP peuvent maintenant être donn�ees.Les r�egles de d�edu
tion d�e�nies dans la se
tion 2 sont g�en�eralis�ees a�nd'in
lure 
ette notion de 
ontexte: �a un op�erateur de 
onsistan
e lo
al, onasso
ie un ensemble de r�egles.D�e�nition 11 L'ensemble de r�egles de 
onsistan
e lo
al asso
i�e �a r 2 Rest: fd1g ` h1 : : : fdng ` hnCr = f j h fh1; : : : ; hng 2 Rr; d � d1 \ : : : \ dngfdg ` hOn notera C = [r2RCr.Lors de l'appli
ation d'un op�erateur de labeling, des valeurs peuvent êtredire
tement retir�ees des domaines. Ces retraits seront exprim�es par des faits.D�e�nition 12 L'ensemble de r�egles de labeling asso
i�e �a l 2 L est:Ll = f j h 62 l(G ); d � l(G )gfdg ` hOn notera L = [l2LLl.La derni�ere r�egle sert �a 
olle
ter les informations sur une valeur retir�ee.Si durant une r�esolution, une valeur est retir�ee dans di��erentes bran
hes del'arbre de re
her
he, un arbre de preuve pourra être 
onstruit pour 
ha
un de
es retraits. La r�egle suivante permet de regrouper toutes les informations
on
ernant le retrait d'une valeur dans di��erentes bran
hes de l'arbre dere
her
he dans un seul arbre de preuve.D�e�nition 13 L'ensemble de r�egles d'union est d�e�ni par:�1 ` h : : :�n ` hU = f g�1 [ : : : [ �n ` h5 Arbres de preuveDans 
ette se
tion, la d�e�nition d'arbre de preuve [1℄ est rappel�ee. Cesarbres de preuves sont 
onstruits �a partir des r�egles de la se
tion pr�e
�edente.Il est prouv�e qu'il existe un tel arbre pour toute valeur retir�ee lors d'un
al
ul. En�n, il est montr�e 
omment extraire les arbres de preuves �a partird'un 
al
ul donn�e, 
'est �a dire �a partir d'un arbre de re
her
he.9



D�e�nition 14 Un arbre de preuve est indu
tivement d�e�ni par: 
ons(� `h; T ) est un arbre de preuve si T est un ensemble d'arbres de preuve etfroot(t) j t 2 Tg 2 C [ L [ U� ` hLe th�eor�eme suivant assure qu'il existe un arbre de preuve pour tout�el�ement retir�e lors d'un 
al
ul.Th�eor�eme 1 � ` h est ra
ine d'arbre de preuve si et seulement si 8d 2�; h 62 CL # (d;R).Preuve. ): par indu
tion sur 
haque type de r�egle:� pour les r�egles de 
onsistan
e lo
al: si 8i; 1 � i � n; hi 62CL # (di; R) alors hi 62 CL # (d1 \ : : : \ dn; R) et don
(puisque h  fh1; : : : ; hng 2 R) h 62 CL # (fd1 \ : : : \dng; R);� pour les r�egles de labeling, h 62 d don
 h 62 CL # (d;R);� �evident pour les r�egles d'union.(: Si 8i; 1 � i � n; h 62 CL # (di; R) alors (d'apr�es [6℄) il existeun arbre de preuve de ra
ine h pour 
haque di. Don
 ave
 lanotion de 
ontexte, 8i; 1 � i � n; fdig ` h est ra
ine d'un arbrede preuve. Don
 par la r�egle d'union, fd1; : : : ; dng ` h est ra
ined'un arbre de preuve. �Dans une optique de mise au point de programmes ave
 
ontraintes, ilest important de pouvoir obtenir de tels arbres de preuve lors d'un 
al
ul.La derni�ere partie de 
ette se
tion s'atta
he �a montrer 
omment extraire desarbres de preuve �a partir d'un arbre de re
her
he.Le par
ours de l'arbre de re
her
he se fait en profondeur d'abord. Onpeut 
onsid�erer 
haque bran
he �a part. Le 
al
ul est don
 ramen�e �a uneit�eration 
haotique d'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al et de labeling. Lorsde 
ette des
ente, on va don
 
onstruire un ensemble d'arbres de preuve �al'aide des r�egles de 
onsistan
e lo
al et de labeling. Chaque noeud de 
ettebran
he est identi��e par sa profondeur. On notera don
 Si# l'ensemble desarbres asso
i�es au noeud (di; 
i; opi; i).Ces ensembles sont d�e�nis indu
tivement par:� S0#= ;;� si opi+1 2 R alors: froot(t) j t 2 TgSi+1#= Si# [f
ons(f
ig ` h; T ) j T � Si#; h 2 di; 2 Copi+1gf
ig ` h10



� si opi+1 2 L alors:Si+1#= Si# [f
ons(f
i+1g ` h; ;) j h 2 di; 2 Lopi+1gf
i+1g ` hUne fois 
ette des
ente dans l'arbre e�e
tu�ee, �a 
haque noeud (d; 
; op; p)de l'arbre de re
her
he est asso
i�e un ensemble d'arbres de preuve que l'onnote S# (d; 
; op; p).Une deuxi�eme phase 
onsiste �a r�e
olter 
es ensembles �a 
haque feuille et�a les faire remonter dans l'arbre. A tout noeud (d; 
; op; p) est asso
i�e unnouvel ensemble d'arbres de preuve S" (d; 
; op; p). Cet ensemble est d�e�niindu
tivement par:� si (d; 
; op; p) est une feuille alors S" (d; 
; op; p) = S# (d; 
; op; p);� si r 2 R alors S" (d; 
; op; p) = S# (d [ r(d); 
; r; p + 1);� si fli(d) j 1 � i � ng est une partition de d alors S" (d; 
; op; p) = S[S0ave
 S = [1�i�nS" (d \ li(d); 
 \ li(
); li; p + 1) etfroot(t) j t 2 TgS0 = f
ons(� ` h; T ) j 2 U ; T � Sg.� ` hCorollaire 1 Si l'arbre de re
her
he de ra
ine (G ; G ?; 0) est 
omplet alorsfroot(t) j t 2 S" (G ; G ?; 0)g = f� ` h j 8d 2 �; h 62 CL # (d;R)g.Preuve. par le th�eor�eme 1. �Ces arbres de preuves sont des expli
ations pour le retrait de leur ra
ine.Exemple 3 Soit le CSP et l'arbre de re
her
he donn�es dans les exemples1 et 2. Le retrait de la valeur 0 pour y est expliqu�e par l'arbre de preuvedonn�e en Figure 2. fd1g ` (x; 0)fd0g ` (x; 1) fd1g ` (z; 1)fd0g ` (y; 0) fd1g ` (y; 0)fd0; d1g ` (y; 0)Figure 2: Arbre de preuve pour (y; 0)11



6 Con
lusionLa r�ealisation d1.1.1 a fourni un mod�ele pour la r�edu
tion de domainedes solveurs sur domaines �nis. Dans 
e 
adre les expli
ations de retrait devaleur ont �et�e d�e
rites.En 
ompl�ement de la r�edu
tion de domaine par les notions de 
on-sistan
e, les solveurs utilisent une deuxi�eme te
hnique (le labeling) a�nd'atteindre les solutions du CSP (du moins a�n de s'en appro
her davan-tage). La pr�esente r�ealisation s'appuie sur le travail r�ealis�e dans d1.1.1 ety in
lus le labeling. Un 
al
ul est d�esormais mod�elis�e par une it�eration
haotique d'op�erateurs de 
onsistan
e lo
al et de labeling. Ces derniers sontidempotents et peuvent don
 n'être appliquer qu'une fois lors du 
al
ul. Deplus, l'appli
ation d'un tel op�erateur peut �eliminer des solutions du CSP. Ilest don
 n�e
essaire de 
onsid�erer un ensemble d'op�erateur de labeling quiune fois appliqu�es forment une partition du domaine. Les 
al
uls �a partirde 
ha
un des domaines de 
ette partition peuvent être regroup�es dans unarbre de re
her
he.Une notion de 
ontexte a �et�e introduite, elle permet de d�e�nir un en-semble de bran
hes d'un arbre de re
her
he. Trois types de r�egles ont �et�ed�e
rits. Les premi�eres sont li�ees aux op�erateurs de r�edu
tions et expliquentle retrait d'une valeur par le retrait d'autres valeurs. Les se
ondes expliquentle retrait d'une valeur par l'appli
ation d'un op�erateur de labeling. Et en�n,les troisi�emes permettent un regroupement d'informations pour une valeurretir�ee dans di��erentes bran
hes de l'arbre de re
her
he.A partir de 
es trois types de r�egles peuvent être 
onstruits des arbresde preuves. Ces arbres de preuves sont des expli
ations pour les retraits devaleurs. Il existe de tels arbres pour toute valeur retir�ee lors d'un 
al
ul.Finalement, on a montr�e 
omment de tels arbres de preuve pouvaient êtreextraits d'un arbre de re
her
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