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Introduction

G groupe (localement compact) unimodulaire
Problème : Lp(G) ∗ Lq(G) ⊂ Lr (G) ?
Inégalité implicite : ‖ f ∗ g ‖Lr . ‖f‖Lp ‖g‖Lq

Young : G = R
n

Lp(G) ∗ Lq(G) ⊂ Lp(G) ⇐⇒ 1
p + 1

q − 1
r = 1

Démonstration :
⇐ : interpolation à partir des cas triviaux
L1∗L1⊂L1

L1∗L∞⊂L∞

L∞∗L1⊂L∞

1/r

1/p

⇒ : homothéties (rescaling)
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Kunze–Stein standard

G groupe de Lie semi–simple (non compact, centre fini)
Phénomène de Kunze–Stein : énoncés équivalents

Lp(G)∗L2(G)⊂L2(G) ∀ 1≤p<2
L2(G)∗L2(G) ⊂L2+ε(G) ∀ ε>0
Lp(G)∗Lq(G)⊂Lr (G) dans les cas suivants

1/p

1/r

Historique :
G=SL(2, R) : Kunze & Stein
cas général : Cowling
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Kunze–Stein standard

dém. initiale formule Plancherel (Harish–Chandra)

L2(G)
Fourier
∼=

∫ ⊕

bG
dν(π)Hπ⊗H∗

π =

∫ ⊕

a
+

dλ
|c(λ)|2

Hπλ
⊗H ∗

πλ
⊕ . . .

πλ = IndG=KAN
P=MAN1⊗eiλ⊗1 série principale sphérique

Herz : réduction de L = repr. rég. de G sur L2(G)
à π0 = repr. quasi–rég. de G sur L2(G/P)=L2(K/M)

Principe de majoration :
∀ f , g∈L2(G), ∃ ξ, η∈L2(K/M) t.q.
{

ξ≥0, ‖ξ‖=‖f‖; η≥0, ‖η‖=‖g‖

|〈L(x)f |g〉| ≤ 〈π0(x)ξ|η〉 ∀ x ∈G

Contenance faible π0≺L :
∀ ξ, η∈L2(K/M), ∃ fj , gj ∈L2(G) t.q.
{

‖fj‖ → ‖ξ‖, ‖gj‖ → ‖η‖

〈L(x)fj |gj〉 → 〈π0(x)ξ|η〉 unif. sur tout compact

Conséquence : ‖L(µ)‖=‖π0(µ)‖ ∀ µ≥0
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Kunze–Stein standard

Cas particulier : µ bi–K–invariante

‖L(µ)‖=〈π0(µ)1|1〉=
∫

G
dµ(x)ϕ0(x)

ϕ0(x)=〈π0(x)1|1〉 fonction sphérique fondamentale

Remarques :
L2(G)∗L2(G)⊂L2(G) ⇐⇒ G compact
G moyennable non compact
=⇒ L2(G)∗L2(G)⊂/ Lr(G) ∀ 2< r <∞
résultat limite (endpoint) ?
{

pր2 dans Lp(G)∗L2(G)⊂L2(G)

r ց2 dans L2(G)∗L2(G)⊂Lr (G)

convolution techniques réelles !
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Kunze–Stein sharp

Herz ∼ propriété DR (exposé Christophe Pittet) :
L2(G, dx)∗L2(G, dx)⊂L2(G, w(x)−1dx)
w poids polynomial lié au comportement de ϕ0
rang 1

Lohoué & Rychener : 1<p<2
Lp,1(G/K ) algèbre de convolution
Pytlik : arbres homogènes
Cowling : 1<p<2, 1≤a, b, c≤∞ avec 1

a + 1
b −

1
c ≥1

Lp,a(G)∗Lp,b(G)⊂Lp,c(G)
Ionescu : L2,1(G)∗L2,1(G)⊂L2,∞(G)
Veca : arbres homogènes

rang supérieur
Ionescu : Op,1(G)∗Lp(G)⊂Lp(G) ∀ 1<p≤2
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Kunze–Stein sharp

Espaces de Lorentz :

|f | =
∑N

j=1 αj 1lAj
avec

{

α1, . . . , αN >0

A1 ⊂ . . .⊂AN

 réarrangement décroissant
f ∗=

∑N
j=1 αj 1l ]0,|Aj |[

t

1| | A Ν| |

α Ν

α 1+ ...+ αΝ

f*(t)

A

‖f‖Lp,a =











(

a
p

∫ ∞

0

dt
t

[

t
1
p f ∗(t)

]a
)

1
a si 1≤a<∞

sup t>0 t
1
p f ∗(t) si a=∞

inclusions : Lp,1⊂Lp,p =Lp⊂Lp,∞
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Kunze–Stein sharp

rang 1
démonstration estimation
∫

G
dx (1lA∗1lB)(x) 1lC(x) . |A|

1
2 |B|

1
2 |C|

1
2

inégalité fondamentale :
∫

G
dx (f ∗g)(x) h(x) ≤

∫

G
dx (f ∗

rad∗g ∗

rad)(x) h ∗

rad(x)

où f ∗

rad(r)= f ∗(|Br |) réarrangement radial sur G

G = R
n : Riesz

rang supérieur
espaces d’Orlicz

‖f‖O p,1 =

∫

∞

0
dt (1+t)−

1
p′ [ log(2+t)]

d
p′ f ∗(t)

où d =

{

ℓ−1 si 1<p<2

ℓ+2|Σ+
0 | si p=2

démonstration Fourier . . .
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