o N

Probleme parabolique :

ou

Probleme elliptique ou stationnaire:
—Au = F

dans ce cas F' est independant de ¢.

o |
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Remarques:

® Une solution du probléme elliptique est solution du probléme parabolique
® At fixé, une solution du probléme parabolique est solution d’un probléme elliptique.

® Discrétisation en temps:
At

a chaque étape u,,+1 est solution d’un probleme elliptique.

i _A'U/n—l—l = F

® Dans certains cas, si v est une solution du probléme parabolique pour tout ¢, alors
u(.,t) — u lorsque t — +oo ou @ est solution du probléme elliptique.

o |
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Régularité de la solution faible de:

—div|A(z)Du] = f dans (2

1
uw = 0 sur of (1)

ou A est une matrice coercive bornée. (3~ a; ;(x)&:€; > al€]?)

u est solution faible si,

/QA( )DuD®(z dx—/f z)dz VO

® SifcLm™(Q)avecm > N+2 alors il y a une unique solution uw € H}(Q) de (1)

® sideplusm > £ alorsu € L>°(Q)

Remarque : lorsque N = 2 la solution est H (€2) () L>°(£2) dés que m > 1.

o |
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On va s’intéresser aux problemes du type:

—Au = C|Du|* + f(z) dans Q
u = 0 sur of)

ou € est un ouvert borné de R%.

Dans tous les cas, pour montrer I'existence d’une solution, on pourra distinguer 2 étapes:
® estimations a priori

® existence d’'une solution pour un probléme approché et passage a la limite.

o |
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Rappel: changement de fonction:

Soit u solution (réguliere) de,

—Au = C|Du|* + f(z) dans Q
u = 0 sur of2

Soit v = e“* — 1 alors v Vérifie,

—Av =C(v+1)f(x) dans
v = 0 sur of)

o |
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¢ca marche aussi pour les solutions faibles!

Sim > % soit u € H}(2) N L°°(£2) une solution, on prend pour fonction test Ce““®(x),
on obtient,
/ DuDuC?e““®(z)dx + / DuD®CeC"(x)dx
Q Q

:/ C’|Du|QC’eC“<I>(zU)d:C—|—/ f(z)CeCv®(z)dx
Q Q

o |
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¢ca marche aussi pour les solutions faibles!

Sim > % soit u € H}(2) N L°°(£2) une solution, on prend pour fonction test Ce““®(x),
on obtient,

+ / DuD®CeC"(x)dx
Q

= 2)CeC v ®(z)dx
= + [ r@ce e

o |
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¢ca marche aussi pour les solutions faibles!

Sim > % soit u € H}(2) N L°°(£2) une solution, on prend pour fonction test Ce““®(x),

on obtient,
—I—/ DuD®CeC"(x)dx
Q
- + [ r@)ce e
d’ou,
/D(ecu—l)Dqua::/ f(z)CeC ®(z)dx
Q Q
c.a.d.

/Dngb(zc)dx:/ f(x)C(v+ 1)®(x)dx
Q Q

pour tout ®, en posant v = e“* — 1

o |
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Ce qui signifie gue v est solution faible de

—Av =C(v+1)f(x) dans 2
v = 0 sur 9NQ2

Multiplions cette équation par v, on obtient,

/QDvadx = /QC’v2f(:c)dx—|—/QCvf(:c)dx

() ()
i C(/Q|v|2*dx)21* (/Q|f|<2*>')1_21*

IN
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On obtient donc,

Cllvl|

VAN

HUHH1<Q) LQ*(Q)HfH )—l_CSteHvHLQ*(Q)HfHL2 ()

< C’ste||’v|| (Q)||f|| )—I—C’ste||v||H1(Q)||f||L ¥ @

Donc,

ol 0y < Cllllg o llFll, g o + Cstellflx

On a obtenu une estimation de Si est assez petite.
ol sy oy SIS,y p

o |
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Récapitulation:

On a pris comme fonction test Ce““®(z), puis ®(z) = v = Ce®* — 1. On peux travailler
directement sur I'équation de départ en utilisant des le début les bonnes fonctions tests.

® Pourm > L et
—Au = C|Du|? + f(x) dans
u = 0 sur of2

On utilise des fonctions tests exponentielles (eA“2 u).

N

N —m et

® Pourm< 3, qg=

—Au = C|Dul|? + f(x) dans Q2
u = 0 sur 052

N(m-—1)

On utilise des fonctions tests de la forme |u|*~1u ol o = —=—

Remarque:
on peut remplacer C|Dul|? + f par F(z,u, Du) tel que |F(z,u, Du)| < C|Dul? + f
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Les résultats:

® Pourm > L et —Au=C|Vul? + f
Ferone, Posteraro, Rakotoson (condition de taille sur f)

® Lecaslimite g =2, m= % et —Au = C|Dul? + f a une solution telle que

u € HL(Q), eClul —1 ¢ HL(Q) si HfHL% @) est assez petite (Ferone, Murat)

® lorsquel <m< 5, qg=~—, pour —Au = C|Dul? + f(z) a une solution lorsque
[ fllm (q) est assez petite (N.G., Murat, Porretta).

® |orsque m =1ou f = p mesure de radon bornée,0 < g < 1,
—Au = C|Dul? 4+ p

( M.F. Betta, A. Mercaldo, F. Murat, M.M. Porzio ). Existence d’'une solution
renormalisée.

o |
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Contre-exemple:

cas critique m = % on considere le probléme,

Au = C|Dul|? + f(x)
u € HY(Q), eClul —1 € H(Q)

® SiC||fllpm@) < # on a une solution.

® Ve > 0,0npeuttrouver f, C, Q2 tels que — < C||f||Lm () < g + € pour lesquels
le probléme ci-dessus n’ait pas de solution.

o |

KPZ Orléans 06 mars 2006 —p. 11/18



Mais on a les résultats suivants, pour g > 0,

® Pourm > % et —Au+ apu = C|Vul? + f
on a existence d’'une solution sans condition de taille sur f (Boccardo, Murat, Puel).

® Lecaslimite g =2, m =% et —Au+ apu = C|Du|? + f a une solution sans
condition de taille sur f et les ouverts peuvent étre non bornés (Dall'Aglio, Giachetti,
Puel)

® lorsquel <m< % q= NL pour —Au + apu = C|Du|? + f(x) a une solution

—-m'’

sans condition de taille sur f (N.G., Murat, Porretta).

o |
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-

Si f € L?(0,T,L(Q)) avec q > alors le probleme,

N—|—2

— Au = f(x,t) dans ]0, T[x 2
u(xz,0) = 0 dans 2
| u(z,t) = 0suro0x|0,T]

7\

admet une solution v € L?(0, T, Hl(Q)) N (J([O T], L?(Q)).
Sideplus, f € L™(0,T, LI(S2)) avec —; > = alors u € L>°(]0,T[xQ)).
Remarque:

J ?“:—|—oo——->q>%
® r=2-59g>N

o |
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Dall'Aglio, Giachetti, Puel

Si f(x,t) € L™(0,T, L(Q2)) avec % > % et siug € L°°(€2) alors il existe au moins une

solution de
( % — Au = C|Dul? + f(z,t) dans 10, T[x

§ u(z,0) =wug(x) dans 2
u(x,t) =0 sur 90 x]0,T|

\

telle que w € L2(0,7, H}(Q)) () Lo (]0, T'[x ).

o |
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Remarques:

N

® s traitent aussi le cas critique £ = -

généralisation a des ouverts non bornés

o

pas de condition de taille sur f.
mais
Soit u > 0 et v(x,t) = e Htu(x,t), alors si u vérifie,

Ou — Au = C|Dul? + f(z,t)
ot
v Verifie,
dv —pt 2 | _—put
a—Av—k,usz’e HY | Dul* + e H* f(x, t)

o |
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Blanchard, Porretta

g_ztt — Au + g(u)|Dul? = f(z,t) dans ]0, T[xQ
§ u(z,0) = ug dans
u(zx,t) = 0 sur 90 x]0,T|

\
avec la condition sg(s) > 0
“+o0
® S / g(s)ds < +oo, f € L'(Qx]0,T]) f > 0ug € M7 (Q), alors il existe une
0
solution renormalisee.
“+00
® S / g(s)ds = +oo, f € L'(Qx]0,T|) f > 0ug € M7 (Q2), alors il existe une
0
solution renormalisée ssi ug € L1(Q)
Ces solutions renomalisées sont telles que g(u)|Du|? € L1 (Qx]0,T]),

u € L0, T, L' (2)) N LU0, T, Wy(R2)) pour tout g < {3

o |
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Ben-Artzi, Souplet, Weissler (spécifique A)

% — Au=C|Dul? z € RY
u(z, O) = ug
ollug € LP(RN) etq > 1.
® Sig<2etp> Nz(%;) existence et unicité sans condition de signe sur C' ni sur ug

® Sig>2 C >0, ug > 0non existence Vp.

® SiC < 0etug > 0 existence pour p > 1, et non existence pour ug mesure et

N42
9> N1
Remarque N;"f_ql) > 1 ssiq > %—ﬁ

o |
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Résultats spécifigues A (thése Dabuleanu 2005)

2

— Au = C|Dul|? dans 0, T[x 2
u(x, O) = po dans 2
u(zx,t) = 0 sur 90 x]0, T

7\

\

On appellera solution une fonction v € C'(]0, T[, L*Q) N L1 (0, T, W1:1(Q)) telle que
|DulP € L1 (Q7) pour tout T > 0 qui vérifie,

— Au = C|Du|? dans D’ (Q7)
u(t) — po faiblement dans My (€2) lorsque t — 0

Elle fait une étude systématique pour g > 0 et ugp mesure ou LP(£2), par exemple
® Si0<qg<1,p € My(Q) pas de condition de signe sur C, existence d’'une solution

P Si1<qg< N+1 , o € Mp(£2), solution unique sans condition de signe sur C.

® SiC<0,¢g> %ﬁ pas de solution avec condition initiale Dirac.

o |
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