
Equations diff́erentielles stochastiques (EDS)

Consid́erons l’́equation de KPZ suivante,écrite en terme d’équation de Langevin

ḣ = f(h, t) + g(h, t)η(t), (1)

où pour simplifier leśecritures, on ommet la dépendance deh avecx. C’està dire que l’on se placèa
une positionx donńee, et ońetudie les variations de la hauteur de déposition en fonction du temps1.
On consid̀ereégalement le bruitη(t) commeétant un bruit blanc gaussien :

〈η(t)〉 = 0 et 〈η(t)η(t′)〉 = 2Dδ(t− t′). (2)

Processus de Wiener : L’ étude des EDS fait intervenir le processus de Wiener associé au bruit
blanc gaussien, et dont l’expression est

W (t) =

∫ t

0

η(t′)dt′. (3)

On peut montrer que la quantitéW (t) peutêtre int́egŕee mais non diff́erencíee. En effet, en considérant
le rapport

dW (t)

dt
= lim

∆t→0

W (t + ∆t)−W (t)

∆t
= lim

∆t→0

∆W (t)

∆t
, (4)

on peut calculer la probabilité pour que cette limite donne une valeur finie., inférieure oúegaleà une
constantev (vitesse). Cette probabilité, compte tenu de la définition du bruit gaussien, s’écrit

P =

∫ +v∆t

−v∆t

d(∆W )p(∆W, ∆t) =
1√

4πD∆t

∫ +v∆t

−v∆t

d(∆W ) exp

[
−(∆W )2

4D∆t

]
. (5)

Soit, en utilisant la fonction erreur,

P = erf

[√
v∆t

2D

]
. (6)

Expression qui tend vers 0 lorsque∆t tend vers 0.
Ainsi, on n’obtiendra jamais une valeur finie pour la dérivée. Ceci implique que la vitesse corres-
pondant au processus de Wiener sera toujours±∞. On ne peut pasa priori utiliser la quantit́e
dW (t) = η(t)dt. Or cette quantit́e apparâıt dans l’int́egrale premìere de (1) :

h(t)− h(0) =

∫ t

0

f(h, t′)dt′ +

∫ t

0

g(h, t′)η(t′)dt′ (7)

La deuxìeme int́egrale du membre de droite doit doncêtre d́efinie “plus rigoureusement”. On utilise
pour cela les int́egrales dites intégrales stochastiques.

1La démarche pŕesent́ee est inversement valable pour un bruitη(x), à t fixé.



Int égrales stochastiques

Une int́egrale stochastique est définie par

I(t) =

∫ t

0

G(s)η(s)ds =

∫ t

0

G(s)dW (s) (8)

On approxime ensuite cette intégrale par

I(α)(t) = lim
n→∞

I(α)
n (9)

avec, en posantti = it/n,

I(α)
n =

n∑
i=1

G [(1− α)ti−1 + αti][W (ti)−W (ti−1)] (10)

Le probl̀eme est de d́eterminerà quel temps la quantité h(t) doit êtreévalúee dansg(h, t). Dans la
relation (10), cela revient̀a se demander s’il faut choisir pourG la valeur juste avantti (i.e ti − δti),
juste apr̀es (i.eti + δti), ou une autre comprise entre les 2 valeurs ?

PourG(t) = W (t), on montre que :

I(t) =

∫ t

0

G(s)dW (s) =
1

2

[
W 2(t)−W 2(0) + (2α− 1)t

]
(11)

Cette expression dépend du param̀etreα. Ce param̀etre permet d’avoir une certaine souplesse dans le
choix de la valeur deh à choisir pouŕevaluer le processusG.

Les deux approches les plus utilisées sont celles d’Itô (α = 0) et de Stratonovich (α = 1/2).

Calcul d’It ô

Itô aétablit des relations appelées ”r̀egles d’It̂o” :

dWi(t)dWj(t) = δijdt, (12)

[dW (t)]N = 0 , ∀N > 2, (13)

dW (t)Ndt = 0 , ∀N ≥ 1, (14)

dtN = 0 , ∀N > 1. (15)

L’ écriture de l’́equation de Langevin rencontrée dans la litt́erature sous la forme

dy(t) = Φ1(y(t), t)dt + Φ2(y(t), t)
√

dt, (16)

trouve son origine dans la règle (12), puisque la quantité dW (t) peut être regard́ee comméetant
d’ordre 1/2 en temps.
Pour It̂o, l’ équation de Langevin (1) s’écrira

dh(t) = f(h, t)dt + g(h, t)dW (t). (17)

et l’intégrale permìere de cettéequation s’effectue grâceà la relation∫ t

0

W (t)dW (t) = lim
n→∞

[
n∑

i=1

W (ti−1)∆Wi

]
=

1

2

[
W 2(t)−W 2(0)− t

]
, (18)

Ainsi, Itô évalue la fonction “juste avant” le moment où le bruit agit sur la quantitéh. On peut constater
par ailleurs que la relation (18) ne respecte pas les règles classiques d’intégration.



Partant de (17), toute fonctionφ deh(t) dévelopṕee en śerie telle que

dφ = ∂hφdh +
1

2
∂hhφ(dh)2 + . . . (19)

donnera, en utilisant les règles d’It̂o, la formule d’It̂o :

dφ =

(
f∂hφ +

g2

2
∂hhφ

)
dt + g∂hφ dW. (20)

La quantit́e g∂hφ dW est appeĺee correction d’It̂o L’utilit é de la formule d’It̂o apparait en en prenant
la valeur moyenne, puisque celle-ci faitémerger la densité de probabilit́e de la caractéristiquex(t) :〈

dφ

dt

〉
=

∫
φ(h) ∂tp(h, t|, h0, t0) dh; (21)

et qui, compte tenu de la formule d’Itô, conduità l’expression∫
φ(h)∂tp(h, t|, h0, t0) dh =

∫
dh

[
fdhφ +

g2

2
∂hhφ

]
p (22)

Puis, en int́egrant par partie, on obtient successivement{
[φpf ]−

∫
dh φ ∂h(pf)

}
+

1

2

{
[pg2∂hφ]−

∫
dh ∂h φ∂h(pg

2)

}
(23)

= −
∫

dh φ ∂h(pf) +
1

2

∫
dh φ ∂hh(pg

2) (24)

=

∫
dh φ(h)

{
−∂h(fp) +

1

2
∂hh(g

2p)

}
(25)

La fonctionφ(h) étant choisit arbitrairement, on obtient au final l’équation FP suivante

∂tp(h, t|h0, t0) = −∂h

[
f(h, t)p(h, t|h0, t0)

]
+

1

2
∂hh

[
g2(h, t)p(h, t|h0, t0)

]
, (26)

où g(h, t) repŕesenterait le coefficient de dérive de la caractéristiqueh à l’abscisset, et f(h, t) le
coefficient de diffusion. Dans ce cas, l’équivalent des coefficients de Kramers-MoyalD(1) et D(2)

sont
D(1)(h, t) = f(h, t), (27)

D(2)(h, t) = g2(h, t). (28)

Nous avons ainsi l’́equation de Langevin et sonéquation FP associée au processus d’Itô :

Itô

{
dh(t) = f(h, t)dt + g(h, t)dW (t),

∂tp(h, t|h0, t0) = −∂h

[
f(h, t)p(h, t|h0, t0)

]
+ 1

2
∂hh

[
g2(h, t)p(h, t|h0, t0)

]

Calcul de Stratonovich

Pour Stratonovich, l’́equation de KPZ-Langevin s’écrit

dh = f(h, t)dt +
1

2
{g[h(t) + g(t + dt)]}dW, (29)

et l’intégrale stochastique∫ t

0

W (t)dW = lim
n→∞

[
n∑

i=0

W (ti−1) + W (ti)

2
∆Wi

]
=

1

2

[
W 2(t)−W 2(0)

]
. (30)

Ainsi, pour Stratonovich la quantitéh(t) est calcuĺee comméetant la valeur moyenne de valeurs justa
avant et juste après que le bruit n’agisse. de plus, contrairement au calcul d’Itô, on retrouve des règles
“classiques” d’int́egration.



Compte tenu des règles d’It̂o, l’ équation de Langevin 29 s’écrit cette fois-ci

dh = [f(h, t) +
1

2
g(h, t)∂hg(h, t)]dt + g(h, t)dW (t) (31)

En suivant le m̂eme raisonnement que pour le cas d’Itô, c’està dire en consid́erant la quantit́e〈dφ/dt〉,
on arriveà l’équation de FP pour la probabilité de transitionp(h, t|h0t0) :

∂tp = ∂h[g −
1

2
g ∂hf ]p +

1

2
∂hh[fp] (32)

Dans ce cas, les coefficient du développement de Kramers-Moyal prenennent la forme

D(1)(h, t) = f(h, t) + g(h, t)∂hg(h, t), (33)

D(2)(h, t) = g2(h, t); (34)

La quantit́eg(h, t)∂hg(h, t) étant ordinairement appelée “d́erive induite par le bruit”.

Finalement, l’́equation de Langevin et l’équation FP associée au processus de Stratonovich se lisent

Strato.

{
dh(t) = f(h, t)dt + 1

2
{g[h(t) + g(t + dt)]}dW,

∂tp(h, t|h0, t0) = −∂tp(h, t|h0t0) = ∂h[g − 1
2
g ∂hf ]p(h, t|h0t0) + 1

2
∂hh[fp(h, t|h0t0)]

Conclusion

Selon la façon dont on caractérise les variations deh par rapport au bruit, on arrivèa des in-
terpŕetations physiques différentes : les probabilités de transitions pour que,à une positionx donńee,
on passe d’une hauteurh0 à une hauteurh en un tempst − t0, sont diff́erentes. il convient donc de
déterminer le plus préciśement possible les caractéristiques du bruit agissant sur le dép̂ot.
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