Equations diférentielles stochastiques (EDS)

Consicerons lequation de KPZ suivantécrite en terme @quation de Langevin

h= f(h,t) + g(h, t)n(t), (1)

ou pour simplifier le€critures, on ommet laghendance de avecz. C'esta dire que I'on se placa
une positionz donrée, et orétudie les variations de la hauteur depdsition en fonction du temps
On consi@reégalement le bruif(¢) commeétant un bruit blanc gaussien :

(n()) =0 et (n(t)n(t") =2D5(t —1'). (2)

Processus de Wiener : L étude des EDS fait intervenir le processus de Wiener &ssacibruit
blanc gaussien, et dont I'expression est

W(t) = /0 n(t)dt'. (3)

On peut montrer que la quarditl’ (¢) peutétre inegée mais non difrencee. En effet, en constdant
le rapport
dwi(t) .. WE+A)-W(t) . AW(t)
@ A, At A TA )
on peut calculer la probabititpour que cette limite donne une valeur finie.eigure olegalea une
constante (vitesse). Cette probabiif compte tenu de laédinition du bruit gaussien, &crit

+vAt 1 +vAt (AW)Q
P= d(AW AW,At:—/ d(AW [— ] 5
/Um (AW ) VATDAL J o (AW)exp | =55 ()
Soit, en utilisant la fonction erreur,
At
P = erf 1)2_D (6)

Expression qui tend vers 0 lorsqué tend vers 0.
Ainsi, on n’obtiendra jamais une valeur finie pour larigée. Ceci implique que la vitesse corres-
pondant au processus de Wiener sera toujauss. On ne peut pas priori utiliser la quantié
dW (t) = n(t)dt. Or cette quanté appartt dans 'inégrale prengére de (1) :

t t

)~ 1) = [ Ft)ar+ [ glhtm(e)ar ™

0 0
La deuxeme inégrale du membre de droite doit dogize ckfinie “plus rigoureusement”. On utilise
pour cela les iréigrales dites iigrales stochastiques.

1La demarche pgsenke est inversement valable pour un brigit), at fixé.



Int égrales stochastiques

Une inegrale stochastique estfihie par

t t
I(t) = / G(s)n(s)ds = / G(s)dW (s) (8)
0 0
On approxime ensuite cette @grale par
I@(t) = lim I1{® (9)
avec, en posartt = it/n,
I =" G(1 = a)tioy + at [W(t;) — W(tiy)] (10)

=1

Le probEme est de &terminera quel temps la quanéith(¢) doit étreévallee dangy(h,t). Dans la
relation (10), cela revierdt se demander s'’il faut choisir poGrla valeur juste avant; (i.e t; — 0t;),
juste apes (i.et; + dt;), ou une autre comprise entre les 2 valeurs ?

PourG(t) = W(t), on montre que :
t
1
I(t) = / G(s)dW(s) = 3 [(W2(t) — W?(0) + (2 — 1)t] (11)
0
Cette expressiongpend du paraetre«. Ce parargtre permet d’avoir une certaine souplesse dans le

choix de la valeur dé a choisir pouevaluer le processus.
Les deux approches les plus uiles sont celles ddt(a = 0) et de Stratonovicho{ = 1/2).

Calcul d’lt ©

Itd aétablit des relations appds "egles d’'l6” :

dWi(t)dW;(t) = dy;dt, (12)
AW =0 , VN >2, (13)
dw®)Ndt=0 , VYN >1, (14)
dthN =0 , VN >1. (15)
L’ écriture de lequation de Langevin rencoatr dans la liirature sous la forme
dy(t) = By (y(t), t)dt + Dy(y(t), t)VdL, (16)

trouve son origine dans lagle (12), puisque la quar#itliV (¢) peutétre regarde commeetant
d’ordre 1/2 en temps.
Pour 1D, I'equation de Langevin (1) &trira

dh(t) = f(h,t)dt + g(h, t)dW (t). (17)
et I'intégrale pernmére de cettéquation s’effectue gcea la relation
1
2

[W2(t) = W?(0) — ], (18)

/ WA (1) = Tim [Xﬂ: W(t, 1) AW;

n—oo

Ainsi, I1td évalue la fonction “juste avant” le moment & bruit agit sur la quan@th. On peut constater
par ailleurs que la relation (18) ne respecte pasdgtes classiques d’'iagration.



Partant de (17), toute fonctionde h(t) dévelopgee en &rie telle que

1
dé = 9podh + §ahh¢>(dh)2 + ... (19)
donnera, en utilisant leggles d’l6, la formule d'16 :
2
d¢=(ﬁ%¢+%@ﬁé)w+gm¢mm (20)

La quantié go,¢ dW est appede correction d’ib L'utilit & de la formule d’ld apparait en en prenant
la valeur moyenne, puisque celle-ci faiherger la dengtde probabilé de la caraéristiquex(t) :

d
()= [ ot aut o) an 1)
et qui, compte tenu de la formule dltconduita I'expression
2
[ sttr0ih oty = [ an | rano + Some] 22)
Puis, en inkégrant par partie, on obtient successivement
1
{[cbpf] - / dh ¢ 8h(pf)} +3 {[p928h¢] - / dh 9, ¢8h(p92)} (23)
1
—— [dnoonw)+; [ ah6 duiee) (24)
1
= / dh ¢(h) {—0h(fp) + 5%(9229)} (25)
La fonction¢(h) étant choisit arbitrairement, on obtient au finéduation FP suivante
1
O, tho to) = =0n | f(h, (b, tlho to) | + 50k 9% (s Op(h, o, 1), (26)

ou g(h,t) repesenterait le coefficient deedve de la caraétistiqueh a I'abscisse, et f(h,t) le
coefficient de diffusion. Dans ce casédjuivalent des coefficients de Kramers-Moyzl) et D®
sont

DW(h,t) = f(h,t), (27)

D (h,t) = ¢*(h,t). (28)
Nous avons ainsi §quation de Langevin et s@yuation FP assdm au processus diit
[ dn(t) = f(h,t)dt + g(h,t)dW (t),
“O{@mmﬂmxwz—@dfw¢mw¢mmmﬂ+5&mb%mwmmﬂm¢w]

Calcul de Stratonovich

Pour Stratonovich, &quation de KPZ-Langevin&trit

ah = f(h, 1)t + S{glh(r) + g(t +dAp)]}amw; (29)
et I'intégrale stochastique
/ WA = T [Zn: Witi-1) ; WAL Ay | — % (W2(t) — W2(0)] . (30)
0 n—o00 o

Ainsi, pour Stratonovich la quandéit.(¢) est calcube commeetant la valeur moyenne de valeurs justa
avant et juste agss que le bruit n’agisse. de plus, contrairement au calcu,dh retrouve desgles
“classiques” d'inégration.



Compte tenu desegles d’lD, I'équation de Langevin 29&rit cette fois-ci
1

En suivant le dme raisonnement que pour le cas@’tt’'esta dire en consierant la quanté (d¢/dt),
on arrivea I'équation de FP pour la probabdite transitiomn(h, t|hoty) :

O = 0hlo — 59 Ohflp + SOul 17 32
Dans ce cas, les coefficient dawkloppement de Kramers-Moyal prenennent la forme
DW(h,t) = f(h,t) + g(h, )ng(h,1), (33)
D®(h,t) = g*(h, t); (34)
La quantié g(h,t)0ng(h,t) €tant ordinairement apg “cerive induite par le bruit”.
Finalement, lequation de Langevin edguation FP assd@® au processus de Stratonovich se lisent

dh(t) = f(h,t)dt + S{g[h(t) + g(t + dt)]}dW,

Strato.
rano {atpm,tmo, to) = —0p(h, t|hoto) = Oulg — L9 Onflp(h, thote) + 20 fp(h, tlhoto)]

Conclusion

Selon la facon dont on car#&eise les variations dé par rapport au bruit, on arriva des in-
terpetations physiques défentes : les probabiéit de transitions pour qu&une position: donree,
on passe d’'une hautehy a une hauteuh en un temps — t,, sont diferentes. il convient donc de
déeterminer le plus @ciement possible les carécistiques du bruit agissant sur lept.
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