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1 Présentation du projet

I’ACI Jeunes Chercheurs Modélisation Stochastique de Phénoménes Hors Equilibre s’est
déroulée d’aotit 2004 a avril 2008 (initialement prévue jusqu’a aout 2007, elle a bénéficié
d’une prolongation de 8 mois). Son but était de soutenir des collaborations existantes, et
(surtout) de développer des collaborations nouvelles autour de la dérivation et de I’analyse de
modeles stochastiques pour des phénomenes de la mécanique statistique hors équilibre. Elle a
été soutenue par le Ministere Délégué a la Recherche a hauteur de 70°000.- Euros.

1.1 Objectifs principaux

La mécanique statistique hors équilibre des systemes ouverts ne repose pas encore sur des ba-
ses mathématiques aussi solides que la mécanique statistique a 1’équilibre. L’un des problemes
importants est de comprendre et modéliser 'effet de réservoirs extérieurs sur les propriétés
de transport, de localisation et de dissipation d’énergie du systeme hors équilibre. Ces phéno-
menes jouent un roéle fondamental dans la description de systémes mésoscopiques tels que les
nanostructures.

Bien que I'idée de modéliser ’action du réservoir par un processus stochastique, ou bruit, est
assez ancienne en physique, ces dernieres années ont vu des développements importants dans la
justification mathématique rigoureuse de ces modeles stochastiques. On mentionnera notam-
ment la théorie des systemes couplés de maniere rationnelle & un champ classique étudiés par
Eckmann, Pillet, Rey-Bellet et Thomas [EPRB99, RBT00, RBT02], les systemes d’équations
différentielles stochastiques lentes-rapides considérées par Khasminskii [Kha66, Arn01], ainsi
que les modeles quantiques d’interactions répétées développés notamment par Attal et Pau-
trat [PAO3].

En réunissant de jeunes chercheurs spécialisés dans les divers domaines jouant un role
dans cette thématique complexe, le projet de recherche a mis en commun les compétences
nécessaires a son étude, en jouant sur les deux axes complémentaires que sont la mise en
équation des systemes et I’étude des équations résultantes. Plus précisément, le projet devait
porter sur les aspects suivants:

e La dérivation d’équations d’évolution effectives stochastiques pour des réservoirs quan-
tiques, du type champs de bosons, en particulier a température non nulle. L’objectif
principal de cette étude a été d’obtenir une classification plus précise des différents types
d’équations stochastiques effectives (caractere markovien ou non, commutatif ou non,
fonctions de corrélation), et de l'influence des caractéristiques du réservoir (température,
nature du couplage) sur ces propriétés. Cette partie du projet a été traitée plus partic-
ulierement par S. Attal (spécialiste des probabilités quantiques), W. Aschbacher (méca-
nique statistique quantique hors équilibre), J.-M. Barbaroux (systémes quantiques a nom-
bre infini de particules), et A. Joye (systémes quantiques dépendant du temps).

e L’étude des équations obtenues, en particulier de 'influence du bruit sur les phénomenes
de dissipation, de transport et de localisation (effets dynamiques sur des échelles de
temps métastables et asymptotiques, existence d’états stationnaires hors équilibre, effet
des breathers sur la convergence vers ces états, relations de fluctuation—dissipation, pro-
priétés de synchronisation/désynchronisation). Les membres de 1’équipe spécialisés dans
ce domaine sont N. Berglund et B. Gentz (dynamique stochastique, en particulier dans
le régime métastable) ainsi que B. Fernandez et J.-R. Chazottes (systemes étendus et
synchronisation).



1.2 Membres du projet

L’équipe originale du projet est constituée des personnes suivantes:

Walter Aschbacher (TU Munich)

Stéphane Attal (Université Lyon 1)

Jean-Marie Barbaroux (CPT-CNRS Marseille, Université Sud Toulon-Var)

Nils Berglund, responsable scientifique, (CPT-CNRS Marseille, Université Sud Toulon-
Var; depuis le 1/09/07: MAPMO-CNRS, Université d’Orléans)

Jean-René Chazottes (Ecole Polytechnique)

Bastien Fernandez (CPT-CNRS Marseille)

Barbara Gentz (WIAS Berlin; depuis le 1/09/06: Université de Bielefeld)

Alain Joye (Institut Fourier, Grenoble)

A cette équipe est venu s’ajouter

e Jean-Philippe Aguilar (CPT-CNRS Marseille), en these chez Nils Berglund depuis le
1/09/05 (bourse ministere/ACI)

1.3 Collaborations

Au gré des activités de recherche, plusieurs collaborations se sont développées, et ont été
partiellement soutenues par ’ACI. Sont concernés notamment les collaborations avec

e Laurent Bruneau (ATER a Toulon, puis Cergy-Pontoise; actuellement Maitre de Confé-
rences, Cergy-Pontoise)

Bernard Helffer (Paris Sud)

Marco Merkli (actuellement Memorial University of Newfoundland, Canada)

Yan Pautrat (actuellement McGill University, Canada)

Semjon Vugalter (LMU, Munich)

2 Utilisation des moyens

Les moyens dépensés se répartissent de la maniere suivante:

34.4%: Missions effectuées pour des visites entre membres de I’ACI
20.5%: Participation & des congres

15.3%: Invitations de chercheurs extérieurs a I’ACI

29.8%: Achat d’équipement informatique

2.1 Missions

La partie la plus importante des fonds a été utilisée pour des visites mutuelles entre membres
de ’ACI, ingrédient essentiel au développement des collaborations. Ces missions se répartissent
comme suit:

e J.-P. Aguilar: Berlin (2 missions)

e W. Aschbacher: Marseille (6 missions), Orléans (1 mission)

e J.-M. Barbaroux: Munich (5 missions), Orléans (1 mission)

N. Berglund: Berlin (7 missions), Bielefeld (3 missions) et Lyon (1 mission)
B. Fernandez: Berlin (2 missions), Orléans (1 mission)

B. Gentz: Marseille (1 mission), Orléans (1 mission)

A. Joye: Orléans (1 mission)



A noter qu’il y a eu d’autres visites mutuelles entre membres de ’ACI que celles men-
tionnées ici, financées par d’autres moyens, notamment par le programme RDSES de la Eu-
ropean Science Foundation.

2.2 Congres

Un cinquieme du budget a financé la participation de membres de ’ACI a des congres interna-
tionnaux, des workshops et des écoles, dans le but de se tenir au courant des développements
récents du domaine, d’établir de nouveaux contacts, et de valoriser les résultats obtenus. Ces
participations se détaillent comme suit:

J.-P. Aguilar: Cergy, Paris

W. Aschbacher: Cergy, Marseille

S. Attal: Marseille

J.-M. Barbaroux: Berlin, Oberwolfach, Nantes, Paris

N. Berglund: Les Houches, Novacella, Paris, Poitiers, Zurich
B. Fernandez: Paris

A. Joye: Cergy, Lille, Marseille, Vienne

Plusieurs congres ont été 1'occasion pour les membres de ’ACI de se rencontrer:

e Le congres Transport and Spectral Problems in Quantum Mechanics: A Conference in
Honor of Jean-Michel Combes, qui s’est déroulé a I'Université de Cergy—Pontoise du 3 au
9 septembre 2006 (Aguilar, Aschbacher, Barbaroux, Joye)

e Le workshop Open Systems Days, qui s’est déroulé a Marseille, les 9 et 10 novembre 2006
(Aguilar, Aschbacher, Attal, Berglund, Fernandez, Joye)

e Les XIVe Rencontres Semiclassiques, & Marseille du 15 au 19 janvier 2007 (Aguilar, As-
chbacher, Attal, Barbaroux, Berglund, Joye)

e Le congres Inhomogeneous Random Systems, a I'Institut Henri Poincaré, Paris, les 23 et
24 janvier 2007 (Aguilar, Berglund, Chazottes)

Enfin, les 21 et 22 février 2008 a eu lieu une rencontre finale & Orléans, dans le but de faire
le point sur les résultats obtenus et sur les directions futures de recherche. Outre 5 membres
de I’ACI (Aschbacher, Barbaroux, Berglund, Fernandez, Joye), ont participé avec un exposé
a cette réunion Clément Pellegrini (en these chez Stéphane Attal), Rym Ben Saad (en these
chez Claude-Alain Pillet), Stephan de Bievre, Laurent Bruneau , Francis Comets et Sergei
Tcheremchantsev. Le programme détaillé avec des fichiers de présentation est accessible en
ligne a ’adresse

http://www.univ-orleans.fr/mapmo/membres/berglund/aci/acifinal .html

2.3 Invitations

Un certain nombre de scientifiques extérieurs a ’ACI ont été invités pour des collaborations
scientifiques, la participation a des congres locaux ou pour donner un cours. En particulier,
citons
e S. Wugalter (Munich): 4 visites & Marseille
e V. Bach (Mayence): 1 visite & Grenoble afin de donner un cours
e S. Stein (Courant Institute, New York): exposé & un minisymposium organisé par S. Herr-
mann et N. Berglund lors du congres ICTAMO07, Zurich



24 Equipement

La partie équipement du budget a servi a remplacer les ordinateurs portables arrivés en fin
de vie de cinq membres de ’ACI (Attal, Barbaroux, Berglund, Fernandez, Joye).

3 Résultats scientifiques

3.1 Principaux résultats obtenus
Etats quantiques hors équilibre

L’article Aschbacher—Barbaroux [A03] étudie le modele de type XY qui décrit une chaine de
spins (quantiques) avec couplage anisotropique aux plus proches voisins. C’est I'un des modeles
de la mécanique statistique quantique hors équilibre pour lequel il est possible d’étudier la
dynamique. Malgré sa simplicité relative, ce modele non trivial présente plusieurs avantages

(c.t. [APO3]):

1. C’est un bon modele pour tenter de retrouver les propriétés de transport non usuelles
découvertes numériquement [STMI6] et expérimentalement [SGOT00, SGOT01] dans
les systemes magnétiques de petite dimension.

2. Il permet de tester certaines idées générales sur la structure mathématique des modeles
de mécanique quantique statistique hors équilibre (voir [AP03] et les références qu’il
contient).

L’étude porte sur les propriétés de décroissance des corrélations dans les états hors équili-
bre. Le folklore veut que si 'on a des décroissances exponentielles a ’équilibre, a température
positive, on doit observer des décroissances a longue portée pour les systemes hors équilibre.

L’étude récente [A03] du modele de type XY constitué de deux demi-chaines de spins
couplées en un point, représentant un petit systeme couplé a deux réservoirs a températures
différentes, a montré que, contrairement au folklore, on obtenait une décroissance exponentielle
des corrélations spin-spin transversales pour un état hors équilibre.

Ce constat amene alors plusieurs questions, liées a cette “propriété” issue du folklore, et
aux propriétés générales pour les corrélations dans les états a 1’équilibre et hors équilibre de
modeles similaires (couplages réservoirs/petit systeme):

e Dans quelles circonstances plus générales les corrélations de certaines observables décrois-
sent d’une maniere exponentielle?

e Peut-on exhiber au moins un modele pour lequel on obtiendrait une décroissance de type
polynomiale?

e Ces propriétés persistent-elles dans les modeles multidimensionnels (dim > 2): Par ex-
emple, pour un modele de deux réservoirs demi-plans, couplés le long d’une droite, ou
encore, plusieurs (N > 3) demi-chaines unidimensionnelles couplées, peut-on construire
(au moins) un état hors équilibre et étudier ses propriétés dynamiques?

Le travail Aschbacher-Barbaroux [A04] répond a la premiére question en établissant un
lien avec les propriétés spectrales de I'opérateur a deux points (matrice densité a une particule
dans le cas d’états quasi-libres) et les décroissances des corrélations spin-spin. Pour un état
quasi-libre wg sur 'algébre CAR sur Z, invariant par translation, et un facteur de forme tel
que les corrélations s’écrivent comme le déterminant d’une matrice block 2x 2 de Toeplitz (voir



[A03] et [A04] pour le détail), on montre que si le spectre de s(§) (symbole de I'opérateur de
densité S de wg) ne contient ni 1, ni 0, ni 1/2 sur un ensemble de mesure strictement positive,
alors on obtient une décroissance exponentielle des corrélations.

Cet article contient aussi plusieurs exemples de modeles et d’états quasi-libres qui ne
vérifient pas les hypotheses du théoreme. L’étude des corrélations spin-spin montre dans cer-
tains cas une décroissance exponentielle, et dans d’autre une décroissance (quasi) longue
portée.

Le troisieme point, sur les modeles multi-dimensionnels, est un projet de recherche en
cours (W.H. Aschbacher et J.-M. Barbaroux).

Dans I'approche markovienne phénoménologique des systéemes ouverts, certains modeles
d’intérét pour la physique font usage de lindbladiens dépendant explicitement du temps
pour décrire I’évolution des états. Le régime de variation lente du lindbladien avec le temps,
régime adiabatique, est souvent invoqué pour décrire des solutions approchées de 1’équation
d’évolution au moyen d’un théoreme adiabatique. Cependant, le caractére non autoadjoint du
lindbladien interdit une transposition naive du théoreme adiabatique de la mécanique quan-
tique a ce cas. Le travail Joye [A19] fournit une approximation adiabatique contrélée dans un
cadre abstrait, sans hypothese de symétrie sur le générateur, qui s’applique en particulier aux
générateurs lindbladien.

Systémes d’interactions quantiques répétées

Ces systemes consistent en un systeéme quantique de référence interagissant en séquence avec
les éléments successifs identiques d’une chaine de sous-systémes quantiques.

De tels systemes apparaissent dans 1’étude de deux types de problematiques avec des
enjeux distincts. La premiere, de nature conceptuelle, concerne 'approche markovienne de
systemes quantiques ouverts au moyen de bruits quantiques. La seconde est liée a des modeles
décrivant des expériences d’optique quantique effectuées en laboratoire depuis plus d’une
vingtaine d’années.

Dans le premier cas, Attal et Pautrat ont montré récemment que des systémes d’inter-
actions quantiques répétées donnent une version discrétisée, dans un certain sens, de systemes
quantiques de référence soumis a un champ de bruits quantiques en température nulle. Le lien
s’effectue au travers d’une procédure de limite du continu réminiscente de la limite de Van
Hove, dans laquelle les temps d’interaction tendent vers zéro ainsi qu’une notion de distance
appropriée entre éléments de la chaine. En particulier, des générateurs de type Lindblad
dcrivent la dynamique effective des observables sur le systeme de référence.

Dans le deuxieme cas, les expériences en question mettent un mode de champ électro-
magnétique dans une cavité munie de fenétres en interaction avec une suite d’atomes issus
d’un four dont le débit est controlé. C’est le schéma du “One Atom Maser”. Des modeles
d’interactions répétées sont utilisés pour décrire ou prédire le comportement de ces systemes,
en fonction de mesures effectuées sur les atomes a la sortie de la cavité. Notre point de vue est
complémentaire et se focalise sur la dynamique effective du systeme de référence, ici le mode
du champ EM.

L’article Attal-Joye [A08] généralise 'approche de Attal-Pautrat au cas de bruits quan-
tiques a température non nulle, appelés bruit quantiques thermiques. La stratégie consiste
a faire usage de la représentation GNS d’une chaine d’éléments en équilibre thermique et a
prendre la limite du continu décrite ci-dessus.

Le travail Attal-Joye [A07] considere différentes limites de type Van Hove de systeémes



quantiques d’interactions répétées dans lesquelles les éléments de la chaine ne sont pas munis
de topologie. On détermine en particulier des Lindbladiens non triviaux dépendant du régime
des parametres considéré. Par ailleurs, on montre que tout Lindbladien peut étre obtenu
comme limite de Van Hove d’un systeme d’interactions quantiques répétées.

Dans le papier Bruneau-Joye-Merkli [A15], on s’affranchit de la limite de type Van Hove
et on décrit la limite a grand temps des systemes quantiques répétés, pour toute valeur des
parametres de couplage et de durée des interactions. On montre ’existence d’un état asymp-
totique sur les observables du systéme de référence, ainsi que la positivité de la production
d’entropie et la validité d’une forme de seconde loi de la thermodynamique.

L’article Bruneau-Joye-Merkli [P2], concerne des systémes quantiques d’interactions quan-
tiques répétées ou les éléments de la chaine ne sont plus identiques mais donnés par un pro-
cessus aléatoire. De manieére générale, la limite des grands temps n’existe pas. On détermine
dans ce travail des conditions tres générales assurant l'existence presque stre d’une limite
ergodique a grands temps de la dynamique effective des observables du systéeme de référence.
L’étude dans ce contexte aléatoire de la dynamique d’observables plus générales est en cours
(Bruneau-Joye-Merkli), afin d’avoir acces aux notions de production d’entropie, de variation
d’énergie et de forme moyennée de seconde loi de la thermodynamique.

Effet de perturbations stochastiques sur des systémes étendus classiques

Cet aspect du travail se situe au carrefour de la théorie des systemes étendus classiques, et
de celle des équations différentielles stochastiques. Deux monographies récentes dues a des
membres de ’ACI traitent de questions liées & ce domaine.

e L’ouvrage collectif [L3|, édité par Chazottes et Fernandez, fait suite & une conférence
organisée par ces derniers a I'Institut Henri Poincaré en juin 2004, dans le but de faire le
point sur les résultats récents de ce domaine. Il contient des contributions d’une quinzaine
de spécialistes internationnaux du domaine.

e La monographie [L2] de Berglund et Gentz développe une approche originale & 1’étude
quantitative de solutions d’équations différentielles stochastiques a deux échelles de temps.
Cette approche combine des résultats de théorie des perturbations singulieres et d’analyse
stochastique, dans le but de donner une description précise des trajectoires typiques de
ces équations.

Il était donc naturel de mettre en commun ces compétences dans le but de développer
une théorie des systemes étendus soumis & une perturbation stochastique. Notre étude s’est
concentrée sur un modele paradigme, succeptible de mettre en évidence les différents com-
portements attendus pour ce genre de systeme: synchronisation, métastabilité, hystérésis,
compétition entre dynamique locale et couplage.

Le travail Berglund-Fernandez—Gentz [A13] considére la dynamique d’une chaine circulaire
de N sous-systemes bistables, couplés aux plus proches voisins de maniere ferromagnétique,
et soumis a des sources de bruit indépendantes. Selon I'intensité du couplage, ce systeme ad-
met entre 2 et 2V états métastables. A couplage faible, il se comporte de maniére similaire
4 un modele d’Ising avec dynamique de Glauber. A couplage fort, d’ordre N2, le systeme se
synchronise : Il se comporte alors comme une seule grosse particule de masse N. La transi-
tion entre régimes de couplage fort et faible s’opere par une suite de brisures spontanées de
symétrie. Ce travail a permis de mettre en évidence différents régimes de parametres, et de
déterminer la dépendance des échelles de temps métastables et des itinéraires de transition
typiques des parametres du systeme.



L’article Berglund-Fernandez—Gentz [A14] considére le méme modele dans la limite des
grands nombres de particules. Quand le couplage est également fort, le systéeme tend a se com-
porter comme un systéeme continu, décrit par une équation aux dérivées partielles stochastique
de type Ginzburg—Landau. Dans ce régime, on a pu déterminer le nombre exact d’états station-
naires du systeme, leur position dans ’espace de configuration, et le temps de vie métastable
des deux états fondamentaux. Un aspect intéressant est que la preuve se base sur la théorie des
applications twist du plan, qui a du étre développée dans un nouvelle direction (controle exact
du nombre d’orbits d’une période donnée dans le cas intégrable perturbé) afin de s’appliquer
a ce probleme.

Effet de perturbations stochastiques sur des systémes quantiques

Le travail de these en cours de Jean-Philippe Aguilar considere 'effet d’un bruit “classique”
sur un systéeme quantique a deux niveaux. Ce probléme est considéré comme intermédiaire
entre le cas d’un bruit classique agissant sur un systeme classique, et le cas ou le bruit et le
systéme sont tous deux quantiques. Par analogie avec les résultats de [EPRB99], on suppose
ici que le bruit se traduit par un terme d’Ornstein—Uhlenbeck dans I’Hamiltonien du systeme.
Cela revient a supposer que le systeme a deux niveaux est un spin interagissant avec un champ
magnétique, créé par un aimant soumis a un potentiel harmonique et a un bruit. Les équations
résultantes sont plus proches de celles régissant des systemes classiques conservatifs que de
systemes dissipatifs tels que ceux mentionnés ci-dessus, et sont donc plus difficiles & étudier.

Jean-Philippe Aguilar est parvenu a déterminer la mesure invariante du systéme, a démon-
trer rigoureusement son unicité, et a prouver la convergence vers cette mesure. Ces résultats
sont contenus dans l'article [P1].

3.2 Perspectives

Les systémes d’interactions quantiques répétées offrent de nombreuses possibilités de modeles
mathématiquement accessibles de systemes hors équilibre. Une variation motivée par la phy-
sique du One Atom Maser consiste a ajouter au systeme un mecanisme décrivant les pertes
dans la cavité. Un tel modele est actuellement a 1’étude. Un objectif intéressant d’un point de
vue plus conceptuel consiste a permettre au systeme de référence de vivre dans un espace de
Hilbert de dimension infinie, dans quelque modele que ce soit. Bien que physiquement il n’y
ait pas d’obstacle de principe a ce que le systeme de référence soit un oscillateur anharmonique
par exemple, analyse mathématique fait encore défaut. Nous pensons que la simplicité des
systemes d’interactions quantiques répétées devrait permettre une analyse rigoureuse de ce
type de situation.

La suite naturelle de larticle [A19] consiste a étudier des modeles spécifiques et a dégager
en particulier les conditions dans lesquelles des manifestations géométriques, traduisant des
propriétés d’holonomie analogues des phases de Berry, peuvent étre mis en évidence.

L’étude des systemes classiques étendus soumis a du bruit ne fait que débuter. Le travail
entamé dans [A13-A14] est actuellement en cours d’étre étendu dans plusieurs directions:

e Etude de situations ou la dynamique locale est asymétrique.

e Détermination de 'asymptotique préexponentielle des temps de vie métastables (nécessi-
tant und généralisation des résultats de [BEGKO04]).

e Etude de I’équation limite continue.



A moyen terme, il est prévu d’étendre cette étude a des situations inhomogenes dans ’espace,
dans lesquelles on s’attend & un transport de chaleur.

Enfin, une extension naturelle des résultats de [P1] serait celle a des systémes quantiques
étendus du type chaine de spins, également dans le but de mieux comprendre le transport
sous l'effet de bruit dans des systémes étendus.

3.3 Publications

L’activité scientifique liée & 'ACI a donné lieu a la publication de trois monographies, et
d’une vingtaine d’articles dans des revues a comité de lecture. Ces publications sont en partie
accessibles sur la page web de I’ACI,
http://www.univ-orleans.fr/mapmo/membres/berglund/aci
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