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Exercice 1 (Question de cours)
1- Donner la définition d’un endomorphisme orthogonal.

2- Donner dans R et dans R2 un exemple d’endomorphisme orthogonal, ainsi qu’un exemple
d’endomorphisme qui n’est pas orthogonal.

Exercice 2
On note R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, et pour tout n ∈ N, on note
Rn[X], le sous-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n.
Étant donnés deux éléments de R[X], P et Q, on pose :

〈P , Q〉 =
∫ +∞

0
P (t)Q(t)e−tdt·

Question préliminaire Soit n ∈ N, on pose In = 〈Xn , 1〉.

(a) Calculer I0.

(b) Montrer que pour tout entier n ≥ 1, on a In = nIn−1.

(c) En déduire que In = n!.

1- Montrer que 〈. , .〉 définit un produit scalaire sur R[X].

2- Extraire de {1, X} une base orthonormée de R1[X].

3-(a) Calculer la projection orthogonale de P (X) = 1 +X +X3 sur R1(X). On la note π(P ).

(b) Montrer que pour tout polynôme Q ∈ R1[X], on a :

||P −Q||2 = ||P − π(P )||2 + ||π(P )−Q||2.

(c) En déduire la valeur de min
a∈R,b∈R

{∫ +∞

0
((1− a) + (1− b)t+ t3)2e−tdt

}



Exercice 3
On considère sur R la relation R définie, pour x ∈ R et y ∈ R par xRy ⇔ (y − x) ∈ Z.

1-(a) Vérifier que R est une relation d’équivalence. On notera x la classe d’équivalence de x ∈ R
pour cette relation, et R/Z l’ensemble quotient de R par R.

(b) Expliciter 0, puis exprimer x+ 1, ainsi que (−x), en fonction de x.

(c) Montrer que pour tout x ∈ R l’ensemble x ∩ [0, 1[ est un singleton. On notera rx son
unique élément.

2-(a) Montrer que l’application ϕ : R/Z 7→ [0, 1[, définie par ϕ(x) = rx est une bijection.

(b) Montrer que pour tout (x, y) ∈ R2 on a : x+ y = rx + ry.

3) On définit sur [0, 1[ une loi de composition interne +̃ par : x+̃y = rx+y.

(a) Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi interne et que ([0, 1[, +̃) est un groupe abélien.

(b) Décrire la structure de groupe transportée de ([0, 1[, +̃) sur R/Z par ϕ.

4) Étant donné x ∈ [0, 1[, on note < x > le sous-groupe engendré par x.

(a) Expliciter < 1
2 >, < 1

3 >, ainsi que < 3
5 >.

(b) Montrer que si x ∈ Q, alors < x > est d’ordre fini.

(c) Montrer que si < x > est d’ordre fini alors x ∈ Q.

Exercice 4
Soit (G, ?) un groupe fini tel que ∀x ∈ G on ait x ? x = e, où e est l’élément neutre de G. On
suppose G 6= {e}.

1) Montrer que G est abélien.

2) Soit H un sous-groupe de G différent de G, et soit a ∈ G tel que a /∈ H.

(a) Montrer que H ∩ aH = ∅.

(b) Montrer que H ∪ aH est un sous-groupe de G.

3) On suppose que G est d’ordre fini. On note H0 le sous-groupe trivial {e}. On définit par
récurrence, pour tout entier n ≥ 0, Hn+1 : si Hn 6= G, on prend a ∈ G \ Hn, et on pose
Hn+1 = Hn ∪ aHn, si Hn = G on pose Hn+1 = G.

(a) Montrer que (Hn)n∈N est une suite croissante, pour l’inclusion, de sous-groupes de G.

(b) Montrer que, ou bien Hn 6= Hn+1, auquel cas on a [Hn+1 : 1] = 2[Hn : 1], ou bien
Hn = Hn+1, et alors Hn = G.

(c) Montrer qu’il existe un entier NG ≥ 1 tel que

∀n ∈ N, n ≥ NG ⇒ Hn = G, et n < NG ⇒ Hn 6= G·

(d) En déduire que [G : 1] = 2NG .


