PREPARATION   CAPES                                                         ORLEANS  2008  2009
                                                        EXERCICES

                            APPLICATIONS LINEAIRES        MATRICES (2)
EXERCICE 1 : Dire si les applications suivantes sont linéaires , déterminer Kerf et Imf, préciser si ces applications sont injectives, surjectives ,bijectives.
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                                                                      f6 : P ϵ R[X]→P-(X-2)P’ϵR[X]
EXERCICE 2 : Soit E=Rn[X] ,et A et B deux polynômes de degré n+1.On considère l’application f qui à tout polynôme P de E associe le reste de la division euclidienne de AP par B 
                   1°) Montrer que f est linéaire .

                   2°) Montrer que :f bijective ( A et B sont premiers
EXERCICE 3  Soit E et F deux ev de dim finie et f une application linéaire de E dans F .Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si  l’image par f de toute base de E est une base de F
EXERCICE 4 :  Soit
EXERCICE 5 : Justifier que A=[image: image9.png]


 ϵ Mn(R) est inversible et calculer A-1
EXERCICE 6   : Soit A=(aij)ϵMn(C), telle que [image: image11.png]Vi<i<nZ,





                     Montrer que A est inversible
EXERCICE 7 :Soit A =[image: image13.png]



              1°) Calculer (A+I)3
              2°) Montrer que A est inversible et calculer A-1
EXERCICE 8 : Soit E l’ensemble des matrices de M2(R) de la forme A=[image: image15.png]atb b
—b a-b

)



avec (a,b)ϵR2
                  1°) Montrer que E est un sev de M2(R),en donner une base .

                 2°)Montrer que E est un sous anneau commutatif de M2 (R) 

                 3°) Donner les éléments inversibles de E

                4°) Déterminer les diviseurs de 0 de E

EXERCICE 9 : 
  EXERCICE 10 : Soit E un espace vectoriel et f ϵL(e) tel que :f3=Id

                    1°) Montrer que E=Ker(f-Id)[image: image17.png]


Im(f-Id)

                    2°) Montrer que Ker(f-Id)=Im(f2+f+Id) et Im(f-Id)=Ker(f2+f+Id)
EXERCICE 11 :Soit E l’espace vectoriel des polynômes sur R de degré ≤3 et soit f l’application qui à P de e associe le reste de la division de (x4-1)P par x4+x2.

                                                          Déterminer Kerf et Imf 

EXERCICE 12 : On se place dans R3[X] et soit U={PϵR3[X]/P(0)=0}.Démontrer que U est un sous espace vectoriel de R3[X].Déterminer un supplémentaire de U

EXERCICE 13 :Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ϵ L(E).
                       1°)  Montrer qu’il existe un plus petit entier n tel que Ker(up)=Ker(up+1)

                                        ( p s’appelle l’indice de u)

                       2°) Soit u ϵ L(E) d’indice n ,montrer que :

                                      [image: image19.png]Vp <mn,Im(u



p+1)[image: image21.png]


  Im(up) et [image: image23.png]Im (u



p+1)≠ Im(up)
                                      [image: image25.png]Vp =n,Im(u



p+1)= Im(up)

                                       E=Ker(un)[image: image27.png]


Im(un)

                          3°) Montrer qu’il existe deux sous espace F et G de E tels que :

                                     E=F[image: image29.png]DG



  ,F et G sont stables par u , u/F est nilpotent et u/G est inversible
