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Fonctions exponentielles.

1 - Equation fonctionnelle des fonctions exponentielles.

Soit f : IR — IR vérifiant I’équation fonctionnelle

(E) Va,y €R, f(x+y) = f(2)f(y).

1) a) Que peut-on dire de f(0)?
b) Montrer que :
(1) si f s’annule en un point, elle s’annule partout,
(7i) si f ne s’annule pas, elle est a valeurs > 0.
2) Montrer I’équivalence entre (a), (b) et (c) :
(a) f est continue en un point
(b) f est continue sur IR
(c) f est monotone.
3) Soit f et g des fonctions continues de IR dans IR vérifiant I’équation fonctionnelle (E).
On suppose 'existence de xg # 0 tel que f(xg) = g(zo), montrer que f = g.
4) On suppose f continue sur IR. En considérant 'intégrale fol f(x 4+ y)dy, montrer que f
est dérivable.

2 - Montrer que la fonction f définie par
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est indéfiniment dérivable sur IR.

3 - Montrer que pour tout x > 0

e <z +1<e®

4 - Discuter I’équation 27 + 37 =47 (ou z € R).

5 - Etudier les fonctions f : x +— xe

6 - Etudier la suite définie par ug # 0 et u,+1 = In(

2x
, fix— xes?-1

1
x

etn—1
Un

) pour n € IN.

1



7 - Soit x un réel.
1) En utilisant les fonctions logarithme et exponentielle, montrer que lim (1 + £)" = e”.
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2)a) Montrer que la série "7 27 est convergente.
b) Montrer que pour n > p entiers
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En déduire (sans utiliser le 1) que la suite de terme général (1 + )" converge et

o\ X pn
I (1 —) -
Jm (1+5) =25

8 - Pour n € IN, z € IR, on pose P, (z) = >} _, fﬁ—’:
1) Montrer que pour tout entier n, Py, est a valeurs > 0 et P, admet une unique racine
T, < 0.
2) Montrer que pour tout n, x, > —2n — 1, la suite (x,,) est décroissante et tend vers —oo.



