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Limites continuité.

1 - Déterminer les limites suivantes

2 - Soit I un intervalle de IR, x¢ € I, f et g deux fonctions de I dans IR admettant des
limites en xy. Montrer que les fonctions sup(f, g) et inf(f, g) admettent des limites en xg.

3 - Etudier la continuité de la fonction f : IR — R, z — (z — [z])? + [z] (ou | | désigne la
partie entiere).

4 - Etudier, selon les valeurs du réel o, la limite en 0 de la fonction IR}, — IR, z — xo‘[%]

()

- On suppose que A une partie non vide de IR, a un réel tel que AU {a} soit un intervalle.
Soit f: A — IR.

1) Si f admet pour limite ¢ quand x tend vers a montrer que, pour toute suite (u,) dans
A convergeant vers a, la suite (f(u,)) converge vers £.

2) Réciproquement, montrer que si pour toute suite (u,) dans A convergeant vers a la
suite (f(uy)) converge vers ¢, alors f tend ¢ quand z tend vers a.

Que peut-on dire si a € A?

3) Montrer que f admet une limite quand x tend vers a si et seulement si, pour toute suite
(up) dans A convergeant vers a, la suite (f(uy)) est convergente.
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6 - Etudier la limite en 0 des fonctions f: IR* - IR, z —sin+, g: IR" - IR, 2 — xsin 1.

7 - Etudier la continuité de la fonction f : IR — IR définie par f(x) =z siz € Q, f(z) =0
sizelR\ Q.

8 - Etudier la continuité de la fonction f : IR — R, z — inf - |2 — %\ Plus généralement,
si E est une partie non vide de IR, étudier la continuité de la fonction f : IR — IR, x —
infycple —yl.

©

- Soit f :]0,1[— IR définie par, f(x) = 0 si x est irrationnel, et f(z) = é si z = 2 est
rationnel et g est la fraction irréductible représentant x.
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a) Soit € > 0, montrer que I'ensemble E. = {z €]0,1[/ f(z) > ¢} est fini.

b) Montrer que f est continue en tout point irrationnel et discontinue en tout point ra-
tionnel.

10 - a) Soit f :]0,+o0o[— IR une fonction croissante et majorée. Montrer que f admet une
limite en +o00. Que peut-on dire si f n’est pas majorée?
b) Soit f une fonction croissante définie sur un intervalle ouvert non vide ]a,b] de IR.
Montrer qu’elle admet en tout point une limite a droite et a gauche. Limites en a et b7

11 - Soit f : IR} — IR, croissante telle que la fonction g :  — f(;)
Montrer que f est continue.

soit décroissante.

12 - Critére de Cauchy. On suppose que A une partie non vide de IR, a un réel tel que
AU {a} soit un intervalle. Soit f: A — IR.

Montrer que f admet une limite quand x tend vers a si et seulement si

Ve>0,In>0,Vze A, Vye A, ((lr—a| <net ly—al <n) = (f(x) - fly)l<e))



