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Produit vectoriel.

1 - Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois, @ et @ deux vecteurs de E.
a) Montrer que

@ AT|?+ (. 7)) = ||@|?|7|* (identité de Lagrange)

b) En déduire que si a, b, ¢, a/, V', ¢’ sont des réels,

(ab) —ba')? + (bd' — ') + (ca’ — ac')? + (ad’ + b0 + cc')? = (a® + b* + c2)(a/* + b + ?).

2 - Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois, @ et @ deux vecteurs non
nuls de E. On considere 'équation (E):

UNT =7

1) Montrer que si @ et ¥ ne sont pas orthogonaux, I’équation n’a pas de solution.
2) On suppose maintenant que @ et ¥ sont orthogonaux.

. —_—
a) Etudier le cas w = 0.

b) Si W # 0, déterminer une solution zg telle que g L . En déduire I'ensemble des
solutions de (E).

3 - Soit E un espace Vectgiel euclidien (gienté de dimension trois, % un vecteur unitaire de E,
IT le plan orthogonal & k orienté par k.

1) Soient @ et ¥ deux vecteurs de II tels que || @] = || 7| et soit # la mesure de I’angle
(W, V). Montrer que ¥ =« cosf +sinf (W A ?)

2) Soit 6 un réel n’appartenant pas a 2wZZ, et f la rotation (vectorielle) d’angle 6 autour de

=]

a

Montrer que la projection orthogonale de @ sur IRk est (7?)?
b

En déduire que pour tout vecteur w de E,

~— —

F(W) =" cosO+sinf(TWAE)+(1—cost)(T.%)FE .

3) Application. Soit (€1, es3,€3) une base orthonormée directe de E, déterminer la matrice,

dans cette base, de la rotation d’angle 2?” autour de k — \/Lg(e_f + e+ e3).

4 - Soit F un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois, @, @, W trois vecteurs de
E. En exprimant les vecteurs o, o

, W dans une base orthonormée convenable, montrer la
formule de Gibbs du “double produit vectoriel”:

(BAT)AT = (T.T)T — (T.T)7 .
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5 - Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois, et (@, ?, ) une base de E.
Onpose W= bAC, T=CAN@, W==aAD.
a) Déterminer les vecteurs w AT, U AW, WA W.
b) Montrer que (W AT, U AW, W A W) est une base directe de E.

6 - Soit E l'espace affine euclidien orienté de dimension trois. On considere deux droites non
coplanaires D et D’ de reperes respectifs (A4, @) et (A, 17)
1) a) Soit T = @ A o . Montrer que les plans P et P’de repere respectifs (A, @, 7) et
(A, 77, ) sont sécants suivant une droite A perpendiculaire & D et D’.
Montrer que A est la seule droite perpendiculaire & D et D’.
b) On désigne par H et H' les intersections de A avec D et D'. Montrer que . AA = 7. HH'.
En déduire que la distance d = HH' de D a D’ s’exprime par (ou [, , | désigne le produit
mixte).

L@ nd)AX| ([, AX)

s 17 A

7 - Soit £ l'espace affine euclidien orienté de dimension trois, F 1’espace vectoriel associé, et
- = 5 . .

(O, i', 7, k) un repere orthonormé direct de .
1) Soient A, B et C' trois points de £ de coordonnées, A(1,1,—-1), B(1,0,1), C(2,1,1). Déterminer
AB A AC , en déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
2) Soient A, B et C trois points de & de coordonnées, A(1,2,—1), B(4,0,1), C(1,3,-2).
Calculer I'aire du triangle ABC.
4) a) Soit ABCD un tétraedre. Montrer que la hauteur issue de D a pour longueur

, _ |ABAAC)AD| _ |[AB, AC, AD)
~ |4BAAC) |l ABAAC)

En déduire que le volume V' du tétraedre est

1
V= E\VTB‘,E,EH
b) Montrer que le volume d’un parallélépipede ABCDEFGH est
V = |(AB A AD).AE| = |[AB, AD, AE)|

8 - Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois.
1) Soit @ eE, @#0.
a) Montrer que I'application f : T +— W AT est un endomorphisme antisymétrique de E. (Ce
qui signifie que: VT, ¥ € E, T.f(7) = —f(T). 7).
-
i

b) Déterminer la matrice de f dans une base orthonormée directe ( 4 7

.7, ?) telle que W =
- .. .
||&@ || k, ainsi que son image et son noyau.

¢) Montrer que lapplication p : E — FE définie par p(T) = T — (”%%7 est une projection
orthogonale dont on précisera le noyau et 'image.
d) Montrer que f o f = —||@||? p. En déduire que W A (W A T) = —||&)?*7T + (&. 7).
2) Soient W, ¥, W trois vecteurs de E. Montrer qu’il existe A, u € IR et 77, Wi € FE tels que
T =AU +7{, W=pu +w; et W.v7 = w.w; = 0. En déduire la formule du “double produit
vectoriel”:

(CANT)ANW = (0. W7 — (7. W)W .
3) Soit f un endomorphisme antisymétrique de F.
a) Que peut-on dire de la matrice de f dans une base orthonormée?
b) Montrer qu’il existe un vecteur @ € E tel que pour tout @ € E, f(T) =W A T.



