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Intégrales dépendant d’un parametre 2
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en fonction du parametre réel x. Plus précisément, montrer que

1. Etudier 'intégrale

(a) cette intégrale définit une fonction f(x) sur R*,
(b) f est paire, continue et dérivable (c’est méme une fonction de classe C*°),
(¢) f(x) — 400 lorsque z — 0 et f(x) — 0 lorsque x — +00.

2. Etudier de méme les expressions
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3. La fonction gamma est définie par
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I'(z) = / e Yy ldy.
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(a) Vérifier que cette définition a un sens pour z € |0, +o0o|.

(b) Démontrer l'identité I'(x +1) =z I'(x).

(c¢) Calculer I'(n) pour n entier > 0.

(d) Calculer T'(1) sachant que /+ e Vidy = @ :

(e) Montrer que I' est une foncti(?n continue sur |0, 400 .

(f) Montrer plus généralement que I' est une fonction C*° sur |0, +oo].
(g) Vérifier que I'(z) — 400 lorsque 2 = 0.

Remarque: Le comportement a l'infini est donné par la formule de Stirling:
Mz+1) ~V2m x®e ™ lorsque x — 400 .

4. Montrer que la fonction too
f@) = [ e cosay) dy
0
est bien définie sur R, dérivable et qu’elle vérifie I’équation différentielle
e tef@ =0
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En déduire une expression explicite de f(z), sachant que ; e Vdy = 5.



5. FEquation de la chaleur sur R
Soit f une fonction continue bornée sur R.

(a) Montrer que l'intégrale
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u(t,z) = # flx —2Vty) eV’ dy

est bien définie pour tout ¢t € |0, 400 | et pour tout = € R.
(b) Montrer que u est une fonction continue sur ] 0, +oo[x R.

(¢) Montrer que too .
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possede des dérivées partielles par rapport a t et par rapport a x.
(d) Montrer que u vérifie I’équation de la chaleur

2
%u(t,m) = %u(t,x) :

(e) Montrer que

limy o u(t,z) = f(z)
pour tout z € R.

6. Probleme de Dirichlet dans le demi—plan R%2 =R x]0,+o00 |
Soit f une fonction continue bornée sur R.

(a) Montrer que l'intégrale
+o0

u(r,y) = + flx+yz) 45 dz

est bien définie pour tout z € R et pour tout y € |0,+00].

(b) Montrer que u est une fonction continue sur R% .

(c) Montrer que +00
u(z,y) = %/ mf(z)dz.

(d) Montrer que u possede des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 qu’on calculera.
(e) Montrer que u est une fonction harmonique dans Ri, au sens ou
2 2
Au = T4+ g—;ﬁ
s’annule.
(f) Montrer que

pour tout =z € R.



