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Intégration sur un intervalle compact

76. Primitives d’une fonction continue sur un intervalle; définition et propriété de 'in-
tégrale, inégalité de la moyenne. Applications.

77. Intégration par parties, par changement de variables. Exemples et applications.

Exercices

e e . x4
1. Trouver une primitive de la fonction z +—— @t2:52)p -

2. (a) On obtient 0=1 en intégrant par parties
l1 dx_l—i_/xlnmdx
et en simplifiant. Expliquer cette erreur ?

(b) Trouver une primitive de la fonction z — —— sur ]1,+oo][.

3. Soit f une fonction continue sur [0,1]. Montrer que

1
/Of(x)da;: l1m Zk 1f

En déduire le comportement des suites a, = Zk 1 sin & =3, n—|—k ,
Cn = Y opey 7m gz s dn = D _pq k® (00 a est un parametre reel >—1).

4. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Montrer que
b
/ |f(z)|dz =0
a
5. Soit f une fonction continue sur un intervalle | Montrer que

’/f d:z;’</}f }daz

6. Inégalité de Cauchy—Schwarz :
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b]. Montrer que

’/f dx)</}f}dx/2/}g}dxl/2.

Quand a—t—on égalité ?

si et seulement si f =0.

Quand a—t—on égalité ?

7. Soit f:R — C une fonction continue de période 7" > 0. Montrer que f a la méme
intégrale sur tout intervalle de longueur 7 :

a—|—T
VaeR, dx—/f



8. Montrer que, pour tout z€R et pour tout n€N, on a

n L z T—)™
e’ = Zk:o% +/0 Z=y)" n?) eVdy .

En déduire que too
e= Y
k=0 !

9. Démontrer la formule de Taylor avec reste intégral :
F@) = Y0 SO o) =) + & [ 0) oy dy
Zo

10. Montrer que la fonction N
siny
T — /1 ” dy
est bien définie sur [1,+o0 | et qu’elle possede une limite a l'infini, qu’on évaluera.

11. (a) Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle [a,b]. Montrer que les
intégrales

/abf(x) cos(nz) dz /abf(x) sin(nx) dz , /abf(ac) oinT gy

tendent vers 0 lorsque n — 4o00.
(b) Etendre ce résultat aux fonctions continues.

12. On considere les intégrales de Wallis
In:/ (cosnz)" dx VneN.
0

(a) Calculer Io, [1, [2, Ig,
(b) Etablir une relation de récurrence entre I, et I, 5.

(c) En déduire que - ﬁ F(nTH>
o2 (M)

13. Considérons la suite dans R définie par la relation de récurrence

1
Upi1 = / max {u,,t}dt VYneN.
0
Etudier le comportement de la suite (u,)nen en fonction de la donnée initiale ug€R.

14. Soit f:[0,+o00[ — [0, 400 [ une fonction continue. Posons, pour tout z €] 0, +00 |
et pour tout neN*,

T 1/n
M) = sup o 10) et w = ([ orar)”"
(a) Montrer que u,(x) < M(z)z'/™. ’
(b) En utilisant la continuité de f, montrer que, quel que soit >0, il existe 6 >0 tel
que uy,(x) > 6Y/" [M(z)—¢].
(b) En déduire que
im0 up () = M(x).



