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Intégration sur un intervalle compact

76. Primitives d’une fonction continue sur un intervalle ; définition et propriété de l’in-
tégrale, inégalité de la moyenne. Applications.
77. Intégration par parties, par changement de variables. Exemples et applications.

Exercices

1. Trouver une primitive de la fonction x 7−→ x+4
(x2+2x+2)3 .

2. (a) On obtient 0=1 en intégrant par parties
∫

1
x ln x

dx = 1 +

∫

1
x ln x

dx

et en simplifiant. Expliquer cette erreur ?
(b) Trouver une primitive de la fonction x 7−→ 1

x ln x sur ] 1, +∞ [ .

3. Soit f une fonction continue sur [ 0, 1 ] . Montrer que
∫ 1

0

f(x) dx = lim
n→+∞

1
n

∑ n

k=1
f( k

n ) .

En déduire le comportement des suites an =
∑n

k=1 sin kπ
n

, bn =
∑n

k=1
1

n+k
,

cn =
∑n

k=1
1

n2+k2 , dn =
∑n

k=1 kα ( où α est un paramètre réel >−1 ) .

4. Soit f une fonction continue sur un intervalle [ a, b ] . Montrer que
∫ b

a

∣

∣f(x)
∣

∣ dx = 0

si et seulement si f = 0 .

5. Soit f une fonction continue sur un intervalle [ a, b ] . Montrer que
∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx
∣

∣

∣
≤

∫ b

a

∣

∣f(x)
∣

∣ dx .

Quand a–t–on égalité ?

6. Inégalité de Cauchy–Schwarz :
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [ a, b ] . Montrer que

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) g(x)dx
∣

∣

∣
≤

(

∫ b

a

∣

∣f(x)
∣

∣

2
dx

)1/2 (

∫ b

a

∣

∣ g(x)
∣

∣

2
dx

)1/2

.

Quand a–t–on égalité ?

7. Soit f : R −→ C une fonction continue de période T > 0 . Montrer que f a la même
intégrale sur tout intervalle de longueur T :

∀ a ∈ R ,

∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx .



8. Montrer que, pour tout x∈R et pour tout n∈N , on a

ex =
∑n

k=0

xk

k!
+

∫ x

0

(x−y)n

n!
ey dy .

En déduire que
e =

∑+∞

k=0

1
k! .

9. Démontrer la formule de Taylor avec reste intégral :

f(x) =
∑n

k=0

1
k! f (k)(x0) (x−x0)

k + 1
n!

∫ x

x0

f (n+1)(y) (x−y)n dy .

10. Montrer que la fonction

x 7−→
∫ x

1

siny
y dy

est bien définie sur [ 1, +∞ [ et qu’elle possède une limite à l’infini, qu’on évaluera.

11. (a) Soit f une fonction de classe C1 sur un intervalle [ a, b ] . Montrer que les
intégrales

∫ b

a

f(x) cos(nx) dx ,

∫ b

a

f(x) sin(nx) dx ,

∫ b

a

f(x) einx dx

tendent vers 0 lorsque n → ±∞ .
(b) Etendre ce résultat aux fonctions continues.

12. On considère les intégrales de Wallis

In =

∫ π

0

(cos nx)n dx ∀ n∈N .

(a) Calculer I0 , I1 , I2 , I3 , . . .

(b) Etablir une relation de récurrence entre In et In−2 .
(c) En déduire que

In =

√
π

2

Γ(n+1
2

)

Γ(n+2
2 )

.

13. Considérons la suite dans R définie par la relation de récurrence

un+1 =

∫ 1

0

max {un, t} dt ∀ n∈N .

Etudier le comportement de la suite (un)n∈N en fonction de la donnée initiale u0∈R .

14. Soit f : [ 0, +∞ [ −→ [ 0, +∞ [ une fonction continue. Posons, pour tout x∈ ] 0, +∞ [
et pour tout n∈N∗,

M(x) = sup t∈[0,x] f(t) et un =
(

∫ x

0

f(t)n dt
)1/n

.

(a) Montrer que un(x) ≤ M(x) x1/n .
(b) En utilisant la continuité de f , montrer que, quel que soit ε>0 , il existe δ>0 tel
que un(x) ≥ δ1/n [M(x)−ε ] .
(b) En déduire que

limn→+∞ un(x) = M(x) .


