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Semaine 4 - Suites monotones, suites adjacentes.

1. On considére les deux suites

1424+ L b
Up, = — 4.+ —etv, =u, .
2! n! n(n!)

(a) Montrer qu’elles sont adjacentes.

(b) On note e leur limite commune. En raisonnant par Pabsurde, montrer que e est irrationnel.

2. Soit (zy,)n une suite de réels positifs, décroissante telle que lim,,_,, z, = 0. Pour tout n entier, on pose
n

K .
Up = E (—1)*2y, puis v, = Uz, et w, = Ugni1.
k=0

(a) Montrer que les suites (v,,) et (w,) sont adjacentes.

(b) En déduire la convergence de la suite (u,). On note S = limy, oo un = Y peo(—1) 2 et on dit que S est
une série alternée.

(¢) Montrer que |S — up| < Zpi1.
3. Soit (gn)nen une suite croissante d’entiers, avec go > 2. On pose

"U,():i

1 1
Uy = —
1 q0 + qoq1

1, 1 1
Un = 5 + qoq1 ot q0q1---qn

(a) Montrer que (uy,)nen est croissante et majorée, et converge vers un réel x € [3,1].
(b) Montrer que s'il existe k > 0 tel que pour tout n > k, g, = g, alors = est rationnel.
4. Soient a et b des réels. tels que 0 < a < b. On définit w,, et v,, pour n > 0 par

Ug = a
Vo = b
Un+1 = 4/UnUn

Vpg1 = Un +Vn

Montrer que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.
5. Soient ug et vg deux réels tels que 0 < ug < vg. On pose

_ up+Avy,
{um = tat

_ Up—tpou
,l}’n,+1 - n1+/:/L =

Mountrer que, si 0 < A < p, alors ug < uy < v1 < vg, et étudier les suites (up)nen €t (U )nen.

6. On considere les suites
n—1

"1 1
Uy, = -, Uy = -, T, =Inn.

(a) Montrer que, pour tout n > 2, u, < &, < v,. Interprétation géométrique ?
(b) Etudier la convergence des suites (uy,), (v,) et (z,).
(¢) Montrer que les suites (1 + u,, — ) et (v, — x,) sont adjacentes.

Leur limite est notée v et est appelée constante d’Euler.

(d) Décrire un algorithme pour calculer v & 10~3 pres.



