Université d’'Orléans Année 2007/2008
CAPES de Mathématiques Semai8

Accroissements finis . . .

Question de coursLe principe de Lagrange
Soit | un intervalle ouvert non vide &Ret une applicatiohde | versR, dérivable.
Démontrer les propositions suivantes :
1. «fest constante sur | » si et seulement si « paarx@ll, f'(x)=0 ».

2. «festcroissante sur | » si et seulement si « puirkd 1, f'(X)=0 ».
3. «f est strictement croissante sur | » si et seulesienpour toutx(1 | f'(x)= 0, et 'ensemble
desxO Itels quef '(x) = One contient pas d'intervalle ouvert non vide ».

Exercice 1 Un théoreme de prolongement
1) Soit | un intervalle ouvert non vide & une applicatiori de | versR eta un point de I. On suppose qu'il
existe un intervalle{a,a+r [ inclus dans | sur lequékst continue et tel qdesoit dérivable su}a,a+r [

a) Démontrer que si admet une limite finie/ ena a droite alorg est dérivable ea a droite.
b) La réciproque est-elle vraie ?
2) Démontrer que la fonctiorf : x— Arcsin(L-x2) est de class€® sur l'intervalle [0, 1].

Exercice 2 Théoreme des accroissements finis généralisés
Soita etb des réels tels qua<b . Soitf etg des application%a,b] - R, continues su[a,b] et dérivables

sur|a,b[. Démontrer qu'il existee]a,b[ tel que(g(b) - g(a)) f*(c) = (f (b) - f (a))g'(c) .

Exercice 3 La régle de L’'Hospital ( 1696 )
Soit | un intervalle ouvert non vide & des applicationsetg de | versR dérivables sur .
a) Démontrer que sg ne s’annule pas sur |, algyest injective.

b) On suppose qug He s’annule pas sur | et qu’en un pairtte I, f (a) =g(a) = 0.

Démontrer que s+f— admet une limite fini¢/ ena, alorsi admet également pour limite ena.
g g

Exercice 4 Soit f :[a,+oo[_> R une application dérivable. Démontrer quef siadimet une limite fini¢/ en

, f(x
+ o0, alors lim L
X — +o00 X

Exercice 5 Soit aD] 0,1[.

= (. Etudier I'implication réciproque.

] . a a
a) Démontrer que pour tout entiarz | —<(n+1)" -nT <.
n+1)" n?
n
b) En déduire un équivalent d§: = guandn tend vers+co .
p=1 p

n+l n
Exercice 6 Etudier la limite den " —(n-1)"1 quandn tend vers+ o .

Exercice 7 1) Démontrer que, pour tounD] 0,1], i< InL+t) <t.

n n+1
2) En déduire que, pour tout entiee @1+1j <e<(1+—j .
n n

bn+1 _ an+1

— <(n+1)b".

3) a) Montrer que, pour tout entier>  dt tous réel®<a<b: (n+1)a" <
1 n 1 n+l
b) Prouver que les suit {1+—j et (1+—j sont adjacentes et préciser leur limite.
n n

Exercice 8Etudier la limite éventuelle de la suite définges : u, OR et pour tout entien> Ou,,; =cos(i,).
A. Leroy



