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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES SEMAINE 4

Applications linéaires, matrices.

1 - Soit E IK-espace vectoriel et f un endomorphisme.
1) Montrer les équivalences
(a) E=Ker f +Imf < Imf = Imf?
(b) Ker f NImf = {0} < Kerf = Ker f?
Qu’en déduit-on si f est un projecteur (f = f2)? Donner un exemple d’endomorphisme f
qui n’est pas un projecteur et qui vérifie £ = Ker f @ Imf.
2) Si FE est de dimension finie, montrer que

Imf=1Imf? < E=Kerf+Imf < Kerf NImf = {0} < Kerf = Ker f?

2 - Soient u et v deux applications linéaires d’un espace vectoriel de dimension finie £ dans
un espace vectoriel F'. Montrer que

rg(u + v) < rg(u) + rg(v) .
En déduire que
lrg(u) — rg(v)| < rg(u+ v) < min{dim E, dim F,rg(u) + rg(v)}
Si de plus, u + v est un automorphisme et u o v = 0, montrer que rg(u) + rg(v) = dim E.

3 - Soient F et F' deux espaces vectoriels sur IK =1R ou C, et f € L(E, F).
1) Montrer que sont équivalentes:
(a) f est injective,
(b) Ker(f) = {0},
(c) il existe g € L(F, E) tel que go f = Idg.
2) Montrer 1’équivalence des propositions suivantes :
(a) f est surjective,
(b
(

)
) Im (f) = F,
)

c) il existe g € L(F, E) tel que fog= Idp.
4 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur IR ou C, et u un endomorphisme sur
E. On désigne par Ny, le noyau de u* et par Ij, 'image de uF.

a) Montrer que la suite (Vi) est croissante, la suite (Ij) est décroissante (pour I'inclusion).
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b) Montrer qu’il existe un entier m tel que Vk > m, Iy = I, et Ny = N,, et pour tout
k<m—1, Iy4+1 C Iy, NyCNg41 (inclusions strictes).

¢) Montrer que
E=N,®&I,.

5 - Soit M5(IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels, et A la matrice

0 1
()
On considere application f : Ma(IR) — Mo (IR) définie par f(M) = AM — MA.

Montrer que f est linéaire, déterminer son noyau et son image. Donner une base du noyau.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique.

6 - On considere l'espace E = IR3[X] des polynémes a coefficients réels de degré < 3.
1) Montrer que 'application f qui au polynéme P associe le polynéome @) défini par Q(X) =
P(X+1)4+ P(X —1) — 2P(X) est un endomorphisme de E.
2) Déterminer le noyau et 'image de f. Quel est son rang?

7 - On considere l'espace E = C,[X] des polynémes a coefficients complexes de degré < n.
1) Montrer que I'application T': P(X) — P(X + 1) est un isomorphisme de E.
2) Montrer que la matrice

1 1 J R |
0 cl oo oot
M=10 0 c: ... C?
o o0 ... 0 C7

est inversible et déterminer son inverse.
3) a) Déterminer le noyau et I'image de ’endomorphisme A =T — Id.
b) On pose Py = 1, et pour k entier, 1 < k < n,

Pk:X(X—l)--k;!(X—k’Jrl)‘

Montrer que (P, ..., P,) est une base de E et déterminer la matrice de A dans cette base.
Retrouver ainsi le résultat du a).

8 - Soit E un IK-espace vectoriel et p un endomorphisme de FE.
1) Montrer ’équivalence entre les propriétés suivantes:
(a) p?> = p (p est un projecteur),
(b) Im (p) ® Ker(p) = E et p est la projection sur Im (p) parallement a Ker(p).
2) Soit p un projecteur.
a) Montrer que Idg — p est un projecteur.



b) Montrer que Ker(Idg — p) = Imp, Kerp = Im (Idg — p).

¢) Trouver une base de E dans laquelle la matrice représentative de p est diagonale a
coefficients diagonaux dans {0,1}.

3) Donner un exemple d’endomorphisme f de E qui n’est pas un projecteur et qui vérifie
Im (f) @ Ker(f) = E.

9 - Soit E un IK-espace vectoriel (IK = IR ou C), on rappelle que si E; et Ey sont deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F, la symétrie par rapport a Fq parallement a
Es5 est application o définie par o(x) = 1 —x2 ol = x1 + x5 est 'unique décomposition
de = avec x1 € Fq, xo € Es.

Montrer que o = 2p — Idg ou p est la projection sur E; parallement a Fs.

1) Montrer qu'une telle application vérifie 02 = Idg (o est involutive).

2) Soit o un endomorphisme de E tel que 0?> = Idg . Montrer que Ker(Idg + o) et
Ker(Idg — o) sont deux sous-espaces supplémentaires de E et o est la symétrie par rapport
a Ker(Idg — o) parallement a Ker(Idg + o).

10 - Soit n > 1 un entier, on désigne par (E; ;)1<i<» la base canonique de M,,(IK) (espace
15j<n

vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans IK).

a) Si A € M, (IK), calculer AFE; ; et E; ; A.

b) Soit A € M,,(IK) telle que pour tout M € M,,(IK), on ait AM = MA. Montrer qu’il
existe A € IK tel que A = AI,,. (A est une matrice d’homothétie vectorielle).

Montrer que la conclusion est la méme si on suppose que AM = MA pour tout M €
GL,(IK) (matrices carrées d’ordre n inversibles).

c) En déduire que si f un endomorphisme de E (IK-espace vectoriel de dimension finie)
qui commute avec tout automorphisme de FE, alors f est une homothétie vectorielle.

11 - Pour A € M, (IK), on rappelle que la trace de A, notée tr(A), est définie par tr(A) =
D i @i
1) a) Montrer que 'application trace, X + tr(X), est une forme linéaire sur M., (IK).
b) Montrer que si X, Y € M,,(IK), on a tr(XY) = tr(Y X).
c) Soit £ un IK-espace vectoriel de dimension finie n, et f un endomorphisme de F, montrer
que si M et M’ sont des matrices représentatives de f, on a tr(M) = tr(M’).
Cette propriété permet de définir la trace de f comme étant la trace d’une matrice représentative
(quelconque) de f.
2) Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(IK) telle que pour tout couple (X,Y) d’éléments de
M, (IK), on ait p(XY) = p(Y X).
Montrer qu’il existe A € IK tel que pour tout X € M, (IK), ¢(X) = A tr(X).

12 - Soient A, B € M,,(IK), résoudre dans M,,(IK), I’équation (en M) : M +tr(M)A = B.

13 - Soit E un IK-espace vectoriel et v un endomorphisme de E de rang 1.
a) Montrer qu’il existe un unique A € IK tel que u? = \u.
b) On suppose de plus que E est de dimension finie et que A # 1. Montrer que u — Idg
est un automorphisme et calculer son inverse en fonction de A\, v et Idp.



