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Semaine 5 - Linéarité - Matrices.

(1) Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif (R ou C si l'on veut...) et soit p un

endomorphisme de E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) p? =p (> =pop).

(b) E = Ker(p) ® Im(p) et Vo € Im(p), p(x) = .
La premiere propriété est algebrique, I'objet est alors appelé un projecteur; la seconde pro-
priété est géométrique et p est appelé la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).

(a) Montrer que p est un projecteur si et seulement si (I — p) est un projecteur.

(b) Déterminer, en dimension finie, la matrice de p, un projecteur, dans une base bien choisie.
(c) Donner un exemple d’endomorphisme f de E qui n’est pas un projecteur et pour lequel

E = Ker(f)® Im(f).

(2) Soit £ un K-espace vectoriel (K = R ou C). Un endomorphisme de E est appelé symétrie
o s’il existe deux sous espaces supplémentaires de E, F; et Es, tels que o soit la symétrie
par rapport a E; parallelement a Ey (autrement dit tout x de E s’écrit (de maniere unique)
T =1+ x5 avec 11 € Ey et g € By et o(x) = 21 — x3).

(a) Soit o un endomorphisme de E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) o est une symétrie.
(i) 02 = I (on dit que o est une involution).
(ili) ¢ = p1 — p2, ou p; et py sont des projecteurs sur deux sous espaces vectoriels
supplémentaires.
(b) Montrer que si ¢ est une symétrie, £ = Ker(oc — 1) ® Ker(o + I).
(c) Si E est de dimension finie et o est une symétrie, donner la matrice de ¢ dans une base
bien choisie.

(3) Soit E le sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R®, engendré par les fonctions fi, fo, f3
ou fi:t—1, fo:t— Sh(t), fs:t— Ch(t).

(a) Vérifier que (f1, fa, f3) est une base de E.

(b) soit ¢ : E — R définie par p(f) = g, ot g(t) = f(t) + f(—t), t € R. Vérifier que ¢ est
un endomorphisme de E.

(c) Quelle est la matrice de ¢ dans la base (f1, fa, f3)? Déterminer une base de Ker(y) et
une base de Im(y).

(4) Pour s’entrainer... Dans I'espace vectoriel £ = C* muni de la base canonique, on donne les
vecteurs

Vi=(1,0,2), Va=(1,1,2), V3 =(2,1,5),.

(a) Vérifier que B’ = (V1,Vh, V3) est une base de E. Ecrire la matrice de passage de la
base canonique B a la base B'. Soit © = (21, %2, x3) = 2|V1 + 24Va + a4 V3. Calculer les
coordonnées 1, T2, 3 en fonction des coordonnées z, x}, .

(b) Déterminer la matrice de passage de la base B’ a la base B.

(5) Soit l'application linéaire f : R® — R3 dont I'expression dans la base canonique est f(z,y,2) =
(—x4+y+z,—2x+y+z,—6x+2y+ z) pour tous z,y, z € R. On note A la matrice de f dans
la base canonique. On note V] = (1,0,2), V5 = (1,1,2) et V3 = (2,1,5). Apres avoir montré
que cette famille forme une base de R?, déterminer la matrice de f dans cette nouvelle base
a partir de la matrice A.

(6) Pour n € N*, on note FE,, le C-espace vectoriel constitué du polynéme nul et des polynomes
a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n. Soit f € L(FE3, Fy) définie par
f(P)= P — P" pour P € Es.

(a) Déterminer la matrice A de f dans les bases canoniques de F3 et Fj.

(b) Soit S € C[X] de degré 3. Démontrer que {S, 5", 5", S®} forme une base de E3 et que
{5,8", S®} forme une base de E,. Ecrire la matrice de f relativement & ces bases.
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(7) Soit E = R3[X], on considére 'application

| F — E
f’{P — Q tel que Q(X) = P(X +2) + P(X) — P(X +1).

(a) Montrer que f(E) C E et que f est une application linéaire de E sur lui-méme.

a
(b) Déterminer Kerf et Imf.
(c) Existe-t-il une base B de E telle que

O = O

matp(f) =

oo OO
oo oo
o OO

0

(8) Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C, de dimension n. Soit u € L(F). On suppose
quil existe zg € F tel que la famille {u(xg), u*(zo), ..., u™(x)} forme une famille libre.
(a) Montrer que u est un automorphisme de E.
(b) Montrer qu’il existe ay, ..., a,—1 dans K tels que

u"(20) + ap_1u™ H(20) + ... + aru(xg) + agro = 0.
En déduire que
U4 Q™+ 4 ay +agl = 0.
(c) Soit v € L(FE), on suppose que v o u = u o v. Montrer qu’il existe by, ..., b,_1 tels que
U(x'(]) = bn,lunfl(xo) + ...+ b1U(x0> + boxo
puis que
v = bn_lu”_l + ...+ blu + bo]
(9) Soit £ un espace vectoriel sur R ou C de dimension finie et u € L(E). Pour tout n € N, on
pose I,, = Im(u") et K,, = Ker(u™). Montrer qu’il existe p € N tel que
(a) pour tout n < p, K, C K, et I,11 C I, (inclusions strictes);
(b) pour tout n > p, K,, = K, et I,, = I,.
Montrer que £ = K, @ I,.
(10) Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3n et soit u un endomorphisme de E tel que u # 0
et u> +u =0 et rg(u) = 2n. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de

U est
0 O 0
0 0 —Id
0 Id 0

(on pourra considérer un vecteur e, ;1 dans I'm(u) et es, 11 = u(e,41) et compléter de maniere
adéquate).



