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GEOMETRIE

Exercice 1

Soit ABC un triangle et A1 le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Soit Δ2et  Δ3 les droites perpendiculaires à (BC) en B et C respectivement.

Soit J et K les projetés orthogonaux respectifs de A1 sur les droites (AB) et (AC).

On note J’ le point où la droite (A1 J) coupe Δ2 et K’ le point où la droite (A1K)  coupe Δ3.

Démontrer que la droite (J’K’) contient l’orthocentre H du triangle ABC.

Exercice 2

Soient A, B, C trois points distincts d’un plan P.

1) Soit Γ l’ensemble des points M du plan P tels que MA2-2MB2+MC2=50.

Déterminer et construire l’ensemble Γ dans chacun des cas suivants :

a) Le point B est le milieu de [AC] et AC=10.

b) Les points A, B, C sont non alignés et BA=BC=5.

c) Les points A, B, C sont sommets d’un triangle rectangle en B tel que BA=3 et BC=4.

2) Déterminer l’ensemble Ω des points M du plan P  tels que : MA2+4MB2+MC2=25, dans le cas où  [image: image2.png]BA 1 BC



 , BA=3 et BC=4.
Exercice 3

Le plan euclidien étant rapporté à un repère orthonormé [image: image4.png]


, on considère la courbe (Γλ), ensemble des points dont les coordonnées vérifient l’équation suivante :

y2=λ(x2+2x)-3      (λ≠0) .

1) Montrer que, lorsqu’elle existe, la courbe (Γλ) est une conique. Discuter la réalité et la nature de cette conique, suivant les valeurs de λ. Préciser, dans chaque cas, les éléments(demi-axes, demi distance focale, excentricité) de cette conique.
2) Construire, sur la même figure, les coniques (Γ-4) et (Γ1).
Exercice 4

Etant donné deux points fixes A et A’, déterminer l’ensemble des points M tels que, H étant la projection de M sur la droite (AA’), on ait [image: image6.png]1 1 1
MA® | MA? | MH?




.
Exercice 5

A) Le plan affine euclidien P est rapporté à un repère orthonormé [image: image8.png]


 On considère l’application T de P dans lui-même qui, à tout point M de coordonnées (x, y), fait correspondre le point M’ de coordonnées (x’, y’), telles que :
[image: image9.png]{x ax +by +c
y=bx—ay+d




a, b, c, d étant des nombres réels. Dans tout le problème, on supposera (a, b)≠(0, 0).

1) Déterminer c et d, en fonction de a et b, pour que le point ω(1, 0) soit invariant par T. On notera Ta, b la transformation ponctuelle de P ainsi définie.
2) Déterminer l’ensemble des points invariants par T0, 1 et démontrer que T0, 1 est une isométrie que l’on précisera.
3) Montrer que toute transformation T0, b est la composée de T0, 1 et d’une transformation simple que l’on précisera. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de T0, b .
B) Soit [image: image11.png]Rasii



 le plan vectoriel associé  au plan affine P et φ l’endomorphisme de [image: image13.png]Rasii



 associé à Ta, b.
1) a) Montrer que φ est une application linéaire bijective.
b) Montrer que : [image: image15.png]o @)l = Allll



, λ étant un nombre réel que l’on déterminera en fonction de a et b.

2) Soit h l’homothétie de rapport [image: image17.png]


 ; montrer que l’application composée φ o h est                                                           une isométrie vectorielle. En déduire que l’application φ est la composée dans un ordre quelconque d’une isométrie vectorielle et d’une homothétie vectorielle de rapport positif.

3) Montrer qu’il existe deux droites orthogonales ([image: image19.png]


) et ([image: image21.png]


), globalement invariantes par φ. Soient [image: image23.png]


 et[image: image25.png]


 deux vecteurs non nuls appartenant respectivement à ([image: image27.png]


) et ([image: image29.png]


), écrire la matrice de φ relativement à la base ([image: image31.png]


 , [image: image33.png]


).

4) Utiliser l’étude précédente pour définir, avec précision, la transformation Ta, b.

ALGEBRE

Exercice 1

Soit [image: image35.png]=(([o,7].R)



muni du produit scalaire (f,g)=[image: image37.png]Iy F(Dg(t) dt



.

Calculer inf[image: image39.png]Jy (xsint+ycost—t)?dt



 pour (x, y) dans [image: image41.png]


. Interpréter ce résultat.

Exercice 2

Soit f(t)=et avec t dans [0, 1]. Quelle est la meilleure approximation de f par des polynômes de degré inférieur à 2 dans L2([0, 1]) ?

Exercice 3

Soit A=([image: image43.png]-



). 

Etudier l’application f définie sur M2([image: image45.png]


) par : [image: image47.png]VM € My(R),f(M) =A*M



.

Déterminer son noyau et son image.

Exercice 4

Soit M une matrice de Mn([image: image49.png]


), nilpotente. Montrer que I-M est inversible.

Exercice 5

Soit P1, P2, P3 les polynômes de [image: image51.png]R[X]



 définis par : 
P1=λ+X+X2 , P2=1+λX+X2 , P3=1+X+λX2 .

1) Déterminer λ pour que (P1, P2, P3) soit une base de l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à deux.

2) Dans le cas où (P1, P2, P3) est une base, donner les coordonnées dans cette base du polynôme P=a0+a1X+a2X2.
Exercice 6
On désigne par E l’espace des fonctions réelles de variable réelle continues sur l’intervalle [-1, 1].

1) Montrer que, pour tout f de E, l’intégrale [image: image53.png]1 _f®
[ii=




 est convergente.

2) Montrer que, pour tout entier n, il existe un polynôme unique Pn de degré n tel que [image: image55.png]cosnf = B, (cosh).




3) On considère l’application de E2 dans[image: image57.png]


 définie par :

[image: image59.png]1 fe)g(e)
v(f.9) € %, (flg) = [, 222 e



.

a) Vérifier que cette application définit un produit scalaire sur E.

b) Soient Q0, Q1, …, Qn, …. les polynômes obtenus par orthonormalisation à partir des polynômes 1, X, …, Xn, … Montrer que pour tout entier n, il existe un réel λn tel que Qn=λnPn et déterminer [image: image61.png]|4,



.
Exercice 7 
E est un espace euclidien de dimension finie et p est un projecteur non trivial (p≠0 et p≠I).

L’endomorphisme p est-il diagonalisable ?

Exercice 8

Sur E=[image: image63.png]R, [X]



, étudier l’application linéaire u : [image: image65.png]P(X) - P(X) — P(X — 1)



.

Exercice 9

1) Soit A=[image: image67.png]0
1
0

€M, ()




. 

Déterminer le polynôme caractéristique de A.
2) Trouver A[image: image69.png]€ M;(R)



 telle que A7-1992 A6 + A3-4=0.

