Feuille d’exercices sur la dérivation

1 Reésultats correspondant aux lecons 61 et 62

Exercice 1 (un résultat figurant dans la legon 61)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et xy € I.

On dit que € est une approximation affine de f au voisinage de x s’il existe b € R tel
que 0(x) = f(xo) + b(z — x¢) pour tout x € R.

On dit que 6 est une meilleure approximation affine de f au voisinage de xg si 6 est une
approximation affine de f au voisinage de x et si pour toute autre approximation affine

0 on a: ~
o @) =8

=0 f(x) = 0(x)

1. Démontrer que: si une meilleure approximation affine existe, alors elle est unique.

2. Démontrer que: f admet une meilleure approximation affine au voisinage de z si et
seulement si f est dérivable en xo. De plus, dans ce cas, la meilleure approximation
affine de f au voisinage de xg est: 0(x) = f(xo) + f'(xo)(z — ).

Exercice 2 (util. de la déf. de la dérivabilité et du nb dérivé a I'aide du taux d’accroissement, Cf legor
Soit f: I —Retcel.

Supposons que f admet un extremum local en ¢ et que f est dérivable en c.

Montrer que f'(c) = 0.

Exercice 3 (2 applications de la dérivée d’une fonction composée, Cf lecon 62)
1. Soit f : R — R une fonction périodique et dérivable. Montrer que f’ est périodique.
Réciproquement, si une fonction f est dérivable de dérivée périodique, peut-on
conclure que f est périodique ?

2. Soit f : R — R une fonction dérivable paire (respectivement impaire). Montrer que
f’ est impaire (respectivement paire).
Réciproquement, si une fonction f est dérivable de dérivée paire (respectivement
impaire), peut-on conclure que f est impaire (respectivement paire) 7

Exercice 4 (Leibniz, Cf lecon 62)
Soit n € N* | et f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I de R. Montrer
que fg est n fois dérivable sur [ et

(Fg)™ = " Chfrhgh
k=0

2 Exercices sur la dérivabilité et sur le calcul de dérivées

Exercice 5
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de

R —- R
fi:< z — msin% sixz#0
r — 0 siz =0



2. Montrer que

R —-— R

fo: @ — a?sint siaz#0
zr — 0 six=20

est dérivable sur R. Est-elle de classe C! ?
3. Que peut-on dire de

R — R

fe:d © — xksin% siz#0
r — 0 siz=20

pour k entier, k > 37

Exercice 6
Soit f : R — R définie par f(z) =0siz <0, et f(z) =e V" siz >0,

1. Montrer par récurrence sur n que, pour tout n € N*, f est n fois dérivable sur R*

et

1
3P, € R[X] tel que Vz >0 fM™(z) =e V*P, (—)

X

2. Montrer que, pour tout n € N*, f est n fois dérivable en 0 et £ (0) = 0.

3. Montrer que f est de classe C* sur R.

3 Un exercice pour aller plus loin et réviser notamment
la dérivation d’une bijection réciproque

Exercice 7

1. Montrer que la restriction de la fonction tangente a l'intervalle }—g, g[ admet une
fonction réciproque notée arctan .

2. Montrer que la fonction arctan est dérivable sur R et déterminer sa dérivée notée
(arctan)’.

3. Montrer, pour tout x de R**, 'égalité: arctanz + arctan% = 3.

4. Etablir pour tout z de RT, 'encadrement : 0 < arctanz < x.

5. Montrer que arctanx « .

z—0



