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Semaine 12 - Exercices Analyse.

1. Soit f une fonction de classe C? telle que f(0) = 0. On pose g(t) = f(t)/t pour t # 0 et

9(0) = f(0).

Montrer que g est dérivable a l'origine et calculer ¢’(0).

Si f est de classe C*, montrer que g est de classe C? et déterminer g”(0).
Généraliser si possible.

2. Soient a < 0 < b deux réels et f une fonction de classe C*> sur [a, b]. On suppose que pour tout
entier n, f™(0) = 0 et que SUD, (o) |f™ (2)] < n!k™ ot k est un réel strictement positif donné.
Montrer que f est nulle dans | — 1/k, 1/k[N[a,b] puis que f est nulle sur [a, b].

3. Soit n € N* et f, :]0, +oo[— R définie par f,(z) = 2" — 2z —n.

a) Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans ]0, +oo[, que I'on notera
Uy, pOur n > 2.

b) Montrer que Vn > 2: 0 < u, < 2.

¢) Montrer que u]' ~ n.

nn
d) En déduire que Inu, ~ — et que lirJlrn u, = 1.
n n—-+00

Inn
e) Justifier que u, — 1 ~ —— et apprécier la rapidité de convergence de (u,) vers 1.
n

4. Soit ¢(z) :/ I(Iil_tt

a) Donner le domaine de définition de ¢.
b) Montrer que t —1 —Int ~ (¢ — 1)? en 1, et en déduire la limite en 1 de
1 1
t — — — ——. Montrer alors que lim ¢ = In 2.
Int t—-1 1
c) Montrer que

a ) Si f et g sont des fonctions continues sur un intervalle I, avec g > 0 et a € I et si
f=o(g) ena,alors [ f(t)dt =o ([ g(t) dt).
B ) Si f(xz) = P(x) 4+ o((x —a)™), ot P est un polynome de degré au plus n, alors pour
toute primitive F de f sur I : F(z) = F(a) + [ P(t) dt 4+ o((x — a)"*").
d) Donner le développement limité d’ordre 3 en 1 de ¢.
5. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I C]0, 0o et soit a un point & U'intérieur
de I. On suppose que f ~ g au point a.
(a) On suppose que f et g tendent vers | # 1 au point a. Montrer alors que Inf ~ In g au
point a. Que peut-on dire lorsque [ =17
(b) Montrer que e/ ~ e9 au point a si et seulement si lim, f — g = 0.
6. (a) Soit (u,) une suite réelle telle que lim,, (11 —u,) = a avec a # 0. Montrer que u,, ~ na

lorsque n tend vers l'infini.

(b) Soit (u,) une suite réelle définie par uy €0, 1[ et U1 = u, — (u,)?. Montrer que u, ~ *

n
(Indication : on pourra considérer la suite v, = 1/uy,).
7. Montrer que pour tout entier n > 1 I’équation tanx = = admet une unique solution a,, dans
Iintervalle |nm, 5 +nm|[. Chercher un équivalent de a, puis de d,, = § +n7 — a, lorsque n tend
vers l'infini.

8. Déterminer un équivalent simple de fol (In(1 + z))"dz lorsque n tend vers U'infini.



