PREPARATION   CAPES                                                         ORLEANS  2008  2009
                                                  EXERCICES

                                 ESPACES VECTORIELS LINEARITE
EXERCICE 1 : Soit E un espace vectoriel et fϵ L (E) ,tel que pour tout x  de E la famille {x,f(x)}
                         est liée. Montrer que f est une homothétie

EXERCICE 2 :  Soit E un espace vectoriel de dimension finie et fϵ L (E).Démontrer l’équivalence des quatre propriétés :
       E=Ker(f[image: image2.png])@Im(f)



                         E=Ker f+Im f                      [image: image4.png]Ker(f*) = Ker(f)



          [image: image6.png]Im(f?) = Im(f)




EXERCICE 3 : Soit E=C(R+,R) et u E→E définie par :

                         [image: image8.png]pour tout xde R** u(f)(x) = 2 [} f(¢) dt



 et u(f)(0)=f(0)
                       Montrer que u ϵ L (E) , déterminer Ker(u) et Im(u)
EXERCICE 4 :  Soit E=R4 .On considère les sous ensembles suivants :
[image: image10.png]F={(x,y,zt) ER*/x +3y +3z +3t = 0}



  [image: image12.png]={(xyzt) ERY/x—y+z—





                Démontrer que F et g sont des sev, trouver une base de F et G

               Trouver une base et la dimension de F[image: image14.png]ne



       

EXERCICE 5 : On considère E l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 .
                                                        Déterminer une base de E*
                             Montrer qu’il existe 3 rées a,b,c tels que, pour tout P de E :

                                               [image: image16.png]J; P(t)dt = aP(0) +bP(1) + cP(2)




EXERCICE 6   : Soit u et v deux applications linéaires d’un espace vectoriel E de dimension finie dans un espace F .

                                                 Montrer que rg(u+v)≤rg(u)+rg(v). 
                 Montrer que : [image: image18.png]lrg(w) —rg(v)l



≤rg(u+v)≤min{dimE,dimF,rg(u)+rg(v)}

EXERCICE 7 : Soit E ,F deux espace vectoriels et fϵL(E,F).
               1) Montrer que f est injective si et seulement si f transforme toute famille libre de E en une famille libre de F.

              2) Montrer que f est surjective si et seulement si  il existe une famille génératrice de E transformée en une famille génératrice  de F.

EXERCICE 8 : Soit E un espace vectoriel et f,g ϵL(e).
                                                   Montrer que :f(Ker(g°f))=ker(g)[image: image20.png]N Im(f)




EXERCICE 9 : Soit E un espace vectoriel et f,g ϵL(e) tels que f°g°f=f  et g°f°g=g
                1°) Montrer que E=Ker(f)[image: image22.png]


Im(g)

                 2°) Montrer que f(Im(g))=Im(f)

  EXERCICE 10 : Soit E un espace vectoriel et f ϵL(e) tel que :f3=Id

                    1°) Montrer que E=Ker(f-Id)[image: image24.png]


Im(f-Id)

                    2°) Montrer que Ker(f-Id)=Im(f2+f+Id) et Im(f-Id)=Ker(f2+f+Id)
EXERCICE 11 :Soit E l’espace vectoriel des polynômes sur R de degré ≤3 et soit f l’application qui à P de e associe le reste de la division de (x4-1)P par x4+x2.

                                                          Déterminer Kerf et Imf 

EXERCICE 12 : On se place dans R3[X] et soit U={PϵR3[X]/P(0)=0}.Démontrer que U est un sous espace vectoriel de R3[X].Déterminer un supplémentaire de U

EXERCICE 13 :Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ϵ L(E).
                       1°)  Montrer qu’il existe un plus petit entier n tel que Ker(up)=Ker(up+1)

                                        ( p s’appelle l’indice de u)

                       2°) Soit u ϵ L(E) d’indice n ,montrer que :

                                      [image: image26.png]Vp <mn,Im(u



p+1)[image: image28.png]


  Im(up) et [image: image30.png]Im (u



p+1)≠ Im(up)
                                      [image: image32.png]Vp =n,Im(u



p+1)= Im(up)
                                       E=Ker(un)[image: image34.png]


Im(un)

                          3°) Montrer qu’il existe deux sous espace F et G de E tels que :

                                     E=F[image: image36.png]DG



  ,F et G sont stables par u , u/F est nilpotent et u/G est inversible
