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Semaine 14 - Séries entieres 1.

1. A une série entiere »_ a,2", on associe

Ry = sup{r>0; Z |a,|r™ converge}

Ry = sup{r >0; Zanr" converge}
R; = sup{r > 0; llm a,r" =0}

R, = sup{r>0; anr est borné}.

Montrer que Ry = Ry = R3 = R4 = Rayon de convergence de la série entiere
(on pourra remarquer que Ry < Ry < R3 < Ry).

2. Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes :

(2" +n)2", (logn)z", n"z", n'€"2", nlZ", ™ 2", a"2"

: - n - .\
3. Soit f(x) = ), 5 an2™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
) - n A
Montrer que la série g(z) = }_ . na,z" a le méme rayon de conver-

gence et exprimer ¢ en fonction de f’.

4. Calculer les sommes :

n +1 n - 1 n— - n ant2
2”2 ;}n al g E ;(_1) an+1'

5. Donner le rayon de convergence et précisez le comportement sur le
cercle des séries suivantes :

Z Z ZnQ’ 28"71—1— an ,p € N¥ anQZnOfl lq] < 1.

neN neN neN neN neN
6. Etude de la convergence simple, absolue, normale, uniforme de la série

ZTL
entiere E —
n!

7. Soient R, et R, les rayons de convergence des séries Y a,z" et > b,2".
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8.

10.

(a) Montrer que le rayon de convergence R de > (a, + b,)z" est
supérieur ou égal a min(R,, R,). Peut-on avoir égalité? Inégalité
stricte?

(b) Montrer que le rayon de convergence R’ de > a,b, 2" est supérieur
ou égal a R, Ry. Peut-on avoir égalité? Inégalité stricte?

Montrer que pour tout = € | — 1, 1]

+00 (_1)n+1$n

1n(1+x):ZT

n=1

En déduire que le prolongement par continuité de x — % sur |0, +00]
est de classe C*.

Théoreme radial d’Abel. Soit ) a,2" une série entiere de rayon de
convergence 1. On suppose que Y a,, converge.

(a) Montrer que ) a,x™ converge uniformément sur [0, 1]. (on pourra
utiliser la transformation d’Abel pour majorer les restes).
(b) En déduire que lim, .; Y a,2™ = > a,. Montrer en particulier

+oo (—1)nt!
n=1 n :

que log?2 =

Donner un exemple de fonction de classe C* sur R et qui n’admet pas
de développement en série entiere.



