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| Probleme 1 (& rendre le 10 octobre |

Exercice 1. Soit F un espace vectoriel sur R et H un sous-espace vectoriel de F.

(1) On définie une relation sur £ par 2Ry (z,y € E) si et seulement si x —y € H.
Montrer que cette relation est une relation d’équivalence sur E.

On noterap =n(x) =x+H ={x+h,h € H} (suivant le contexte) la classe
d’équivalence de x € E et on note E/H l’ensemble des classes d’équivalence.

(2) Montrer que si 7(z) = 7(y) si et seulement si x —y € H (on dit que x et y sont
des représentants de la méme classe d’équivalence).

(3) Montrer que la somme (x+ H)® (y+ H) = (v +y) + H et le produit extérieur
A©® (x+ H) = Az + H définissent une structure d’espace vectoriel sur F/H

(appelée structure vectorielle quotient). Si besoin on notera e 1’élément neutre
de E/H.

(4) Montrer que si E//H est muni de la structure vectorielle quotient, I’application
7 : E — E/H est linéaire surjective.

A partir de maintenant, on suppose de plus que (E,||.||) est un e.v.n. et que
H est un s.e.v fermé de E.

(5) On pose N(p) = N(mw(x)) = infpepy || — h|| pour p=m(x) € E/H.

(a) Montrer que N (p) est bien définie indépendamment du représentant = € E
de p € E/H puis que N est une norme sur E/H.

(b) Montrer que 7 est linéaire continue et ||7|| < 1.

(c) Montrer que si H # E alors ||r|| = 1.
On note B(a, R) la boule de centre a € E et de rayon R > 0 dans E pour la
norme ||.|| et A(m(a), R) la boule de centre w(a) € E/H et de rayon R > 0
dans E/H pour la norme N.

(d) Montrer que 7 (B(a, R)) = A(7(a), R).

(e) En déduire que I'image d'un ouvert de E par 7 est un ouvert de E/H (On
dit que Uapplication est ouverte).
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(6) On suppose que (F,||.||) est un espace de Banach (H est toujours supposé
fermé). Montrer que (E/H, N) est un espace de Banach.
(On pourra utiliser un critére approprié. On pourra aussi utiliser comme nota-
tion "(pn)n est une suite de Cauchy dans E/H”.)

(7) Réciproquement, supposons que H est un espace de Banach pour la norme
induite ||.|| de E sur H et que (E/H,N) est un espace de Banach, montrer
qu’alors (E,||.]|) est un espace de Banach.

Exercice 2. Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une forme linéaire L,
continue sur /*°(N), telle que pour tout x = (x,,) de ¢*°(N), on ait

lirrhinf(xn) < L(x) < limsup(z,) (C).

n

puis d’en déduire un résultat sur la dualité. Rappel: (>(N) est l'espace des suites
réelles bornées sur N muni de sa norme usuel ||.||.

(1) Supposons qu'un tel L vérifie la condition (C) ci-dessus. Que vaut L(x) pour
x appartenant au sous-espace des suites convergentes de ¢*°(N)?

(2) On pose pour x € {*(N),
p(z) = limsup(z,,).

Montrer que p est une jauge.

(3) En déduire 'existence une forme linéaire L, continue sur ¢*°(N), vérifiant la
condition (C).

On note (£>)'(N) = L(¢>(N),R) l’espace des formes (réelles) linéaires con-
tinues sur (> (N).

(4) (a) Soit y € ¢*(N), on pose fy(x) = Y oe Tpy, pour x € (*(N). Montrer que
fy € (€)' (N).

(b) Montrer qu'’il existe g € (£°)'(N) tel que g # f,(x) pour tout y € ¢}(N).

(5) Conclure en terme de dualité.



Exercice 3. Pour tout x = (z,,) € (>°(N), on pose

p(z) = mf{hmsup— anﬂ)ﬂ/ m € N*,p1,...,pm € N}.
n—+0o0o
a) Montrer que p est une fonction sous—hnealre sur (*(N).
(Majorer p(z + y) par

mm

) 1
lim Sup / E E xn-‘rpj-i-qk + yn-‘rpj-i-qk)
n—+oo MM =1 k=1

avec m, m', 1, ..., Pms Q1 -, Gme cONvenables).

b) En déduire l'existence d'une forme linéaire L sur ¢>°(N), vérifiant les propriétés
sulvantes:

(i) Si @ = (x,,) converge alors L(z) = hrf Ty

(ii) Si pour tout n,z, > 0, alors L(x) > 0.

(iii) Si & = (x,) et &’ = (Ty41), alors L(x) = L(2').
(Pour ce dernier point on pourra montrer que pour tout entier m, p(z — ') < 2l ).

On appelle L une limite de Banach.



