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1. Un cube C, de masse m, assimilable �a un point mat�eriel M , est reli�e �a un ressort de raideurk et peut glisser sur un plan horizontal sans frottement. Le cube est amen�e en un point A, �aune distance a = OA de sa position d'�equilibre O; il y est lâch�e �a t = 0 sans vitesse initiale. Ils'ensuit un mouvement de retour vers le point O que l'on propose d'�etudier.

(a) A un instant t donn�e, le cube C est en un point M , �a la position x(t) = OM(t) et avecune vitesse de norme v(t).i. Exprimer en ce point l'�energie potentielle U (en la justi�ant) et l'�energie m�ecaniqueEm du cube C.ii. Que peut-on dire de l'�energie m�ecanique Em? Justi�er votre r�eponse.(b) Le cube C arrive au point O.i. D�eterminer, �a partir de l'�energie m�ecanique Em, la vitesse du cube en ce point enfonction de k, m et a.ii. En d�eduire, en fonction de k et a, le travail de la force de rappel au cours du trajetdu point A au point O.(c) Caract�erisons le mouvement qui se produit autour du point O.i. Ecrire �a partir de l'�energie m�ecanique Em, l'�equation di��erentielle du mouvement ducube C.ii. En d�eduire le mouvement x(t) du cube.iii. Quelle est la nature de l'�equilibre en O?(d) Le cube C est maintenant soumis �a une force de frottement constante, oppos�ee au mouve-ment et de norme Ff = �mg; il est lâch�e, comme pr�ec�edemment, du point A sans vitesseinitiale.i. Comment appelle-t-on le co�e�cient �?ii. D�eterminer la nouvelle expression de la vitesse du cube C lors de son premier passageen O.iii. Quelle condition doit-on avoir sur le coe�cient � pour que le cube parvienne e�ec-tivement en O?iv. D�eterminer le nouveau mouvement x(t) du cube.
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2. On �etudie le mouvement d'oscillation d'un mobile autoporteur S, de masse m, sur une tablehorizontale. Ce mobile est maintenu entre deux ressorts �a r�eponse lin�eaire R1 et R2 de constantede raideur k1 et k2, tendus entre deux points �xes A et B. Les deux ressorts ont la mêmelongueur �a vide l0 et leur masse est n�egligeable devant celle du mobile.A l'�equilibre, les longueurs des ressorts sont l1 et l2 telles que L = l1 + l2.
(a) Etude sans frottement.i. Cette �etude sera men�ee dans le r�ef�erentiel terrestre que l'on consid�erera commegalil�een. Que signi�e cette condition?ii. Le syst�eme �etant �a l'�equilibre, faire le bilan des forces qui s'appliquent sur le mobileS et en d�eduire les expressions analytiques des longueurs l1 et l2 en fonction de k1,k2, l0 et L.On donne: k1 = 40N:m�1, k2 = 85N:m�1, l0 = 0; 3m et L = 0; 8m.Calculer les longueurs l1 et l2.iii. On �ecarte le mobile S de sa position d'�equilibre O de telle sorte que son centre d'inertieG se d�eplace dans la direction AB vers B en un point C tel que OC = a. Le mobileest alors abandonn�e sans vitesse initiale. A l'instant t, le centre d'inertie G est rep�er�epar son abscisse x(t). On posera pour la suite k = k1 + k2.A. On suppose que le ressort R2 reste toujours tendu, montrer qu'il en est de mêmepour le ressort R1.B. Ecrire l'�equation di��erentielle du mouvement dont x(t) est solution. Montrer quece mouvement est celui d'un oscillateur harmonique dont on exprimera la p�eriodeT0. D�eterminer l'expression analytique de x(t).On donne: a = 6; 0cm et m = 625g.Calculer la p�eriode T0 et donner l'expression num�erique de x(t).C. Donner les expressions de l'�energie potentielle �elastique Ep(x), de l'�energie m�ecaniquetotale Em(x) et celle de l'�energie cin�etique Ec(x).D. Repr�esenter ces di��erentes �energies sur un même graphe.(b) Etude avec frottementEn r�ealit�e, il existe une force de frottement ~f = ��~v entre le mobile et la table. �repr�esente un coe�cient de frottement constant et ~v est la vitesse du mobile S.i. Ecrire l'�equation di��erentielle du mouvement dont x(t) est solution.ii. Montrer que lorsque � est inf�erieur �a une valeur �0 que l'on d�eterminera, le mouvementdu mobile est celui d'un oscillateur harmonique amorti.iii. Quelle est l'�energie dissip�ee par le frottement pendant la dur�ee totale du mouvement?

3. Dans un r�ef�erentiel galil�een, un point mat�erielM de massem et porteur d'une charge �electriquepositive q, peut se d�eplacer sur un axe x0Ox. Il est situ�e entre deux autres charges q plac�eessur cet axe en x = a et x = �a. L'�energie potentielle du point M dans le champ de force cr�e�epar les deux autres charges est d�e�nie par:
U(x) = q24��0

� 1x+ a � 1x� a
�

(a) Montrer que le point mat�eriel M admet une position d'�equilibre stable.
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(b) Sachant, d'apr�es la relation de Taylor, qu'au voisinage d'un point x = x0, une fonctionscalaire f(x) peut s'�ecrire de fa�con approch�ee sous la forme:
f(x) = f(x0) + (x� x0)� dfdx

�
x=x0 + (x� x0)22

�d2fdx2
�
x=x0d�eterminer l'expression approch�ee de U(x) au voisinage de la position d'�equilibre stable.(c) En d�eduire l'�equation du mouvement de ce pointM au voisinage de sa position d'�equilibrestable.(d) D�eterminer l'�equation de la trajectoire si �a t = 0:

x(t = 0) = a20 ; vx(t = 0) = a20
s q2��0ma3

4. Un point mat�erielM de masse m est li�e �a quatre points �xes A, B, C et D d'un plan horizontalxOy, par l'interm�ediaire de quatre ressorts de même longueur au repos a. Les constantes deraideur des di��erents ressorts sont d�e�nies sur la �gure ci-dessous.
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(a) Le point M(x; y) �etant au voisinage de l'origine O, d�eterminer son �energie potentielle Ep.(b) En d�eduire la force ~F appliqu�ee en ce point. Cette force est-elle centrale?(c) On suppose que le point M glisse sans frottement dans le plan horizontal. Etudier sonmouvement sachant qu'�a l'instant t = 0 il a �et�e lâch�e du point M0(x0; 0) avec une vitesseinitiale ~v0 = v0~ey.(d) D�ecrire la trajectoire de M dans les deux cas suivants: k2 = 2k1, et k2 = 9k1.
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5. Un oscillateur est constitu�e d'un ressort vertical de constante de raideur k et de longueur aurepos l0, d'un point mat�eriel M de masse m �x�e �a l'extr�emit�e inf�erieure du ressort et d'unamortisseur qui exerce une force de frottement 
uide sur le point M de la forme ��~v. L'autreextr�emit�e du ressort est �x�ee en O0 origine d'un r�ef�erentiel R0(O0x0y0z0). Ce r�ef�erentiel R0 estanim�e d'un mouvement de translation vertical sinusoidal (a cos!et) de pulsation !e par rapport�a un r�ef�erentiel galil�een R(Oxyz).
(a) Etablir l'�equation di��erentielle du point M dans le r�ef�erentiel R0.(b) En posant: !20 = km kl0 +mg = kl1 �m = 2� et X 0 = x0 � l1;montrer que cette �equation di��erentielle peut se mettre sous la forme:

�X 0 + 2� _X 0 + !20X 0 = !2ea cos!et
(c) D�eterminer la solution de cette �equation di��erentielle en r�egime forc�e.(d) Repr�esenter graphiquement l'amplitude A0m(!e) de cette solution.

0Norbert Garnier
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