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1 Nombres complexes

1.1 Définition

L’ensemble C des nombres complexes a été introduit de facon a pouvoir résoudre les équations

algébriques de la forme:

A" + 1™+ . +ax+ay=0 (1)

Si 'on considere par exemple I'équation suivante:
azr® +bx +c =0 (2)

La solution de cette équation est donnée par:

b Vb2 —4
I12:——:|:—ac (3)
’ 2a 2a

Or si la quantité b? — 4ac < 0 cette équation n’admet pas de solution réelle. Pour qu’une telle
solution existe, il faut étre capable de déterminer la racine carrée d’un nombre réel négatif. On
définit alors des nombres dont le carré peut étre négatif ; ces nombres sont appelés les nombres
complexes.

Un nombre complexe z sera défini a partir de deux unités différentes:

une unité réelle (1) et une unité imaginaire (7) ayant la propriété > = —1. Ce nombre complexe
s’écrira sous la forme

z=uz+1iy, zy€eR (4)

ol z est appelé la partie réelle de z et y la partie imaginaire de z.

z=Rz) , y=3() (5)

1.2 Propriétés des nombres complexes

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs

parties imaginaires sont égales.
21:1:1+iy1 s 22:$2+iy2

Z1 — Z9



T1 =22 , Y1 =Y

Les nombres complexes dont la partie réelle est nulle sont appelés nombres imaginaires purs.
Pour chaque nombre complexe z on définit le nombre complexe Z appelé nombre complexe

conjugué de z par la relation suivante:

Z=x—wy, x,y€R

1.3 Opérations sur les nombres complexes

1.3.1 Addition/Soustraction
4 + 29 = (1'1 + Z’yl) + (1'2 + Zyg)

= (21 £ 22) +i(y1 £ 1)

1.3.2 Multiplication
Z1%9 = (Il + Zyl)(l’g + Zyg)

= (1129 — Y1y2) + i(21Y2 + Y172)

1.3.3 Division

2 1
Zo T+ 1Y
_ (1 +iyr) (zg — iy2)
(g +iy2)(z2 — iy2)
_ TiZ2 +YiYe | Y1T2 — T1Y2
= 2 2 2 2
x5 + Y, x5 + Y3

1.4 Représentation trigonometrique

On associe au complexe z = x + iy le point P de coordonnées (z,y) définit sur la figure 1.
La distance r (distance de P a O) est donnée par la relation: r = /22 4+ y? et # est 'angle

positif que fait OP avec I'axe horizontal. On peut alors écrire:
xr=rcosf y=rsinf

d’ou:

z =r(cosf +isin )



c’est ce que l'on appele la forme trigonométrique (ou forme polaire) du nombre complexe z.

r=va2+y2=vez

est appelé le module de z et  argument de z. # vérifie les relations suivantes:

xr =rcosf
y =rsinf
tan 0 = ¥

T

et deux de ces relations permettent de définir # & un multiple de 27 prés.

1.5 Représentation exponentielle

On peut également représenter le nombre complexe z sous une forme dite exponentielle, soit:
z = rexp (10)

Cette représentation des nombres complexes est particulierement utilisée pour la multiplication

et la division. En effet, soient les deux nombres complexes z; et zy:

z1 =rrexp (1) , 22 = ryexp (10s)

2129 = [ry exp (101)] [z exp (165)]

= riryexp (2 [0; + 62))

21 riexp (1)
29 Toexp (16s)
r
= —Lexp (1]6; — 65))

o

Elle est également employée lors de la résolution d’équation différentielle comportant un second

membre de type sinusoidal.



1.6 Exemples d’application

Exemple 1:
Exprimer les complexes (a) 144, (b) —/3 + i sous forme trigonométrique.

Réponses:

o 5
1+i:\/§(cosz+zsm ) \/_+Z—2<COSF+251H%)

Exemple 2
Exprimer les complexes (a) 1, (b) —1, (¢) ¢, (d) —i sous forme exponentielle.

Réponses:

1 =exp(i2km) , —1=exp (i (2k+1)7)

i = exp (z <g+2k7r)) —i—exp (z( +2k:7r>>



2 Fonctions usuelles

Les fonctions les plus couremment rencontrées sont les fonctions circulaires ou trigonometriques,
comme le sinus, le cosinus, la tangente, et les fonctions logarithmiques et exponentielles. Cer-

taines de leurs propriétés sont rappelées ci-dessous.

2.1 Fonctions circulaires

La fonction cosinus est paire, soit cos(—z) = cos .
Les fonctions sinus et tangente sont impaires, elles vérifient alors les relations: sin(—x) = —sinx

et tan(—x) = — tan z.

2.1.1 Formules élémentaires

) sinz 1
cos’x +sin’z =1, tanz = 2
cos

2.1.2 Fonctions circulaires d’une somme ou d’une différence
sin(x 4+ y) = sinz cosy + cos x siny

cos(z +y) = cosxcosy Fsinzsiny

tanz £ tany

t +y) =
an(e + ) 1 Ftanztany

2.1.3 Formules pour ’angle double
sin(2z) = 2sinx cos
cos(2z) = cos® x — sin® x
2tanz

tan(2e) = 17,



2.1.4 Formules de linéarisation

Ces formules sont souvent utilisées pour le calcul de primitive.

A partir des relations précédentes, on peut obtenir les formules de linéarisation suivantes:
. 1 . .
sin x cosy = §(s1n(x +y) +sin(z — y))
coszsiny = §(sin(x +y) —sin(z — y))
COS T COS Y = %(COS(ZE + 1) + cos(z — y))
sinzsiny = §(COS(I —y) —cos(z +y))
2.1.5 Formules de factorisation

Ces formules sont souvent utilisées pour simplifier une équation.

COST + Ccosy = QCos(x y) cos(x ; y)
COST — CosYy = —2 sin(a7 + y) Sin(x ; y)
sin x + siny = QSin(x _2‘_ y) cos(m ; y)
sinz — siny = QCos(x _2|— y) Sin(glj ; y)

2.2 Fonctions logarithmiques et exponentielles

La fonction exponentielle est définie par:
Vr € R; r— e’
Sa fonction réciproque, a savoir la fonction logarithme népérien est définie par:
Vr €]0;00; 2z —Inzx

Ces fonctions ont certaines propriétés:

Vo et Yy €]0;00]; In(zy) =Inz+1ny

In <{> =Inz—Iny
Yy

In(z") =nlnz

10



Vr et YyeR;  e%e¥ =e Y

T
€
—
— =¥y
ey
T\ ne
()" =e
&
54 exp(x) /’
4 - s
. //
exp(l) ’
5] p In x
1
T T 7 T —6 T T T T
S5oo4 3 2 a7 12 3 4 s
-1 A exp(1)
s, -2 4
, 34
7/ -4 H
, 54
&

Figure 1: Fonction exponentielle et logarithmique
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2.3 Exponentielle complexe

Définition: On appelle exponentielle complexe la fonction qui & z € C associe la quantité:

o

z
z __
=2 0
n=0
Pour z =1y, ¥ € R on a la relation:

e¥ =cosy +1siny

En effet, on peut écrire:

n=0
e ) an 2 . e 2n—|—1
— n n-+
2 " G Z oI
n=0 n=
o0 2n+1
- T; (-1 2n +1)!

=cosy +1siny

D’autre part la fonction exponentielle est périodique de période 271.

En effet, on peut écrire:

ez+12k:7r — eze’LQkTF

:6z

12



3 Dérivation

3.1 Définition

Une fonction f a une variable est dérivable en un point g de son domaine de définition si le
nombre dérivé de la fonction en ce point, noté f'(xg), existe et est fini. Ce nombre dérivé est

donné par:
fwo +€) — f(xo)

€

o) = by

Si f est dérivable sur son domaine de définition alors la fonction dérivée de f est définie par:

flow = fl(=)

3.2 Opérations sur les dérivées

3.2.1 Dérivée du produit d’une fonction par un scalaire
(af (@) = af'(2)
3.2.2 Dérivée d’une somme/différence de deux fonctions

(f(z) £ g(@) = f'(z) £ g'(x)

3.2.3 Dérivée d’un produit de deux fonctions

(f(@)g(x)) = ['(x)g(z) + f(x)g'(z)
3.2.4 Dérivée de I'inverse d’une fonction
<;L>':_;ZEL
f(@) (f(x))*
3.2.5 Dérivée d’un quotient de deux fonctions

(M)' _ f'(@)g(z) — f(x)g'(x)
(g9(x))*

9()
3.2.6 Dérivée de la composition de deux fonctions

(fog(x)) = f og(x) x ¢(x)

13



3.2.7 Dérivée d’une fonction réciproque

Soient f une fonction dérivable d’un domaine I sur un domaine J et ! la fonction réciproque
associée. Si la fonction f est dérivable en un point z € I (avec f (x) # 0), alors la fonction

réciproque f~ ! est dérivable au point y = f(z) € J et vérifie la relation:

En particulier si la fonction f est dérivable d’'un domaine I sur un domaine J alors la fonction

réciproque f~! est dérivable en tout point de J et vérifie la relation:

veed, (fY)(z)= ﬁ

Remarque 1: il suffit d’intervertir y et = dans I’équation précédente.

Remarque 2: cette expression est utilisée pour la calcul de la dérivée de la fonction arctan x.

3.3 Dérivées de fonctions usuelles

fonction f(x) dérivée f'(x)
" nz"™!
u"(z) nu'(x)u" ()
sinz Cos T
COS T —sinz
tan x COS%(:U) =1+tan’x
In(u(x)) fol
exp(u(z)) ' (x) exp(u(z))
arctan x ﬁ

14



4 Différentielle de fonctions a une ou plusieurs variables

Considérons une fonction scalaire f a plusieurs variables réelles (z1,xs, ...., ;) soit la fonction

f(ll?l, T2y eunny $n)

4.1 Deéfinition

On définit la différentielle de cette fonction f par la grandeur:

df:f(xl+d'r17 LL’Q‘FdIQ, Tty xn—i_dxn)_f(xh Lo, xn)

ou encore:
df = f(F+dr) — f(7)

a une variable on obtient:

df = f(w + dx) — f(x)

= f'(z) dz
Dans le cas d’une fonction a plusieurs variables on écrit alors:
0 0 P
df (@1, 23, ey 20) = a—id:rl - a—;;dxz +ot ajndxn

ou le terme a%:ti représente la dérivée partielle de la fonction f par rapport a la iéme variable
(toutes les autres variables sont considérées fixes).

La dérivée partielle représente le taux de variation de la fonction dans une direction donnée.
Exemple

Soit une fonction a deux variables u et v, f(u,v).

Les dérivées partielles de cette fonction en un point M(ug, vg) sont définies par les relations:

of . flug+€,v9) — fluo, o)
gy U0 o) = lim %
of - f(uo,vo +€) — f(uo, vo)
%(Uo,vo) = 11_13% c

15



4.2 Exemples de calcul de différentielle

Exemple 1:
Soit T la période d’oscillation d’un pendule simple dans le cas des petites oscillations.
)2
271'(5)
aT oT
dl' = —dl + —d
a5,
avec
or 2w 1 12
ol ¢gi/22
o
 (lg)V?
et
or 1
9L o 2 (232
9y 2" (—=3)9
11/2
— W
On obtient alors I'expression suivante:
1/2
T — — " a1 — dg

(g2 " e

Exemple 2:

Calculer la différentielle de la fonction scalaire & deux variables suivante:

K cost
flr, 0) = —
-
Réponse:
df = —2KC029dr _ Ksngde
r r

16
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4.3 Application en Physique
4.3.1 Calculs d’erreurs ou calculs d’incertitude
4.3.2 Notion d’incertitude

La physique est une science ou l'on est souvent amené a effectuer des mesures (la physique
est dépendante de mesures). Ces mesures sont donc entachées d’erreurs d’origines diverses. Il
y a des erreurs dues a ’environnement de la grandeur mesurée, d’autres dues a l'utilisation
d’un appareil de mesure, des erreurs de lecture sur 'appareil utilisé et également des erreurs
aléatoires.

Un résultat est généralement présenté sous les formes:
T =20t Ax

ou

To— Ax <z < x5+ Az

xo est une estimation de la valeur exacte ( donnée par la moyenne sur quelques mesures) et Az
est 'incertitude absolue estimée par I'expérimentateur en tenant compte des différentes sources
d’erreurs.
Az défini également le degré de confiance de la mesure. Il est tel que la probabilité pour que
x € [xg — Az, xy — Ax] soit la plus élevée possible.

Au

On introduit également la notion d’incertitude relative Tl appelée également précision.

4.3.3 Calculs d’incertitudes

On va maintenant s’intéresser a un probleme différent. Soit une grandeur physique A (pour
s’implifier non mesurable) définie par une formule faisant intervenir d’autres grandeurs physiques
(a1, ag, ...., a,) mesurables et dont les incertitudes ont été déterminées par un expérimentateur.
Le probleme est de déterminer I'incertitude sur cette grandeur A, soit AA. Pour cela on calcule
la différentielle de A en prenant soin de regrouper tous les termes ayant le méme facteur da;

(pour éviter le probléemes des erreurs liées).

0A 0A 0A
dA = a—ald(ll + a—anCLQ + ...+ a—and(ln

17



L’incertitude est alors donnée par la relation suivante:

0A
AA=|—
8(11

0A

Aay,
day, “

0A
A I
a; + ‘aag

Aag—i‘...—"‘

4.4 Exemples de calcul d’incertitude

Exemple 1:
L’angle A d’un prisme constitué d’'un matériau d’indice n et le minimum D,, de l'angle de
déviation D sont liés par la relation suivante:

Sin A""%

n —=

i A
Sln2

On mesure A = 60°, D,, = 32° avec les incertitudes AA = AD,, = 1'.

Détermination de I'expression analytique et de la valeur numérique de l'incertitude relative sur
la grandeur n.

On utilisera une méthode classique (calcul de la différentielle) et la méthode de la différentielle
logarithmique.

Méthode de la différentielle logarithmique.

. A+ D, A
Inn=1In SIHT —In S1n§

d_n d (sin A*%) d (sin %)

n  sin A*% sin %
Réponse:
An 1 1 1 1 1
T 5 AtDm A +3 A+D ADy,
n 2 |tan =5 tan g 2 |tan ~5m

Application numérique:

Attention, les angles s’expriment en radians.

An )
2 9510
n

18



5 Primitives et Intégrales

En physique on est souvent amené a calculer des intégrales et donc a déterminer des primitives.
On ne parlera ici que d’intégrales de fonction a une variable. Pour calculer I, il faut pouvoir

trouver une fonction F'(x) dont la dérivée premiere soit la fonction f(x).

I= [ f@)ds=F @], = ) - Fla)

Malheureusement ce n’est pas toujours tres simple et dans un grand nombre de cas cela reste
méme impossible analytiquement.

Face a un calcul d’intégrale deux cas de figure peuvent se présenter: soit la primitive F'(x) de
la fonction f(z) est connue, soit elle ne 1'est pas et dans ce cas on dispose de certaines regles

de calcul.

5.1 Primitives connues ou usuelles

fonction f(x) | primitive F(x)
2 gt
o (z)u"(x) ——u" T (z)
% Inz
1;/((;)) Inu(x)
exp(nx) L exp(nz)
CoS T sin
sin —COS X
sinh cosh z
cosh sinh

5.2 Regles de calcul
5.2.1 Intégration par parties

Prenons par exemple le calcul de I'intégrale suivante:

b
/ zlnzx dx

19



La primitive de la fonction f(z) = xInz n’est pas une primitive connue ou usuelle. Pour
calculer cette intégrale nous allons utiliser I'intégration par partie. Cette méthode est basée sur
la formule suivante:

(uwv) = v'v + u'

A partir de cette équation on peut écrire:

/ab o' () (x)dz = [u(z)o(z)]} - / ! ()

Cette formule sera utilisée si la primitive du terme de droite est plus simple a déterminer que
celle du terme de gauche.
Pour notre exemple il faut procéder de la facon suivante:

u'(z) =2 = u(z) = %2
v(z) =Inzx =v'(z) = .

En appliquant la formule d’intégration par partie on peut écrire:

b 2 b b .2
1
/xlnxdx: x—lnx —/ T2 dzx
a 2 a o 2
x? 227"
— | lnzx -

Autre exemple d’application, le calcul de I'intégrale:

/ rexp(z) dx = [z exp(x)]z — [ exp(z) dx

a

= [(z — 1) exp(a)],
5.2.2 Changement de variable

Soit 'intégrale suivante a calculer:

b
/ v — 1 dx

La primitive de la fonction f(r) = xv/x — 1 n’est pas une primitive connue ou usuelle. Pour
calculer cette intégrale nous allons utiliser une méthode qui consiste a effectuer un changement
de variable de facon a pouvoir définir une primitive. L’idée est de remplacer la racine carrée

par une fonction linéaire. Pour cela on va effectuer le changement de variable suivant:

t=var—1

20



On obtient ainsi:

r=t"+1 =dxr=2tdt

L’intégrale s’écrit alors sous la forme:

b b1
/ zva —1dx = / (2 + 1)t2t dt
4 a—1
9 9 b—1
= [—t5 + —ti’l
5 3 lyat

La primitive de la fonction f(z) = zv/x — L est [2(z — 1)>2 + 2(z — 1)%/2].

5.2.3 Cas des fonctions trigonométriques

Pour le calcul des primitives et
méthodes comme 1'utilisation du
somme (linéarisation) ou encore

P(sinx) cos x.

Exemple 1:

On utilise la relation suivante:

Exemple 2:

intégrales de fonctions trigonométriques il existe plusieurs
cosinus de l'angle double, la décomposition d'un produit en

en faisant apparaitre des termes du type P(cosz)sinz ou

[:/Singx dx

cos 2z = cos’x — sin? x

=1-2sin’z
. 9 1 —cos2x
=sin“r=——"7"/—
2
= ! L 2
= |zz——s
5% — 4 5in2z

I = /COS:ZZCOSS:ZZCOS5:ZZ dx

On décompose jusqu’a n’avoir plus que des termes linéaires.

1
COS T €OoS 3x = 5 [cos(z + 3z) + cos(z — 3z)]

1
=3 [cos 42 + cos 2]

1 1
COS X COS 3L COoS B = 3 cos4x cosbx + 3 COS 22 cos bx

1
=1 [cos 92 + cos Tz + cos 3z + cos ]

21



Enfin on obtient:

I L 1'9+1'7+1'3+'
=-1|=s -8 -8 S
1 in9z + - sin 7z + < sin 3z +siny

9
I:/cossx dx

COS3 r = COsST COS2 T

Exemple 3.

avec:

= cosz(1 — sin’ 2)

1
I = [sin:r — —sin® ZE:|
3

5.2.4 Les fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est définie comme étant le quotient de deux polynomes.
Pour calculer les primitives de ces fonctions, il faut utiliser une technique bien particuliere, que
I’on appelle la décomposition en éléments simples.
On se limitera ici au cas ou le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du
dénominateur.
La méthode utilisée est illustrée par les deux exemples suivants:
Exemple 1: On désire déterminer une primitive de la fonction f suivante:
1

flz) = 1)

Pour cela on décompose la fonction f en éléments simples, soit:

A B C

I = ey T ety

Le calcul permet de déterminer la valeur des trois coefficients A, B et C.
A=1,B=C=—1.

On peut alors écrire la fonction f sous la forme:

1 —1 —1
= ey T ey

Les primitives de chacun des trois termes sont simples a déterminer. Soit F'(x) la primitive de

f(@):
F(z)=In|z|—In|z+ 1]+

(x+1)
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Exemple 2: Soit la fonction suivante:

T

flo) = (22 4+ 1)(x —1)

Le terme z? + 1 n’ayant pas de racines réelles, on va écrire f sous la forme:

A (Bx 4+ C)

o)== @y

Le calcul permet de déterminer la valeur des trois coefficients A, B et C.
A=C=1/2,B=-1/2.
On peut alors écrire la fonction f sous la forme:

11 1(z—1)
I =5G=1 22+ 1)

La primitive Fj(x) du premier terme est simple & déterminer et vaut:

1
Fi(z) = §1n |z — 1|

Par contre la détermination de la primitive Fy(z) du second terme est moins immédiate a

déterminer. Pour cela on procede en deux étapes:

1. La premiere consiste a faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. Pour
cela il suffit d’écrire:
1o,
lL(z—-1)  13520—1

2(x2+1) 2(z2+1)

La primitive du premier terme est F5 () et est définie par 'expression:

1
F271 (ZL’) = _Z ln(xg + 1)

2. La seconde étape consiste a déterminer une primitive Fbo(x) de:

1 1
2(22 + 1)

Cette primitive est donnée par:

1
Fys(z) = 3 arctan(z)
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5.2.5 Application

Calculer les primitives suivantes:

1 2 1
a) /COSQZE dzz/y dr = [ngZsian]

b) /tanx dx:/smx dx = [—In |cos x]

COos T

cos? x cos? x

0 /sin?’x s — sin (1 — cos® z) s — [
COS T

+ cos :1;}

d 1
d) /m, (on poseac:atant),zﬁ[sint]

) / ﬁ dz, (de la forme u (z)u"(z)), = E(l_i_aﬁ)l/?]

f) /x(l +ax)®? dx, (de la forme u (z)u™(x)),= {1(1 4 M2)3/2}

5a

1 +1 1
z+1 2(x+1)?

9) /(3543—6—1)3 dx, (décomposition en éléments simples), = [—

1 1
h) /xsin(2x) dz, (intégration par partie),= ~3 |:.’E cos(2x) — 5 sin(2x)]

5 2 1 7 11
P) /m dzx, (décomposition en éléments simples), = 3 In|z| — 3 In|z— 1]+ 3 In|z — 4
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6 Développements limités

6.1 Définition

Soit une fonction réelle d’une seule variable réelle x définie sur un intervalle de définition I.
Soit zg € I. On dit que la fonction f posseéde un développement limité d’ordre n (n € N) au
point xg si il existe n + 1 nombres réels (co,cy,...,c,) tels que I'on puisse écrire la relation

suivante:

fl@)=c+c(z—x)+...+cy(x—z0)" + (. — )" (z); lim e(z) =0

T—TQ

Si la fonction f est n fois dérivable en zg, on peut alors réécrire la relation précédente sous la

forme:
1 " (n)
1) = £t P o) ) (g T oy (o me o) dim ela) =0
6.2 Développements limités en 0
! " (n)
r@y =+ S B0 D ne s gty = 0

6.3 Développements limités en 0 de fonctions usuelles

2 3 n

v _ Tt Ty
e—1+x+2!+3!+ +n!—|—xe(x)
T
n r)=x——+— 4+ (- — + 2"z
2 3 n
! =l—a+4+2° -2+ + (=1)"2" + z"€(2)
1+
2 g ”
cosle—?—l—z+---+(—l) W—i—x e(z)
3 2n—1
sinx = x — % +--+ (—1)n+1h + 2°"¢(x)
1 1) (m— 1
(1+x)m:1+mx+%x2+---+m(m ) '(m n )x"+x"e(x)
! n!
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7 Série de Fourier

7.1 Forme réelle

On considére une fonction f(t) de la variable réelle ¢ et de période T. Cette fonction vérifie
donc la relation:

ft+nT) = f(t), avecn € Z

Sous certaines conditions de définition de la fonction et de continuité de cette derniére ainsi que
de sa dérivée premiere (conditions de Dirichlet), il est alors possible de représenter la fonction

f(t) par une série de la forme:

f(t) = % + EOO: ay, cos (nwot) + f: by, sin (nwot) (6)
n=1 n=1

dans laquelle ag, a, et b, sont des coefficients indépendants de la variable ¢t et wy = 27/T
représente une pulsation.

Cette série s’appelle le développement en série de Fourier de la fonction f(¢).

Pour déterminer completement cette série, il faut définir ses coefficients.

7.1.1 Calcul des coefficients

Pour déterminer ces coefficients, nous allons utiliser les relations suivantes:
T
/ cos (mwyt) cos (nwot) dt = — (Omn + Om,—n)
0

(5m,n - 5m,—n) (7)

R I R

T
/ sin (mwgt) sin (nwot) dt =
0
T
/ cos (mwyt) sin (nwet) dt = 0
0

ol 0, 5 est le symbole de Kronecker défini par:

Pour calculer la premiere intégrale, on commence par une linéarisation.

cos (mwot) cos (nwot) = %(COS(TTL + n)wot + cos(m — n)wot) (8)
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on obtient alors:

T . . .
I t _ t
/ cos (mwot) cos (nwot) dt = = [qm((m + n)wot) | sin((m — n)wot) (9)
0 2 (m + n)wo (m—n)wy |,
Cette intégrale est nulle sauf dans les cas ou m = —n et m = n.

Dans ces cas nous avons:

/OT cos? (nwot) dt = /OT (1 4 cos (2nwot)) dt
o) "

t
[ * 2nwy

0

Les deux autres relations sont définies en utilisant un calcul analogue au précédent.

Multiplions maintenant les deux membres de la série de Fourier (en renommant les indices
de sommation n — m par cos (nwyt) et intégrons entre 0 et T.

On obtient alors:

/OT f(t) cos (nwot) dt = /OT

Toutes les intégrales du second membre sont nulles a I'exception du terme:

[e.e] [e.e]
% + mz:l A, €OS (Mwpt) + Z b, sin (mwyt) | cos (nwot) dt

m=1

T o0
/ Z A, €08 (Mwyt) cos (nwyt) dt
0 m=1

qui est non nul pour m = n et vaut dans ce cas 7/2.

On obtient alors:
9 T
— / F(#) cos (nwot) dt (11)
T/

Par un calcul analogue, on trouve:

by, = %/0 f(t) sin (nwot) dt (12)

. / " (13)
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7.2 Forme complexe

Soit le développement en série de Fourier de la fonction f():

f(t) = +Z a, cos (nwot) +Z by, sin (nwot)

n=1
En utilisant les relations suivantes:

exp (vnwot) + exp (—wnwot)

cos (nwot) = >
SiIl (nu}Ot) — eXp (anot) — €Xp (_ZTLWOt)
2
on peut réécrire ce développement sous la forme:
f(t) = + Z exp (1nwpt) + ZOO: Mexp (—nwot)
0 5 .
" n=1
3 — (a_n +b_
= + Z eXp (1nwot) + Zl % exp (1nwot)
soit encore
o
= Z fnexp (1nwyt) (14)
avec
a
fo=7
—1b
fo = w pour n > 1
- b_
fn:w:f; pour n < 1

7.2.1 Calcul des coefficients

Pour calculer les coefficients f, on utile la relation suivante:
T
/ exp (1mwot) exp (—1nwot) dt = Toppy,
0

Apres avoir renommer les indices de sommation (n — m) de l'expression du développement en
série de Fourier de la fonction f(t) sous sa forme complexe, multiplions les deux membres par
la quantité exp (—nwyt) et intégrons entre 0 et T.

On obtient alors:
/ f(t) exp (—wnwet) dt = / Z fm exp (vmwyt) exp (—inwyt) dt
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Le seul terme non nul est celui correspondant au cas ou m = n et sa valeur vaut T. On obtient

ainsi I'expression des coefficients recherchés, a savoir:

1 /T
fo= —/ f(t) exp (—unwgt) dt
T ),
On peut ensuite déterminer les coefficients a,, et b,,.

ag = 2fo, bp=0

:f;_fn

7

bn

29



7.3 Application

Soit la fonction f de la variable réelle ¢ définie par:

avec 1" = 10.

On désire écrire un développement en série de Fourier de cette fonction.

On commence par définir la pulsation associée a le période T, soit wy = 7/5.

7.3.1 Développement sous forme réelle

On cherche a déterminer les coefficients ag, a, et b,.

Calcul de qq

T
- :% /0 F(t)dt

o [T/2
== dt
r),

Qg =1

Calcul de a,,

9 T
an, :—/ f(t) cos (nwyt) dt
T Jo
2 (T 27
_T/o f(t) cos (nTt) dt
2 [T 2
:T/o cos (nTt> dt

a, =0
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Calcul de b,

o (T
an :—/ f(t) sin (nwot) dt
T Jy
2 (7 2
:T/O f(t)sin (n%t) dt
9 [T/ 2\ .
=— sin (| n—t | dt
tf, ()
1 2 T/
=— — [COS (n—t) dt}
nmw T 9
" feos(nm) — cos(0)]
= — — [cos(nm) — cos
nmw
Deux cas se présente:
1. si n est pair, alors b, =0

2. sin est impair alors b, = 2/(nm)

Le développement en série de Fourier de la fonction f permet d’écrire:

f(t) = %—I— Z %Sin <n2%t>

n impair
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7.3.2 Développement sous forme complexe

On cherche a déterminer les coefficients f,,.

Calcul de fy

1 T

1 T2
— [ a
i)
1
fo =3
ag =2 fo
=1

Calcul de f,

fn :% /OTf(t) exp <—m2%t> dt

_1/T/2 27rt o
=7 5 exp mT

_L [exp(—lnﬂ') - eXp(O)]

 onrw
:ﬁ [cos(n7) — 1]
Deux cas se présente:
1. si n est pair, alors f, =0
2. sin est impair alors f, = —1/(nw)

On peut alors maintenant déterminer les coefficients a,, et b, de la forme réelle.

Pour n pair, on a:

an, =2R(f,) by, = —23(fn)

Pour n impair, on a:
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0,8

—f(t)

—n=0
02 —n=3
—n=7

Figure 2: Développement en série de Fourier de la fonction f(t)
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8 Transformation de Fourier

La transformée de Fourier intervient dans de nombreux domaines de la physique (optique,
traitement du signal, cristallographie) et de la chimie (spectroscopie infra rouge par transformée
de Fourier, résonance magnétique nucléaire).

La transformée de Fourier permet ’analyse d’un signal non pas en fonction du temps mais dans

I’espace des fréquences ou pulsations. On parle alors du contenu fréquentiel.

8.1 Définition

A partir du développement en série de Fourier d’une fonction f(t) périodique (de période T') et
en utilisant la dérivation heuristique, on définit la transformée de Fourier f(w) de la fonction
f(t) par la relation suivante:

oo

fw) = S (t) exp(—wwt)di

De la méme facon on peut définir la transformée de Fourier inverse de f(w) par:
1 [t
ft)=— (w) exp(wt)dw

:27T oo

8.2 Définition de la distribution de Dirac

En appliquant successivement les transformations f(t) — f(w) et f(w) — f(t) on effectue une
opération neutre. Cela permet de définir la distribution de Dirac:
1 [t
i(t) = —/ exp (1wt)dw
T —0o0
qui a la propriété suivante:

f@)o(t —t)dt" = f(1)

—0o0
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8.3 Calcul de la transformée de Fourier d’une fonction

Considerons une fonction f de la seule variable réelle t. On peut toujours développer cette

fonction en une partie paire fyqir. €t une partie impaire fipaire-

POPROES (CINIUES (C)

f(t) :fpaire(t) + fimpai're (t)

La transformée de Fourier de la fonction f s’écrit alors:

f(CU) = fpaire (w) + fimpaire(w)

Foaire(w) = /_ pei +2f(_t)) exp(—wwt)dt

oo

= %/_4:0 f(t) exp(—wwt)dt + % _:0 f(—=t) exp(—wwt)dt

o)+ 1 / () explut)de

flw) +

1
2

On obtient ainsi les relations suivantes:

el = L1270
et
fimpaire(w) _ f(w) _Qf(_w)

Si la fonction f(¢) est réelle, on peut montrer que:

fl—w) = /_ +°° (1) exp(uwt)dt



Nous obtenons alors que la transformée de Fourier d’une fonction paire est elle méme une
fonction paire et une fonction réelle. Inversement la transformée de Fourier d’une fonction
impaire est une fonction impaire et immaginaire pure. Ceci peut étre résumé par les deux

équations suivantes:

Foaire(w) = R (f(w))
fimpaire(w) =18 ( ~(w))
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8.4 Applications
8.4.1 Cas d’une distribution gaussienne

Soit la distribution gaussienne g(¢) normalisée et de largeur & mi hauteur o.

o t?
0= Tz P\ 22

avec

/ " )t =1

o0

Figure 3: Distribution gaussienne avec o = 1.0,0.3
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Calculons la transformée de Fourier de cette distribution gaussienne.

~ “+0o0 1 t?
g(w) = » Wexp <_Tc2> exp(—wt)dt

2 + 2o’wt
ww)dt

1 00
B vV 2ro? /oo P <_ 202

¢4 102w)? + wioh
_(t+0tw) +wa>dt

1 o0
B vV 2mo? /_oo P ( 202

. wZO_Q 1 /-I-OO . (t + ZUQCU)Q it
P 2 \/27702 00 b 202

g(w) = exp (—w2202>

Remarque: La tranformée de Fourier d’une gaussienne de largeur o est une gaussienne de

largeur inverse o~ 1.

14

1,2 A

0,8’ _ .i\l
06
0.4 -

02 -

Figure 4: Tranformées de Fourier des distributions gaussiennes avec o = 1.0,0.3
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9 Meéthodes de résolution de certaines
équations différentielles

Soit une fonction y d’une seule variable réelle x.

9.1 Résolution d’équations différentielles a coefficients constants

9.1.1 Equation différentielle du premier ordre a coefficients constants sans second

membre

Soit I’équation:

dy
il =0 15
. + ay (15)

avec a constant € R

Cette équation peut étre réécrite sous la forme:

soit en intégrant:

=Iny=—-ar+C
= exp (Iny) = exp (—ax + C)
=y = exp (C) exp (—ax)
=y (z) = Kexp (—ax)
K est appelée constante d’intégration et sera déterminée a partir d'une condition initiale

(%790)-

9.1.2 Equation différentielle du premier ordre a coefficients constants avec second
membre constant
Soit I’équation:

dzx
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avec a et b des constantes € R

La solution y de cette équation est la somme de deux solutions: y; et ys, soit:

y(z) =y () + y2 ()

1 est la solution générale de I'équation différentielle sans second membre et doit donc vérifier
I’équation:
dyi

ey —0
I + ay

1o est la solution particuliere et doit vérifier I’équation:

dyo
z52 -}
I + ays

D’apres ce que l'on a vu précédemment, la solution ¥, est donnée par:

y (x) = Kexp (—ax)

La solution particuliere yo est recherchée sous la méme forme mathématique que le second

membre, soit dans notre cas sous la forme d’une constante yo,=C}5 et doit donc vérifier I’équation:

%+ay2:b
soit
=aCy=0>
:>02:9
’ b
=>y2(33)=a

La solution y de I'équation (7) peut alors s’écrire sous la forme:

y(z) = Kexp(—ax) + 2

La constante K sera déterminée a partir des conditions initiales.

9.1.3 Application

La vitesse v d’un corps ponctuel de masse constante m en chute libre dans lair (résistance

— K7 avec K =constante) obéit a I'équation différentielle suivante:



Sachant qu’au temps t = ¢; la vitesse vaut v (t = t;) = vy, déterminer 'expression de la vitesse
en fonction du temps.

Réponse:
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9.1.4 Equation différentielle du second ordre a coefficients constants et avec sec-
ond membre
Soit I'équation:
d*y

dy

avec a, b et ¢ des constantes € R et f une fonction de z.

La résolution de cette équation différentielle comporte deux étapes.

La premaiére étape consiste a déterminer la solution générale y; de I'équation différentielle
sans second membre. Cette solution doit vérifier I’équation:

d*y, dy
GW + b% + CYy1 = 0

On procede de la fagon suivante: on recherche la solution y; sous la forme y; (x) = Aexp (rz).

On obtient alors ’équation caractéristique suivante:
ar* +br+c=0

dont les racines vont permettre de déterminer la solution générale y; (z).
Soit A = b? — 4ac le discriminent de 'équation caractéristique. Selon la valeur et le signe de A

nous obtiendrons différents types de solutions.

Premier cas: Si A > 0, I'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes

r1 et ro définies par:
—b 4 Vb? — 4ac

2a

T2 =

La solution générale y; () sera alors de la forme:
y1 () = Ayexp (rz) + Agexp (rax)

avec A; et A, des constantes € R.

Second cas: Si A = 0, I’équation caractéristique admet alors une racine double réelle r

définie par:
b
2a

Dans ce cas, la solution générale y (x) s’écrira sous la forme:

r =

y1 (z) = (A1z + As) exp (rz)
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avec A; et A, des constantes € R.

Troisiéme cas: Si A < 0, 'équation caractéristique possede deux racines complexes con-

juguées ry et ro définies par:
—b+1/—A

T2 = %

La solution générale y; () sera alors de la forme:

y1 (x) = Ayexp (rz) + Ay exp (rax)

o (22 e (50 o ()

et pourra également s’exprimer sous les formes:

o (2) = [A; cos (tj%) © Aysin @%% exp (-%:)
y1 (x) = A’ cos <\/2:L_Ax + @) exp (—%x)

La seconde étape consiste a déterminer une solution particuliere y, vérifiant 1’équation

ou

différentielle avec second membre. Cette solution est recherchée sous la méme forme mathématique

que le second membre f.

Enfin la solution de 1’équation différentielle (8) est définie par:

y(z) =y (¥) + y2 ()
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9.1.5 Application

Résolution de I’équation différentielle d’un oscillateur unidimensionel harmonique amorti et
forcé par un terme sinusoidal.
Soit I’équation:

my + hy + ky = Fycos 2t

La solution y(t) de cette équation différentielle est définie par:

y(t) =y (t) +ya (1)

ou yi(t) est la solution générale de I'équation différentielle sans second membre et yy(t) la
solution particuliaire. Suivant la valeur des coefficients, la solution y; (¢) est donnée par un des
trois cas définis précédemment.

Il reste alors a déterminer la solution particuliaire yo(t). Cette solution est recherchée sous la

méme forme mathématique que le second membre, soit sous la forme:
yo(t) = Acos(Q2 t + D)

Pour déterminer y(t) il nous faut définir A et ®.
Pour cela nous allons utiliser la notation complexe qui consiste a associer au réel y,(¢) un

complexe ¥»(t) dont la partie réelle est égale a ys(t), soit:
72(t) = Aexpli(Q t + ®)]
On obtient alors équation différentielle que doit vérifier g»(¢) , soit:
mijs + hijs + kijs = Fyexp(i€) t)

On peut alors écrire la relation suivante:

Fy
(k—mQ?) + i h

Aexp(i®) =

qui va nous permettre de définir dans un premier temps la solution 7(¢) puis la solution
y2(t) = R(g2(t)) a partir de la détermination de A(Q2) et ®(£2). En écrivant le complexe a

droite de I’égalité sous forme exponentielle, on obtient:

A(Q) = L
(k= m2)? + Q2h?
Qh
@(Q) = —arctan m
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10 Systémes de coordonnées

10.0.6 Coordonnées cartésiennes
Composantes et triedre direct:
(, ys 2) (€ €y, E)
Vecteur position:
FT=2€ +y € +2¢€,
Vecteur déplacement élémentaire:
dr =dx &, + dy €, + dz €,

Eléments de surface:

dS =+ dy dz &,, + dz dx &,, + dz dy €,

Elément de volume:

dr = dx dy dz

10.0.7 Coordonnées cylindriques

Composantes et triedre direct:

Vecteur position:

Vecteur déplacement élémentaire:
dr =dr & +1r dy €, + dz €,
Eléments de surface:
dgzztrdgpdzé}, tdrdzé, £rdrdpeé,

Elément de volume:

dr =rdr dyp dz
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10.0.8 Coordonnées sphériques

Composantes et triedre direct:

(Ta 9; 9‘9) ) (é;"7 éb’ é:P)

Vecteur position:

Vecteur déplacement élémentaire:
dr =dr €, +r df €y + rsind dy €,
Eléments de surface:
dS =+ r’sinf df dy €., £ 1 sinf dr dp €, £ r dr df é,

Elément de volume:

dr =712 siné dr df dy
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Figure 5: Coordonnées cartésiennes
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Figure 6: Coordonnées cylindriques
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Figure 7: Coordonnées sphériques
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10.0.9 Application
1) Pour chacuns des systemes de coordonnées, déterminer quels sont les vecteurs unitaires fixes

et tournant.
2) Projeter les vecteurs unitaires (€, €,, €,) des coordonnées cartésiennes sur la base des

vecteurs unitaires (€,, €,, €,) des coordonnées cylindriques.

€x = COSp € —sinp €,
€y = SIN Y € + COS P €,
€, = €,

2) Projeter les vecteurs unitaires (€, €,, €,) des coordonnées cartésiennes sur la base des

vecteurs unitaires (€,, €, €,) des coordonnées sphériques.

€y = cos sinf €. + cosp cosf €y —siny €,
€y = sinp sinb €, +sing cosl ey + cosy €,

€, =cosf e —sinb e
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