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1 Nombres complexes
1.1 D�e�nition
L'ensemble C des nombres complexes a �et�e introduit de fa�con �a pouvoir r�esoudre les �equationsalg�ebriques de la forme:

anxn + an�1xn�1 + ::::::+ a1x+ a0 = 0 (1)
Si l'on consid�ere par exemple l'�equation suivante:

ax2 + bx+ c = 0 (2)
La solution de cette �equation est donn�ee par:

x1;2 = � b2a �
pb2 � 4ac2a (3)

Or si la quantit�e b2 � 4ac < 0 cette �equation n'admet pas de solution r�eelle. Pour qu'une tellesolution existe, il faut être capable de d�eterminer la racine carr�ee d'un nombre r�eel n�egatif. Ond�e�nit alors des nombres dont le carr�e peut être n�egatif ; ces nombres sont appel�es les nombrescomplexes.Un nombre complexe z sera d�e�ni �a partir de deux unit�es di��erentes:une unit�e r�eelle (1) et une unit�e imaginaire (i) ayant la propri�et�e i2 = �1. Ce nombre complexes'�ecrira sous la forme z = x+ iy; x; y 2 R (4)
o�u x est appel�e la partie r�eelle de z et y la partie imaginaire de z.

x = <(z) ; y = =(z) (5)
1.2 Propri�et�es des nombres complexes
Deux nombres complexes sont �egaux si et seulement si leurs parties r�eelles sont �egales et leursparties imaginaires sont �egales.

z1 = x1 + iy1 ; z2 = x2 + iy2
z1 = z2
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x1 = x2 ; y1 = y2
Les nombres complexes dont la partie r�eelle est nulle sont appel�es nombres imaginaires purs.Pour chaque nombre complexe z on d�e�nit le nombre complexe �z appel�e nombre complexeconjugu�e de z par la relation suivante:

�z = x� {y; x; y 2 R
1.3 Op�erations sur les nombres complexes
1.3.1 Addition/Soustraction

z1 � z2 = (x1 + iy1)� (x2 + iy2)= (x1 � x2) + i(y1 � y2)
1.3.2 Multiplication

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)= (x1x2 � y1y2) + i(x1y2 + y1x2)
1.3.3 Division z1z2 = x1 + iy1x2 + iy2= (x1 + iy1)(x2 � iy2)(x2 + iy2)(x2 � iy2)= x1x2 + y1y2x22 + y22 + iy1x2 � x1y2x22 + y22
1.4 Repr�esentation trigonom�etrique
On associe au complexe z = x+ iy le point P de coordonn�ees (x; y) d�e�nit sur la �gure 1.La distance r (distance de P �a O) est donn�ee par la relation: r = px2 + y2 et � est l'anglepositif que fait OP avec l'axe horizontal. On peut alors �ecrire:

x = r cos � y = r sin �
d'o�u: z = r(cos � + i sin �)
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c'est ce que l'on appele la forme trigonom�etrique (ou forme polaire) du nombre complexe z.
r =px2 + y2 = pz�z

est appel�e le module de z et � l'argument de z. � v�eri�e les relations suivantes:
x = r cos �
y = r sin �
tan � = yxet deux de ces relations permettent de d�e�nir � �a un multiple de 2� pr�es.

1.5 Repr�esentation exponentielle
On peut �egalement repr�esenter le nombre complexe z sous une forme dite exponentielle, soit:

z = r exp ({�)
Cette repr�esentation des nombres complexes est particuli�erement utilis�ee pour la multiplicationet la division. En e�et, soient les deux nombres complexes z1 et z2:

z1 = r1 exp ({�1) ; z2 = r2 exp ({�2)

z1z2 = [r1 exp ({�1)] [r2 exp ({�2)]= r1r2 exp ({ [�1 + �2])
z1z2 = r1 exp ({�1)r2 exp ({�2)= r1r2 exp ({ [�1 � �2])

Elle est �egalement employ�ee lors de la r�esolution d'�equation di��erentielle comportant un secondmembre de type sinusoidal.
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1.6 Exemples d'application
Exemple 1:Exprimer les complexes (a) 1 + i, (b) �p3 + i sous forme trigonom�etrique.
R�eponses :

1 + i = p2�cos �4 + i sin �4� ; �p3 + i = 2�cos 5�6 + i sin 5�6
�

Exemple 2:Exprimer les complexes (a) 1, (b) �1, (c) i, (d) �i sous forme exponentielle.
R�eponses :

1 = exp (i2k�) ; �1 = exp (i (2k + 1) �)
i = exp�i��2 + 2k��� ; �i = exp�i�3�2 + 2k���
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2 Fonctions usuelles
Les fonctions les plus couremment rencontr�ees sont les fonctions circulaires ou trigonom�etriques,comme le sinus, le cosinus, la tangente, et les fonctions logarithmiques et exponentielles. Cer-taines de leurs propri�et�es sont rappel�ees ci-dessous.
2.1 Fonctions circulaires
La fonction cosinus est paire, soit cos(�x) = cosx.Les fonctions sinus et tangente sont impaires, elles v�eri�ent alors les relations: sin(�x) = � sinxet tan(�x) = � tanx.
2.1.1 Formules �el�ementaires

cos2 x+ sin2 x = 1; tanx = sinxcosx; 1 + tan2 x = 1cos2 x
2.1.2 Fonctions circulaires d'une somme ou d'une di��erence

sin(x� y) = sinx cos y � cosx sin y
cos(x� y) = cosx cos y � sinx sin y

tan(x� y) = tanx� tan y1� tanx tan y
2.1.3 Formules pour l'angle double

sin(2x) = 2 sin x cosx
cos(2x) = cos2 x� sin2 x
tan(2x) = 2 tanx1� tan2 x
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2.1.4 Formules de lin�earisation
Ces formules sont souvent utilis�ees pour le calcul de primitive.A partir des relations pr�ec�edentes, on peut obtenir les formules de lin�earisation suivantes:

sinx cos y = 12(sin(x+ y) + sin(x� y))
cosx sin y = 12(sin(x+ y)� sin(x� y))
cosx cos y = 12(cos(x+ y) + cos(x� y))
sinx sin y = 12(cos(x� y)� cos(x+ y))

2.1.5 Formules de factorisation
Ces formules sont souvent utilis�ees pour simpli�er une �equation.

cosx+ cos y = 2 cos(x+ y2 ) cos(x� y2 )
cosx� cos y = �2 sin(x+ y2 ) sin(x� y2 )
sinx+ sin y = 2 sin(x+ y2 ) cos(x� y2 )
sinx� sin y = 2 cos(x+ y2 ) sin(x� y2 )

2.2 Fonctions logarithmiques et exponentielles
La fonction exponentielle est d�e�nie par:

8x 2 R; x! ex
Sa fonction r�eciproque, �a savoir la fonction logarithme n�ep�erien est d�e�nie par:

8x 2]0;1[; x! lnx
Ces fonctions ont certaines propri�et�es:

8x et 8y 2]0;1[; ln (xy) = lnx+ ln y
ln�xy

� = lnx� ln y
ln (xn) = n lnx
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8x et 8y 2 R; exey = ex+y
exey = ex�y

(ex)n = enx
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Figure 1: Fonction exponentielle et logarithmique
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2.3 Exponentielle complexe
D�e�nition: On appelle exponentielle complexe la fonction qui �a z 2 C associe la quantit�e:

ez = 1X
n=0 znn!

Pour z = {y, y 2 R on a la relation:
e{y = cos y + { sin y

En e�et, on peut �ecrire:
e{y = 1X

n=0 ({y)nn!
= 1X

n=0 ({)2n y2n(2n)! + ({)2n+1 1X
n=0 y2n+1(2n+ 1)!

= 1X
n=0 (�1)n y2n(2n)! + { 1X

n=0 (�1)n y2n+1(2n+ 1)!
= cos y + { sin y

D'autre part la fonction exponentielle est p�eriodique de p�eriode 2�{.En e�et, on peut �ecrire:
ez+{2k� = eze{2k�

= ez
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3 D�erivation
3.1 D�e�nition
Une fonction f �a une variable est d�erivable en un point x0 de son domaine de d�e�nition si lenombre d�eriv�e de la fonction en ce point, not�e f 0(x0), existe et est �ni. Ce nombre d�eriv�e estdonn�e par: f 0(x0) = lim�!0 f(x0 + �)� f(x0)�Si f est d�erivable sur son domaine de d�e�nition alors la fonction d�eriv�ee de f est d�e�nie par:

f 0 : x ! f 0(x)
3.2 Op�erations sur les d�eriv�ees
3.2.1 D�eriv�ee du produit d'une fonction par un scalaire

(�f(x))0 = �f 0(x)
3.2.2 D�eriv�ee d'une somme/di��erence de deux fonctions

(f(x)� g(x))0 = f 0(x)� g0(x)
3.2.3 D�eriv�ee d'un produit de deux fonctions

(f(x)g(x))0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)
3.2.4 D�eriv�ee de l'inverse d'une fonction� 1f(x)

�0 = � f 0(x)(f(x))2
3.2.5 D�eriv�ee d'un quotient de deux fonctions�f(x)g(x)

�0 = f 0(x)g(x)� f(x)g0(x)(g(x))2
3.2.6 D�eriv�ee de la composition de deux fonctions

(f � g(x))0 = f 0 � g(x)� g0(x)
13



3.2.7 D�eriv�ee d'une fonction r�eciproque
Soient f une fonction d�erivable d'un domaine I sur un domaine J et f�1 la fonction r�eciproqueassoci�ee. Si la fonction f est d�erivable en un point x 2 I (avec f 0(x) 6= 0), alors la fonctionr�eciproque f�1 est d�erivable au point y = f(x) 2 J et v�eri�e la relation:

(f�1)0(y) = 1f 0(x)
En particulier si la fonction f est d�erivable d'un domaine I sur un domaine J alors la fonctionr�eciproque f�1 est d�erivable en tout point de J et v�eri�e la relation:

8x 2 J; (f�1)0(x) = 1f 0(f�1(x))
Remarque 1: il su�t d'intervertir y et x dans l'�equation pr�ec�edente.Remarque 2: cette expression est utilis�ee pour la calcul de la d�eriv�ee de la fonction arctanx.
3.3 D�eriv�ees de fonctions usuelles
fonction f(x) d�eriv�ee f 0(x)xn nxn�1un(x) nu0(x)un�1(x)sinx cosxcosx � sinxtanx 1cos2(x) = 1 + tan2 xln(u(x)) u0(x)u(x)exp(u(x)) u0(x) exp(u(x))arctanx 11+x2
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4 Di��erentielle de fonctions �a une ou plusieurs variables
Consid�erons une fonction scalaire f �a plusieurs variables r�eelles (x1; x2; ::::; xn) soit la fonctionf(x1; x2; ::::; xn).

4.1 D�e�nition
On d�e�nit la di��erentielle de cette fonction f par la grandeur:

df = f(x1 + dx1; x2 + dx2; � � � ; xn + dxn)� f(x1; x2; � � � ; xn)
o�u encore: df = f(~r + d~r)� f(~r)
�a une variable on obtient:

df = f(x+ dx)� f(x)
= f 0(x) dx

Dans le cas d'une fonction �a plusieurs variables on �ecrit alors:
df(x1; x2; ::::; xn) = @f@x1dx1 + @f@x2dx2 + ::::+ @f@xndxn

o�u le terme @f@xi repr�esente la d�eriv�ee partielle de la fonction f par rapport �a la i�eme variable(toutes les autres variables sont consid�er�ees �xes).La d�eriv�ee partielle repr�esente le taux de variation de la fonction dans une direction donn�ee.ExempleSoit une fonction �a deux variables u et v, f(u; v).Les d�eriv�ees partielles de cette fonction en un point M(u0; v0) sont d�e�nies par les relations:
@f@u (u0; v0) = lim�!0 f(u0 + �; v0)� f(u0; v0)�@f@v (u0; v0) = lim�!0 f(u0; v0 + �)� f(u0; v0)�
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4.2 Exemples de calcul de di��erentielle
Exemple 1:Soit T la p�eriode d'oscillation d'un pendule simple dans le cas des petites oscillations. T =2�( lg ) 12

dT = @T@l dl + @T@g dgavec
@T@l = 2�g1=2 12 l�1=2= �(lg)1=2et @T@g = 2�l1=2(�12)g�3=2
= �� l1=2g3=2On obtient alors l'expression suivante:

dT = �(lg)1=2dl � � l1=2g3=2dg
Exemple 2:Calculer la di��erentielle de la fonction scalaire �a deux variables suivante:

f(r; �) = K cos �r2
R�eponse:

df = �2K cos �r3 dr �K sin �r2 d�
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4.3 Application en Physique
4.3.1 Calculs d'erreurs ou calculs d'incertitude
4.3.2 Notion d'incertitude
La physique est une science o�u l'on est souvent amen�e �a e�ectuer des mesures (la physiqueest d�ependante de mesures). Ces mesures sont donc entach�ees d'erreurs d'origines diverses. Ily a des erreurs dues �a l'environnement de la grandeur mesur�ee, d'autres dues �a l'utilisationd'un appareil de mesure, des erreurs de lecture sur l'appareil utilis�e et �egalement des erreursal�eatoires.Un r�esultat est g�en�eralement pr�esent�e sous les formes:

x = x0 ��x
ou x0 ��x � x � x0 +�x
x0 est une estimation de la valeur exacte ( donn�ee par la moyenne sur quelques mesures) et �xest l'incertitude absolue estim�ee par l'exp�erimentateur en tenant compte des di��erentes sourcesd'erreurs.�x d�e�ni �egalement le degr�e de con�ance de la mesure. Il est tel que la probabilit�e pour quex 2 [x0 ��x; x0 ��x] soit la plus �elev�ee possible.On introduit �egalement la notion d'incertitude relative �ujuj appel�ee �egalement pr�ecision.
4.3.3 Calculs d'incertitudes
On va maintenant s'int�eresser �a un probl�eme di��erent. Soit une grandeur physique A (pours'impli�er non mesurable) d�e�nie par une formule faisant intervenir d'autres grandeurs physiques(a1; a2; ::::; an) mesurables et dont les incertitudes ont �et�e d�etermin�ees par un exp�erimentateur.Le probl�eme est de d�eterminer l'incertitude sur cette grandeur A, soit �A. Pour cela on calculela di��erentielle de A en prenant soin de regrouper tous les termes ayant le même facteur dai(pour �eviter le probl�emes des erreurs li�ees).

dA = @A@a1da1 + @A@a2da2 + ::::+ @A@andan
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L'incertitude est alors donn�ee par la relation suivante:
�A = ���� @A@a1

�����a1 + ���� @A@a2
�����a2 + : : :+ ���� @A@an

�����an

4.4 Exemples de calcul d'incertitude
Exemple 1:L'angle A d'un prisme constitu�e d'un mat�eriau d'indice n et le minimum Dm de l'angle ded�eviation D sont li�es par la relation suivante:

n = sin A+Dm2sin A2On mesure A = 60�, Dm = 32� avec les incertitudes �A = �Dm = 10:D�etermination de l'expression analytique et de la valeur num�erique de l'incertitude relative surla grandeur n.On utilisera une m�ethode classique (calcul de la di��erentielle) et la m�ethode de la di��erentiellelogarithmique.M�ethode de la di��erentielle logarithmique.
lnn = ln�sin A+Dm2

�� ln�sin A2
�

dnn = d �sin A+Dm2 �
sin A+Dm2 � d �sin A2 �sin A2

R�eponse:

�nn = 12
����� 1tan A+Dm2 � 1tan A2

������A+ 12
����� 1tan A+Dm2

������Dm
Application num�erique:Attention, les angles s'expriment en radians.

�nn = 2; 5:10�4
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5 Primitives et Int�egrales
En physique on est souvent amen�e �a calculer des int�egrales et donc �a d�eterminer des primitives.On ne parlera ici que d'int�egrales de fonction �a une variable. Pour calculer I, il faut pouvoirtrouver une fonction F (x) dont la d�eriv�ee premi�ere soit la fonction f(x).

I = Z b
a f (x) dx = [F (x)]ba = F (b)� F (a)

Malheureusement ce n'est pas toujours tr�es simple et dans un grand nombre de cas cela restemême impossible analytiquement.Face �a un calcul d'int�egrale deux cas de �gure peuvent se pr�esenter: soit la primitive F (x) dela fonction f(x) est connue, soit elle ne l'est pas et dans ce cas on dispose de certaines r�eglesde calcul.
5.1 Primitives connues ou usuelles
fonction f(x) primitive F (x)xn 1n+1xn+1u0(x)un(x) 1n+1un+1(x)1x lnxu0(x)u(x) lnu(x)exp(nx) 1n exp(nx)cosx sinxsinx � cosxsinhx coshxcoshx sinhx

5.2 R�egles de calcul
5.2.1 Int�egration par parties
Prenons par exemple le calcul de l'int�egrale suivante:Z b

a x lnx dx
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La primitive de la fonction f(x) = x lnx n'est pas une primitive connue ou usuelle. Pourcalculer cette int�egrale nous allons utiliser l'int�egration par partie. Cette m�ethode est bas�ee surla formule suivante: (uv)0 = u0v + uv0
A partir de cette �equation on peut �ecrire:Z b

a u0(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]ba � Z b
a u(x)v0(x)dx

Cette formule sera utilis�ee si la primitive du terme de droite est plus simple �a d�eterminer quecelle du terme de gauche.Pour notre exemple il faut proc�eder de la fa�con suivante:
u0(x) = x ) u(x) = x22v(x) = lnx ) v0(x) = 1xEn appliquant la formule d'int�egration par partie on peut �ecrire:Z b

a x lnx dx = �x22 lnx�ba �
Z b
a x22 1x dx

= �x22 lnx� x24
�b
aAutre exemple d'application, le calcul de l'int�egrale:Z b

a x exp(x) dx = [x exp(x)]ba � Z b
a exp(x) dx

= [(x� 1) exp(x)]ba
5.2.2 Changement de variable
Soit l'int�egrale suivante �a calculer: Z b

a xpx� 1 dx
La primitive de la fonction f(x) = xpx� 1 n'est pas une primitive connue ou usuelle. Pourcalculer cette int�egrale nous allons utiliser une m�ethode qui consiste �a e�ectuer un changementde variable de fa�con �a pouvoir d�e�nir une primitive. L'id�ee est de remplacer la racine carr�eepar une fonction lin�eaire. Pour cela on va e�ectuer le changement de variable suivant:

t = px� 1
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On obtient ainsi: x = t2 + 1 ) dx = 2t dt
L'int�egrale s'�ecrit alors sous la forme:Z b

a xpx� 1 dx = Z pb�1pa�1 (t2 + 1)t2t dt
= �25t5 + 23t3

�pb�1pa�1La primitive de la fonction f(x) = xpx� 1 est �25(x� 1)5=2 + 23(x� 1)3=2�.
5.2.3 Cas des fonctions trigonom�etriques
Pour le calcul des primitives et int�egrales de fonctions trigonom�etriques il existe plusieursm�ethodes comme l'utilisation du cosinus de l'angle double, la d�ecomposition d'un produit ensomme (lin�earisation) ou encore en faisant apparaitre des termes du type P (cosx) sinx ouP (sinx) cosx.
Exemple 1 : I = Z sin2 x dx
On utilise la relation suivante: cos 2x = cos2 x� sin2 x

= 1� 2 sin2 x
) sin2 x = 1� cos 2x2) I = �12x� 14 sin 2x

�
Exemple 2 : I = Z cosx cos 3x cos 5x dx
On d�ecompose jusqu'�a n'avoir plus que des termes lin�eaires.

cosx cos 3x = 12 [cos(x+ 3x) + cos(x� 3x)]
= 12 [cos 4x+ cos 2x]

cosx cos 3x cos 5x = 12 cos 4x cos 5x+ 12 cos 2x cos 5x= 14 [cos 9x+ cos 7x+ cos 3x+ cosx]
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En�n on obtient: I = 14
�19 sin 9x+ 17 sin 7x+ 13 sin 3x+ sin x�

Exemple 3 : I = Z cos3 x dx
avec:

cos3 x = cosx cos2 x
= cosx(1� sin2 x)

I = �sinx� 13 sin3 x
�

5.2.4 Les fractions rationnelles
Une fraction rationnelle est d�e�nie comme �etant le quotient de deux polynômes.Pour calculer les primitives de ces fonctions, il faut utiliser une technique bien particuli�ere, quel'on appelle la d�ecomposition en �el�ements simples.On se limitera ici au cas o�u le degr�e du num�erateur est strictement inf�erieur au degr�e dud�enominateur.La m�ethode utilis�ee est illustr�ee par les deux exemples suivants:
Exemple 1 : On d�esire d�eterminer une primitive de la fonction f suivante:

f(x) = 1x(x+ 1)2Pour cela on d�ecompose la fonction f en �el�ements simples, soit:
f(x) = Ax + B(x+ 1) + C(x+ 1)2Le calcul permet de d�eterminer la valeur des trois coe�cients A, B et C.A = 1; B = C = �1.On peut alors �ecrire la fonction f sous la forme:
f(x) = 1x + �1(x+ 1) + �1(x+ 1)2Les primitives de chacun des trois termes sont simples �a d�eterminer. Soit F (x) la primitive def(x): F (x) = ln jxj � ln jx+ 1j+ 1(x+ 1)

22



Exemple 2 : Soit la fonction suivante:
f(x) = x(x2 + 1)(x� 1)

Le terme x2 + 1 n'ayant pas de racines r�eelles, on va �ecrire f sous la forme:
f(x) = A(x� 1) + (Bx+ C)(x2 + 1)

Le calcul permet de d�eterminer la valeur des trois coe�cients A, B et C.A = C = 1=2; B = �1=2.On peut alors �ecrire la fonction f sous la forme:
f(x) = 12 1(x� 1) � 12 (x� 1)(x2 + 1)

La primitive F1(x) du premier terme est simple �a d�eterminer et vaut:
F1(x) = 12 ln jx� 1j

Par contre la d�etermination de la primitive F2(x) du second terme est moins imm�ediate �ad�eterminer. Pour cela on proc�ede en deux �etapes:
1. La premi�ere consiste �a faire apparaitre au num�erateur la d�eriv�ee du d�enominateur. Pourcela il su�t d'�ecrire: �12 (x� 1)(x2 + 1) = �12 122x� 1(x2 + 1)La primitive du premier terme est F2;1(x) et est d�e�nie par l'expression:

F2;1(x) = �14 ln(x2 + 1)
2. La seconde �etape consiste �a d�eterminer une primitive F2;2(x) de:12 1(x2 + 1)

Cette primitive est donn�ee par:
F2;2(x) = 12 arctan(x)
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5.2.5 Application
Calculer les primitives suivantes:
a) Z cos2 x dx = Z 1 + cos 2x2 dx = �x2 + 14 sin 2x

�

b) Z tanx dx = Z sinxcosx dx = [� ln jcosxj]
c) Z sin3 xcos2 x dx = sinx(1� cos2 x)cos2 x dx = � 1cosx + cosx�

d) Z dx(a2 + x2)3=2 ; (on pose x = a tan t);= 1a2 [sin t]

e) Z xp1 + ax2 dx; (de la forme u0(x)un(x));= �1a(1 + ax2)1=2�

f) Z x(1 + ax2)3=2 dx; (de la forme u0(x)un(x));= � 15a(1 + ax2)3=2�

g) Z x(x+ 1)3 dx; (d�ecomposition en �el�ements simples);= �� 1x+ 1 + 12 1(x+ 1)2
�

h) Z x sin(2x) dx; (int�egration par partie);= �12
�x cos(2x)� 12 sin(2x)

�

i) Z 5x+ 2x3 � 5x2 + 4x dx; (d�ecomposition en �el�ements simples);= 12 ln jxj � 73 ln jx� 1j+ 116 ln jx� 4j
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6 D�eveloppements limit�es
6.1 D�e�nition
Soit une fonction r�eelle d'une seule variable r�eelle x d�e�nie sur un intervalle de d�e�nition I.Soit x0 2 I. On dit que la fonction f poss�ede un d�eveloppement limit�e d'ordre n (n 2 N) aupoint x0 si il existe n + 1 nombres r�eels (c0; c1; : : : ; cn) tels que l'on puisse �ecrire la relationsuivante:

f(x) = c0 + c1(x� x0) + : : :+ cn(x� x0)n + (x� x0)n� (x) ; limx!x0 �(x) = 0
Si la fonction f est n fois d�erivable en x0, on peut alors r�e�ecrire la relation pr�ec�edente sous laforme:
f(x) = f(x0)+f 0(x0)1! (x�x0)+f 00(x0)2! (x�x0)2+: : :+f (n)(x0)n! (x�x0)n+(x�x0)n� (x) ; limx!x0 �(x) = 0
6.2 D�eveloppements limit�es en 0

f(x) = f(0) + f 0(0)1! x+ f 00(0)2! x2 + : : :+ f (n)(0)n! xn + xn� (x) ; limx!0 �(x) = 0
6.3 D�eveloppements limit�es en 0 de fonctions usuelles

ex = 1 + x+ x22! + x33! + � � �+ xnn! + xn�(x)
ln(1 + x) = x� x22 + x33 + � � �+ (�1)n�1xnn + xn�(x)

11 + x = 1� x+ x2 � x3 + � � �+ (�1)nxn + xn�(x)
cosx = 1� x22! + x44! + � � �+ (�1)n x2n(2n)! + x2n�(x)
sinx = x� x33! + � � �+ (�1)n+1 x2n�1(2n� 1)! + x2n�(x)

(1 + x)m = 1 +mx+ m(m� 1)2! x2 + � � �+ m(m� 1) � � � (m� n+ 1)n! xn + xn�(x)
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7 S�erie de Fourier
7.1 Forme r�eelle
On consid�ere une fonction f(t) de la variable r�eelle t et de p�eriode T . Cette fonction v�eri�edonc la relation: f(t+ nT ) = f(t); avec n 2 Z
Sous certaines conditions de d�e�nition de la fonction et de continuit�e de cette derni�ere ainsi quede sa d�eriv�ee premi�ere (conditions de Dirichlet), il est alors possible de repr�esenter la fonctionf(t) par une s�erie de la forme:

f(t) = a02 + 1X
n=1 an cos (n!0t) + 1X

n=1 bn sin (n!0t) (6)
dans laquelle a0; an et bn sont des coe�cients ind�ependants de la variable t et !0 = 2�=Trepr�esente une pulsation.Cette s�erie s'appelle le d�eveloppement en s�erie de Fourier de la fonction f(t).
Pour d�eterminer compl�etement cette s�erie, il faut d�e�nir ses coe�cients.
7.1.1 Calcul des coe�cients
Pour d�eterminer ces coe�cients, nous allons utiliser les relations suivantes:Z T

0 cos (m!0t) cos (n!0t) dt = T2 (�m;n + �m;�n)Z T
0 sin (m!0t) sin (n!0t) dt = T2 (�m;n � �m;�n)Z T
0 cos (m!0t) sin (n!0t) dt = 0

(7)

o�u �m;n est le symbole de Kronecker d�e�ni par:
�m;n =1 m=n0 m6=n

Pour calculer la premi�ere int�egrale, on commence par une lin�earisation.
cos (m!0t) cos (n!0t) = 12(cos(m+ n)!0t+ cos(m� n)!0t) (8)
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on obtient alors:Z T
0 cos (m!0t) cos (n!0t) dt = 12

�sin((m+ n)!0t)(m+ n)!0 + sin((m� n)!0t)(m� n)!0
�T
0 (9)

Cette int�egrale est nulle sauf dans les cas o�u m = �n et m = n.Dans ces cas nous avons:Z T
0 cos2 (n!0t) dt = 12

Z T
0 (1 + cos (2n!0t)) dt

= 12
�t+ sin (2n!0t)2n!0

�T
0= T2

(10)

Les deux autres relations sont d�e�nies en utilisant un calcul analogue au pr�ec�edent.
Multiplions maintenant les deux membres de la s�erie de Fourier (en renommant les indicesde sommation n! m par cos (n!0t) et int�egrons entre 0 et T.On obtient alors:Z T

0 f(t) cos (n!0t) dt = Z T
0

"a02 + 1X
m=1 am cos (m!0t) + 1X

m=1 bm sin (m!0t)# cos (n!0t) dt
Toutes les int�egrales du second membre sont nulles �a l'exception du terme:Z T

0
1X

m=1 am cos (m!0t) cos (n!0t) dt
qui est non nul pour m = n et vaut dans ce cas T=2.On obtient alors: an = 2T

Z T
0 f(t) cos (n!0t) dt (11)

Par un calcul analogue, on trouve:
bn = 2T

Z T
0 f(t) sin (n!0t) dt (12)

a0 = 2T
Z T
0 f(t)dt (13)
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7.2 Forme complexe
Soit le d�eveloppement en s�erie de Fourier de la fonction f(t):

f(t) = a02 + 1X
n=1 an cos (n!0t) + 1X

n=1 bn sin (n!0t)
En utilisant les relations suivantes:

cos (n!0t) = exp ({n!0t) + exp (�{n!0t)2sin (n!0t) = exp ({n!0t)� exp (�{n!0t)2{on peut r�e�ecrire ce d�eveloppement sous la forme:
f(t) = a02 + 1X

n=1 (an � {bn)2 exp ({n!0t) + 1X
n=1 (an + {bn)2 exp (�{n!0t)

= a02 + 1X
n=1 (an � {bn)2 exp ({n!0t) + �1X

n=�1 (a�n + {b�n)2 exp ({n!0t)
soit encore f(t) = 1X

�1 fn exp ({n!0t) (14)
avec

f0 = a02fn = (an � {bn)2 pour n � 1
fn = (a�n + {b�n)2 = f �n pour n � �1

7.2.1 Calcul des coe�cients
Pour calculer les coe�cients fn on utile la relation suivante:Z T

0 exp ({m!0t) exp (�{n!0t) dt = T�mn
Apr�es avoir renommer les indices de sommation (n! m) de l'expression du d�eveloppement ens�erie de Fourier de la fonction f(t) sous sa forme complexe, multiplions les deux membres parla quantit�e exp (�{n!0t) et int�egrons entre 0 et T.On obtient alors:Z T

0 f(t) exp (�{n!0t) dt = Z T
0

1X
�1 fm exp ({m!0t) exp (�{n!0t) dt
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Le seul terme non nul est celui correspondant au cas o�u m = n et sa valeur vaut T. On obtientainsi l'expression des coe�cients recherch�es, �a savoir:
fn = 1T

Z T
0 f(t) exp (�{n!0t) dt

On peut ensuite d�eterminer les coe�cients an et bn.
a0 = 2f0; b0 = 0

an = (fn + f �n) = 2<(fn);
bn = f �n � fn{ = �2=(fn)
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7.3 Application
Soit la fonction f de la variable r�eelle t d�e�nie par:

f(t) =1 0�t�T
20 T

2 �t�Tavec T = 10.
On d�esire �ecrire un d�eveloppement en s�erie de Fourier de cette fonction.On commence par d�e�nir la pulsation associ�ee �a le p�eriode T , soit !0 = �=5.

7.3.1 D�eveloppement sous forme r�eelle
On cherche �a d�eterminer les coe�cients a0; an et bn.
Calcul de a0

a0 = 2T
Z T
0 f(t)dt

= 2T
Z T=2
0 dt

a0 =1
Calcul de an

an = 2T
Z T
0 f(t) cos (n!0t) dt

= 2T
Z T
0 f(t) cos�n2�T t� dt

= 2T
Z T=2
0 cos�n2�T t� dt

an =0
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Calcul de bn
an = 2T

Z T
0 f(t) sin (n!0t) dt

= 2T
Z T
0 f(t) sin�n2�T t� dt

= 2T
Z T=2
0 sin�n2�T t� dt

=� 1n�
�cos�n2�T t� dt�T=20=� 1n� [cos(n�)� cos(0)]

Deux cas se pr�esente:
1. si n est pair, alors bn = 0
2. si n est impair alors bn = 2=(n�)

Le d�eveloppement en s�erie de Fourier de la fonction f permet d'�ecrire:
f(t) = 12 + X

n impair 2n� sin�n2�T t�
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7.3.2 D�eveloppement sous forme complexe
On cherche �a d�eterminer les coe�cients fn.
Calcul de f0

f0 = 1T
Z T
0 f(t)dt

= 1T
Z T=2
0 dt

f0 =12a0 =2f0=1
Calcul de fn

fn = 1T
Z T
0 f(t) exp��{n2�T t� dt

= 1T
Z T=2
0 exp��{n2�T t� dt

= {2n� [exp(�{n�)� exp(0)]
= {2n� [cos(n�)� 1]

Deux cas se pr�esente:
1. si n est pair, alors fn = 0
2. si n est impair alors fn = �{=(n�)

On peut alors maintenant d�eterminer les coe�cients an et bn de la forme r�eelle.Pour n pair, on a:
an =2<(fn) bn = �2=(fn)=0 = 0

Pour n impair, on a:
an =2<(fn) bn = �2=(fn)

=0 = 2n�
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Figure 2: D�eveloppement en s�erie de Fourier de la fonction f(t)
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8 Transformation de Fourier
La transform�ee de Fourier intervient dans de nombreux domaines de la physique (optique,traitement du signal, cristallographie) et de la chimie (spectroscopie infra rouge par transform�eede Fourier, r�esonance magn�etique nucl�eaire).La transform�ee de Fourier permet l'analyse d'un signal non pas en fonction du temps mais dansl'espace des fr�equences ou pulsations. On parle alors du contenu fr�equentiel.
8.1 D�e�nition
A partir du d�eveloppement en s�erie de Fourier d'une fonction f(t) p�eriodique (de p�eriode T ) eten utilisant la d�erivation heuristique, on d�e�nit la transform�ee de Fourier ~f(!) de la fonctionf(t) par la relation suivante:

~f(!) = Z +1
�1 f(t) exp(�{!t)dt

De la même fa�con on peut d�e�nir la transform�ee de Fourier inverse de ~f(!) par:
f(t) = 12�

Z +1
�1 ~f(!) exp({!t)d!

8.2 D�e�nition de la distribution de Dirac
En appliquant successivement les transformations f(t)! ~f(!) et ~f(!)! f(t) on e�ectue uneop�eration neutre. Cela permet de d�e�nir la distribution de Dirac:

�(t) = 12�
Z +1
�1 exp({!t)d!

qui a la propri�et�e suivante: Z +1
�1 f(t0)�(t� t0)dt0 = f(t)
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8.3 Calcul de la transform�ee de Fourier d'une fonction
Consid�erons une fonction f de la seule variable r�eelle t. On peut toujours d�evelopper cettefonction en une partie paire fpaire et une partie impaire fimpaire.

f(t) =f(t) + f(�t)2 + f(t)� f(�t)2f(t) =fpaire(t) + fimpaire(t)La transform�ee de Fourier de la fonction f s'�ecrit alors:
~f(!) = ~fpaire(!) + ~fimpaire(!)

~fpaire(!) = Z +1
�1 (f(t) + f(�t))2 exp(�{!t)dt

= 12
Z +1
�1 f(t) exp(�{!t)dt+ 12

Z +1
�1 f(�t) exp(�{!t)dt

= 12 ~f(!) + 12
Z �1
+1 (�f(t)) exp({!t)dt

= 12 ~f(!) + 12
Z +1
�1 f(t) exp(�{(�!)t)dt

= 12 ~f(!) + 12 ~f(�!)
On obtient ainsi les relations suivantes:~fpaire(!) = ~f(!) + ~f(�!)2et

~fimpaire(!) = ~f(!)� ~f(�!)2Si la fonction f(t) est r�eelle, on peut montrer que:
~f(�!) = Z +1

�1 f(t) exp({!t)dt
= �~f(!)
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Nous obtenons alors que la transform�ee de Fourier d'une fonction paire est elle même unefonction paire et une fonction r�eelle. Inversement la transform�ee de Fourier d'une fonctionimpaire est une fonction impaire et immaginaire pure. Ceci peut être r�esum�e par les deux�equations suivantes:
~fpaire(!) = <� ~f(!)�

~fimpaire(!) = {=� ~f(!)�
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8.4 Applications
8.4.1 Cas d'une distribution gaussienne
Soit la distribution gaussienne g(t) normalis�ee et de largeur �a mi hauteur �.

g(t) = 1p2��2 exp
�� t22�2

�
avec Z +1

�1 g(t)dt = 1
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Figure 3: Distribution gaussienne avec � = 1:0; 0:3
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Calculons la transform�ee de Fourier de cette distribution gaussienne.
~g(!) = Z +1

�1 1p2��2 exp
�� t22�2

� exp(�{!t)dt
= 1p2��2

Z +1
�1 exp��t2 + 2{�2!t2�2

� dt

= 1p2��2
Z +1
�1 exp��(t+ {�2!)2 + !2�42�2

� dt

= exp��!2�22
� 1p2��2

Z +1
�1 exp��(t+ {�2!)22�2

� dt

~g(!) = exp��!2�22
�

Remarque: La tranform�ee de Fourier d'une gaussienne de largeur � est une gaussienne delargeur inverse ��1.
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Figure 4: Tranform�ees de Fourier des distributions gaussiennes avec � = 1:0; 0:3
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9 M�ethodes de r�esolution de certaines
�equations di��erentielles

Soit une fonction y d'une seule variable r�eelle x.
9.1 R�esolution d'�equations di��erentielles �a coe�cients constants
9.1.1 Equation di��erentielle du premier ordre �a coe�cients constants sans secondmembre
Soit l'�equation: dydx + ay = 0 (15)
avec a constant 2 RCette �equation peut être r�e�ecrite sous la forme:

dyy = �adx
soit en int�egrant:

) ln y = �ax+ C
) exp (ln y) = exp (�ax+ C)
) y = exp (C) exp (�ax)
) y (x) = K exp (�ax)

K est appel�ee constante d'int�egration et sera d�etermin�ee �a partir d'une condition initiale(x0; y0).
9.1.2 Equation di��erentielle du premier ordre �a coe�cients constants avec secondmembre constant
Soit l'�equation: dydx + ay = b (16)
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avec a et b des constantes 2 RLa solution y de cette �equation est la somme de deux solutions: y1 et y2, soit:
y (x) = y1 (x) + y2 (x)

y1 est la solution g�en�erale de l'�equation di��erentielle sans second membre et doit donc v�eri�erl'�equation: dy1dx + ay1 = 0
y2 est la solution particuli�ere et doit v�eri�er l'�equation:

dy2dx + ay2 = b
D'apr�es ce que l'on a vu pr�ec�edemment, la solution y1 est donn�ee par:

y1 (x) = K exp (�ax)
La solution particuli�ere y2 est recherch�ee sous la même forme math�ematique que le secondmembre, soit dans notre cas sous la forme d'une constante y2=C2 et doit donc v�eri�er l'�equation:dy2dx + ay2 = b
soit

) aC2 = b
) C2 = ba) y2 (x) = baLa solution y de l'�equation (7) peut alors s'�ecrire sous la forme:

y (x) = K exp (�ax) + baLa constante K sera d�etermin�ee �a partir des conditions initiales.
9.1.3 Application
La vitesse v d'un corps ponctuel de masse constante m en chute libre dans l'air (r�esistance�K~v avec K =constante) ob�eit �a l'�equation di��erentielle suivante:

dvdt + Kmv = g
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Sachant qu'au temps t = t1 la vitesse vaut v (t = t1) = v1, d�eterminer l'expression de la vitesseen fonction du temps.
R�eponse:

v(t) = mgK + �v1 � mgK � exp�Km (t� t1)
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9.1.4 Equation di��erentielle du second ordre �a coe�cients constants et avec sec-ond membre
Soit l'�equation: ad2ydx2 + bdydx + cy = f (17)
avec a, b et c des constantes 2 R et f une fonction de x.La r�esolution de cette �equation di��erentielle comporte deux �etapes.
La premi�ere �etape consiste �a d�eterminer la solution g�en�erale y1 de l'�equation di��erentiellesans second membre. Cette solution doit v�eri�er l'�equation:

ad2y1dx2 + bdy1dx + cy1 = 0
On proc�ede de la fa�con suivante: on recherche la solution y1 sous la forme y1 (x) = A exp (rx).On obtient alors l'�equation caract�eristique suivante:

ar2 + br + c = 0
dont les racines vont permettre de d�eterminer la solution g�en�erale y1 (x).Soit � = b2� 4ac le discriminent de l'�equation caract�eristique. Selon la valeur et le signe de �nous obtiendrons di��erents types de solutions.
Premier cas : Si � > 0, l'�equation caract�eristique admet deux solutions r�eelles distinctesr1 et r2 d�e�nies par: r1;2 = �b�pb2 � 4ac2aLa solution g�en�erale y1 (x) sera alors de la forme:

y1 (x) = A1 exp (r1x) + A2 exp (r2x)
avec A1 et A2 des constantes 2 R.
Second cas: Si � = 0, l'�equation caract�eristique admet alors une racine double r�eelle rd�e�nie par: r = � b2aDans ce cas, la solution g�en�erale y1 (x) s'�ecrira sous la forme:

y1 (x) = (A1x+ A2) exp (rx)
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avec A1 et A2 des constantes 2 R.
Troisi�eme cas: Si � < 0, l'�equation caract�eristique poss�ede deux racines complexes con-jugu�ees r1 et r2 d�e�nies par: r1;2 = �b� {p��2aLa solution g�en�erale y1 (x) sera alors de la forme:

y1 (x) = A1 exp (r1x) + A2 exp (r2x)
= �A1 exp�{p��2a x�+ A2 exp��{p��2a x�� exp�� b2ax

�
et pourra �egalement s'exprimer sous les formes:

y1 (x) = �A01 cos�p��2a x�+ A02 sin��p��2a x�� exp�� b2ax
�

ou y1 (x) = A0 cos�p��2a x+ �� exp�� b2ax
�

La seconde �etape consiste �a d�eterminer une solution particuli�ere y2 v�eri�ant l'�equationdi��erentielle avec second membre. Cette solution est recherch�ee sous la même forme math�ematiqueque le second membre f .
En�n la solution de l'�equation di��erentielle (8) est d�e�nie par:

y (x) = y1 (x) + y2 (x)
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9.1.5 Application
R�esolution de l'�equation di��erentielle d'un oscillateur unidimensionel harmonique amorti etforc�e par un terme sinusoidal.Soit l'�equation: m�y + h _y + ky = F0 cos
t
La solution y(t) de cette �equation di��erentielle est d�e�nie par:

y (t) = y1 (t) + y2 (t)
o�u y1(t) est la solution g�en�erale de l'�equation di��erentielle sans second membre et y2(t) lasolution particuliaire. Suivant la valeur des coe�cients, la solution y1(t) est donn�ee par un destrois cas d�e�nis pr�ec�edemment.Il reste alors �a d�eterminer la solution particuliaire y2(t). Cette solution est recherch�ee sous lamême forme math�ematique que le second membre, soit sous la forme:

y2(t) = A cos(
 t+ �)
Pour d�eterminer y2(t) il nous faut d�e�nir A et �.Pour cela nous allons utiliser la notation complexe qui consiste �a associer au r�eel y2(t) uncomplexe �y2(t) dont la partie r�eelle est �egale �a y2(t), soit:

�y2(t) = A exp[i(
 t+ �)]
On obtient alors l'�equation di��erentielle que doit v�eri�er �y2(t) , soit:

m��y2 + h _�y2 + k�y2 = F0 exp(i
 t)
On peut alors �ecrire la relation suivante:

A exp(i�) = F0(k �m
2) + i
 hqui va nous permettre de d�e�nir dans un premier temps la solution �y2(t) puis la solutiony2(t) = <(�y2(t)) �a partir de la d�etermination de A(
) et �(
). En �ecrivant le complexe �adroite de l'�egalit�e sous forme exponentielle, on obtient:
A(
) = F0p(k �m
2)2 + 
2h2
�(
) = � arctan 
 h(k �m
2)
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10 Syst�emes de coordonn�ees
10.0.6 Coordonn�ees cart�esiennes
Composantes et tri�edre direct:

(x; y; z) ; (~ex; ~ey; ~ez)
Vecteur position: ~r = x ~ex + y ~ey + z ~ez
Vecteur d�eplacement �el�ementaire:

d~r = dx ~ex + dy ~ey + dz ~ez
El�ements de surface: d~S = � dy dz ~ex; � dz dx ~ey; � dx dy ~ez
El�ement de volume: d� = dx dy dz

10.0.7 Coordonn�ees cylindriques
Composantes et tri�edre direct:

(r; '; z) ; (~er; ~e'; ~ez)
Vecteur position: ~r = r ~er + z ~ez
Vecteur d�eplacement �el�ementaire:

d~r = dr ~er + r d' ~e' + dz ~ez
El�ements de surface:

d~S = � r d' dz ~er; � dr dz ~e'; � r dr d' ~ez
El�ement de volume: d� = r dr d' dz
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10.0.8 Coordonn�ees sph�eriques
Composantes et tri�edre direct:

(r; �; ') ; (~er; ~e�; ~e')
Vecteur position: ~r = r ~er
Vecteur d�eplacement �el�ementaire:

d~r = dr ~er + r d� ~e� + r sin � d' ~e'
El�ements de surface:

d~S = � r2 sin � d� d' ~er; � r sin � dr d' ~e�; � r dr d� ~e'
El�ement de volume: d� = r2 sin � dr d� d'
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Figure 7: Coordonn�ees sph�eriques
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10.0.9 Application
1) Pour chacuns des syst�emes de coordonn�ees, d�eterminer quels sont les vecteurs unitaires �xeset tournant.2) Projeter les vecteurs unitaires (~ex; ~ey; ~ez) des coordonn�ees cart�esiennes sur la base desvecteurs unitaires (~er; ~e'; ~ez) des coordonn�ees cylindriques.

~ex = cos' ~er � sin' ~e'
~ey = sin' ~er + cos' ~e'
~ez = ~ez2) Projeter les vecteurs unitaires (~ex; ~ey; ~ez) des coordonn�ees cart�esiennes sur la base desvecteurs unitaires (~er; ~e�; ~e') des coordonn�ees sph�eriques.

~ex = cos' sin � ~er + cos' cos � ~e� � sin' ~e'
~ey = sin' sin � ~er + sin' cos � ~e� + cos' ~e'
~ez = cos � ~er � sin � ~e�
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