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Résumé

La génération d’instances SAT difficiles est de grande im-
portance à la fois théorique et pratique. Le Modèle RB est
un modèle CSP dont les points de seuil peuvent être pré-
cisément localisés et l’on peut garantir que les instances
générées à ce seuil seront difficiles. Dans ce papier, nous
présentons trois différentes méthodes pour coder des ins-
tances CSP, à partir d’un Modèle RB, en instances SAT. En-
suite, nous effectuons systématiquement des comparaisons
et analyses détaillées. Grâce aux résultats expérimentaux,
nous avons constaté que, même en utilisant des façons dif-
férentes de coder ces instances, celles-ci demeurent assez
difficiles et le pic du coût de la recherche de solutions pour
ces instances correspond exactement à celui des instances
CSP, ce qui signifie que les instances SAT générées de cette
façon ont hérité des bonnes caractéristiques du Modèle RB.
Nous avons finalement choisi la méthode la plus naturelle et� directe � de codage pour définir un modèle SAT simple ap-
pelé RB-SAT. Avec son aisance de compréhension et d’uti-
lisation, RB-SAT est ainsi un autre modèle SAT en plus de
k-SAT aléatoire pour étudier la difficulté du problème SAT.

1 Introduction

Le problème de la satisfiabilité (SAT), étant un des pre-
miers problèmes NP-complets, est important aussi bien en
théorie qu’en pratique. Du point de vue théorique, il joue
un rôle central dans les calculs de complexités. Du point
de vue pratique, il se traduit par beaucoup de nombreux
problémes concrets tels que la vérification formelle, les
ressources d’allocation et la gestion de l’emploi du temps
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qui peuvent être naturellement codés en problèmes SAT.

Depuis les années 1990, un phénomène de transition
de phase, en probabilité de l’existence d’une solution, fut
observé pour beaucoup de problèmes en informatique.
Cette transition coïncide avec la région où la difficulté des
instances s’accroît, où SAT est un des premiers problèmes
susceptibles de mettre en évidence un tel phénomène.

Dans l’étude de transitions de phases pour les problèmes
NP-complets, ce sont les problèmes 3-SAT aléatoires qui
ont retenu le plus d’attention depuis une dizaine d’années.
Beaucoup de travaux ont été réalisés pour prouver que les
bornes inférieures et supérieures au voisinage des points
de seuil, et les meilleures bornes inférieure et supérieure
actuelles pour 3-SAT aléatoire sont respectivement de 3,52
[9] et 4,506 [2] (la valeur exacte n’étant pas encore fixée à
ce jour). Dans la poursuite de la conception d’algorithmes
rapides pour des problèmes NP-complets, et pour évaluer
expérimentalement la performance asymptotique de ces
algorithmes, il est nécessaire de générer des instances
de tailles croissantes dont la difficulté peut être garantie.
Principalement grâce à leur simplicité et leur difficulté, les
problèmes 3-SAT aléatoires sont utilisés comme une im-
portante source pour générer des benchmarks à soumettre
aux différents algorithmes ou solveurs (ils représentent une
des trois principales catégories de benchmarks adoptées
par laSAT Competition1 ).

En fait, 3-SAT aléatoire a grandement motivé le déve-
loppement d’algorithmes tels que satz [11] et adaptg2wsat

1http ://www.satcompetition.org



[12] au cours des dernières années. Toutefois, l’absence
de structure dans les instances 3-SAT aléatoires fait
qu’elles sont tout à fait différentes de celles générées par
un codage SAT de problèmes du monde réel, de sorte
qu’un algorithme efficace pour 3-SAT aléatoire ne l’est
pas nécessairement pour les problèmes SAT issus du
monde réel. Pour fournir une bonne alternative aux critères
purement aléatoires, le problème de quasigroup (latine
Squaresou QCP) (voir par exemple [10]) a été présenté
comme un domaine de benchmarks structurés [1, 6], ce
qui a grandement fait progresser l’étude du problème SAT,
surtout empiriquement. Cependant, par rapport au 3-SAT
aléatoire, ce domaine n’est pas encore assez simple à
comprendre et à utiliser, et le codage SAT de ce problème
n’est pas encore assez affiné pour l’étude asymptotique du
comportement d’un algorithme. Par exemple, le codage
d’une instance SATF1 du latine Squaresd’ordre 20 utilise
naturellement 8000 (203) variables booléennes, alors qu’un
codage d’une instance SATF2 du latine Squaresd’ordre
21 fait naturel usage de 9261 (213) variables booléennes.
Ceci est différent de 3-SAT aléatoire pour lequel on peut
continuellement augmenter la taille de l’instance par
l’ajout de 50 variables pour étudier asymptotiquement le
comportement d’un algorithme.

Il est donc utile de fournir un effort de plus afin de
trouver un nouveau modèle SAT avec de meilleures fonc-
tionnalités pour permettre de mieux étudier le problème
SAT, tout en étant presque aussi simple que le modèle
3-SAT aléatoire. Idéalement, un algorithme efficace pour
ce genre de benchmarks SAT devrait être également effi-
cace pour une large palette de problèmes SAT aléatoires et
structurés.

Le Problème de Satisfaction de Contraintes2 (CSP) est
une généralisation du problème SAT. Le CSP peut être
transformé en un problème SAT en utilisant des codages
différents, tels que le codage direct, le codage de support
et le codage logarithmique. Dans [20], un modèle de CSP
appelé Modèle RB a été proposé. Contrairement au 3-SAT
aléatoire, le Modèle RB a des points de seuil qui peuvent
être précisément situés. En outre, à l’heure actuelle
de nombreuses études sur des algorithmes incomplets
s’appuient beaucoup sur des expérimentations et analyses
empiriques pour des instances satisfiables mais assez
difficiles. Des travaux antérieurs [19] montrent que le
Modèle RB peut également être utilisé pour générer des
instances difficiles et satisfiables en utilisant une straté-
gie très simple. Puisque le Modèle RB a les avantages
mentionnés ci-dessus, il serait donc pertinent d’explorer
si ces propriétés intéressantes se retrouvent lorsque l’on
traduit en instances SAT des instances générées par les
modèles RB (les différents codages pourraient en effet
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avoir des propriétés très différentes). Dans ce papier,
nous effectuons une étude plus détaillée et systématique
utilisant trois méthodes de codage, à la recherche des
différents paramètres de contrôle, de la transition de phase
en satisfiabilité, du rapport de backbone ainsi que de la
difficulté au voisinage du seuil. Selon nos connaissances,
c’est la première fois qu’une étude est réalisée par rapport
aux comportements respectifs de ces trois méthodes de
codage (direct, de support et logarithmique) en utilisant
des instances asymptotiquement dures. En outre, nous
proposons dans ce papier un modèle simple et aléatoire
issu des fonctionnalités du Modèle RB, et nous espérons
que ce nouveau modèle sera utilisable par la suite pour
l’étude des problèmes SAT.

Le reste de ce papier est organisé comme suit. Tout
d’abord dans la section 2, nous introduirons quelques défi-
nitions de base ainsi que le Modèle RB. Ensuite, un aperçu
des codages CSP en SAT est fait dans la section 3. Par la
suite, nous présenterons nos résultats expérimentaux ainsi
que l’analyse dans la section 4. Après cela, nous propo-
sons un nouveau modèle SAT aléatoire appelé RB-SAT, et
précisons ses avantages par rapport au 3-SAT aléatoire à la
section 5. Enfin, dans la section 6 nous ferons nos conclu-
sions et discuterons des travaux futurs.

2 Préliminaires

2.1 SAT et k-SAT aléatoire

Une instance SAT est une formule propositionnelle
sous Forme Normale Conjonctive CNF (en anglais :
Conjonctive Normal Form). Le problème SAT consiste à
déterminer si une telle formule est satisfiable ou non. En
termes plus formels, cela se résume dans les définitions
suivantes :

Variables booléennes: Variables pouvant avoir pour
valeur l’une des valeurs de véritévrai ou faux.

Littéraux : Variables (littéraux positifs, par exempleP)
ou leurs négations (littéraux négatifs, par exemple¬P).

Clauses: Disjonction de littéraux, par exempleP∨¬Q.

Formule CNF : Conjonction de clauses, par exemple
(P∨¬Q)∧ (P∨Q).

Problème SAT : Étant donnée une formule CNFF ,
demander s’il existe une affectation de valeurs de vérité
à des variables booléennes telles que toutes les clauses
de F soient satisfaites (évaluées àvrai). Si tel est le
cas, la formuleF est dite satisfiable, sinon elle est dite
insatisfiable.



k-SAT : C’est le problème SAT restreint à des clauses
avec exactementk littéraux (des clauses ayant toutes une
longueur exactement égale àk). Il est assez connu que le
problèmek-SAT est un problème NP-complet pourk ≥ 3.
Pour beaucoup de problèmes NP-complets, la probabilité
de générer aléatoirement des instances satisfiables montre
une forte transition de phase quand un paramètre de
contrôle est varié, à partir d’une région où la probabilité
est près de 1 à une région où la probabilité est près de
0. La transition de phase correspond en général à un pic
de coût de recherche pour les différents algorithmes les
plus connus de la littérature, c’est-à-dire que les instances
générées grâce aux paramètres de contrôle près de la
valeur critique sont les plus difficiles à résoudre.

Le problèmek-SAT aléatoire est une distribution proba-
biliste des instancesk-SAT. Une instancek-SAT aléatoire
avecn variables etm clauses est construite par la sélec-
tion dem clauses de manière uniforme et indépendante de
l’ensemble de toutes lesk-clauses possibles surn variables,
où chaque clause a exactementk littéraux sans redondance
(sans répétition d’occurrence) de variables dans une même
clause. Pourk-SAT aléatoire, le ratio des clauses par rap-
port aux variables (c’est-à-direm/n) agit souvent comme
le paramètre de contrôle.

2.2 Le problème CSP

Un Problème de Satisfaction de Contraintes (CSP)
est généralement défini comme un triplet〈X,D,C〉, où
X={x1, ...,xn} est un ensemble de variables,D est un
domaine de valeurs etC={C1, ...,Cp} est un ensemble de
contraintes. Chaque contrainteCi=〈Si ,Ri〉 concerne un
ensemble de variablesSi={xi1, ...,xik} (où k est l’arité de
Ci ) et a une relation associéeRi qui spécifie les tuplets de
valeurs compatibles pour ces variables dansSi .

Une contrainte est dite satisfaite si le tuplet des valeurs
assigné aux variables dans cette contrainte est compatible.
Une solution au CSP est une affectation de valeurs de vé-
rité à toutes les variables telle que toute contrainte soit sa-
tisfaite. Un CSP ayant au moins une solution est dit satis-
fiable (sinon, insatisfiable). Le but du CSP est de trouver
une solution, s’il est satisfiable, ou de prouver qu’il est in-
satisfiable. En général, le problème CSP est NP-complet.

2.3 Le Modèle RB

Modèle RB [20] : Une classe d’instances CSP aléa-
toires, générées suivant le Modèle RB qui s’exprime par
RB(k,n,α, r, p), où pour toute instance :

– k≥ 2 est l’arité de chaque contrainte,
– n≥ 2 est le nombre de variables,

– α > 0 détermine la taille du domained=nα de chaque
variable,

– r > 0 détermine le nombrem=r.n.ln(n) de contraintes,
– 0< p < 1 détermine le nombret=pdk de tuplets reje-

tés (incompatibles ou exclus) dans chaque relation.
On suppose que tous les domaines des variables

contiennent le même nombre de valeursd=nα dans le Mo-
dèle RB. Dans ce papier, nous limitons notre attention au
cas binaire du Modèle RB, c’est-à-dire le cas oùk=2. La
génération aléatoire des instances CSP dans le Modèle RB
est effectuée selon les deux étapes suivantes :

Étape 1. Sélectionner avec répétition m=rnln(n)
contraintes aléatoires. Chaque contrainte aléatoire est
formée par sélection sans répétition de k variables parmi
les n variables du problème.

Étape 2. Pour chaque contrainte, sélectionner unifor-
mément et sans répétition t=pdk tuplets incompatibles de
valeurs.

L’instance peut être forcée à être satisfiable par l’affecta-
tion aléatoire d’une valeur à chaque variable, ensuite garder
chaque contrainte satisfaite lors de la sélection des tuplets
incompatibles de valeurs pour cette contrainte dans l’Étape
2.

L’existence de transitions de phase dans le Modèle RB
fut prouvée dans [20] et les points de seuil exacts y sont
donnés. Plus précisément, nous avons les théorèmes sui-
vants : (où Pr(Sat) exprime la probabilité qu’une instance
aléatoireP∈ RB(k,n,α, r, p) soit satisfiable) :

Theorem 2.1 Si k,α > 1
k et p≤ k−1

k sont des constantes
alors

lim
n→∞

Pr(Sat) =

{

1 i f r < rcr

0 i f r > rcr

où rcr=− α
ln(1−p)

.

Theorem 2.2 Si k,α > 1
k et pcr ≤

k−1
k sont des constantes

alors

lim
n→∞

Pr(Sat) =

{

1 i f p < pcr

0 i f p > pcr

où pcr=1−e−
α
r .

3 Codages de CSP en SAT

3.1 Codage direct

Dans [18] Walsh avait introduit le codage direct qui est
considéré comme étant, à la fois, le codage le plus na-
turel et le plus largement utilisé. Plus précisément, une
variable SAT xvi est vraie si et seulement si la valeur
de vérité i est affectée à la variable CSPv (i et j étant



dansdom(v)={0, ...,d−1}). Le codage direct est consti-
tué de trois types de clauses. Les� au-moins-une� clauses
xv0 ∨ xv2 ∨ ...∨ xvd−1 qui expriment le fait que chaque va-
riable CSP doit prendre au moins une valeur du domaine,
les� au-plus-une� clausesxvi ∨xvj signifiant que toute va-
riable CSP peut prendre au plus une valeur du domaine et
les clauses conflictuelles (ou de� conflit �) xvi ∨ xw j qui
sont, quand à elles, utilisées afin d’exprimer les conflits.

Par exemple, on considère le problème CSP suivant :A>
B, avecA etB appartenant à l’ensemble de valeurs{1,2,3}.
Le codage direct est exprimé comme suit :
au-moins-une :a1∨a2∨a3,b1∨b2∨b3

au-plus-une :¬a1 ∨ ¬a2,¬a1 ∨ ¬a3,¬a2 ∨ ¬a3,¬b1 ∨
¬b2,¬b1∨¬b3,¬b2∨¬b3

conflit :¬a1∨¬b1,¬a1∨¬b2,¬a1∨¬b3,¬a2∨¬b2,¬a2∨
¬b3,¬a3∨¬b3

3.2 Codage de support

Similaire au codage direct, le codage de support génère
les clauses� au-moins-une� et � au-plus-une� comme le
codage direct. En revanche, ce codage remplace les clauses
de� conflit� du codage précédent par les clauses de sup-
port définies comme suit. Sii1...ik sont des valeurs de sup-
port dans le domaine de la variable CSPv pour la valeur
j dans le domaine de la variable CSPw, alors ajouter la
clause de support (ou de soutien)xvi1

∨ ...∨xvik
∨xvwj

.

Il est donc évident que le codage direct et celui du sup-
port semblent avoir beaucoup de similitudes. En effet, il
fut montré par Gent [5] que les clauses de support peuvent
être dérivées à partir du codage direct. Ce qui suit montre
le codage du support correspondant à l’exemple précédent.
au-moins-une :a1∨a2∨a3,b1∨b2∨b3

au-plus-une :¬a1 ∨ ¬a2,¬a1 ∨ ¬a3,¬a2 ∨ ¬a3,¬b1 ∨
¬b2,¬b1∨¬b3,¬b2∨¬b3

support :¬a1,¬a2∨b1,¬a3∨b1∨b2,¬b1∨a2∨a3,¬b2∨
a3,¬b3

3.3 Le codage logarithmique

Dans le codage logarithmique, nous utilisonsm=⌈log2 d⌉
variables logiques pour représenter les domaines et cha-
cune des 2m combinaisons représente une affectation pos-
sible. Le codage logarithmique utilise un nombre logarith-
mique au lieu d’un nombre linéaire de variables booléennes
pour coder les domaines. Ce qui permet de générer des
modèles de taille plus petite. Pour chaque valeur de bit
CSP variable/domaine, il existe une variable SAT corres-
pondante, et chaque conflit a une clause SAT qui lui cor-
respond également. Les clauses� au-moins-une� et � au-
plus-une� sont inutiles pour le codage logarithmique. Au
lieu de cela, ce codage dispose des clauses dites à� va-
leur interdite� [15] qui sont nécessaires pour exclure les
valeurs en trop quand la cardinalité des domaines n’est pas

une puissance de deux. Dans l’exemple utilisé, le codage
logarithmique est montré comme suit :
valeur-interdite :a1∨a0,b1∨b0

conflit : a1∨¬a0∨b1∨¬b0,a1∨¬a0∨¬b1∨b0,a1∨¬a0∨
¬b1∨¬b0,¬a1∨a0∨¬b1∨b0,¬a1∨a0∨¬b1∨¬b0,¬a1∨
¬a0∨¬b1∨¬b0

4 Expérimentations

Il est bien connu que les codages SAT d’un problème
peuvent avoir des propriétés très différentes : certains fac-
teurs de la difficulté peuvent être supprimés, mais certaines
difficultés de résolution peuvent être introduites ou ajou-
tées. Par exemple, lorsque le problème de parité DIMACS,
intrinsèquement facile, a été codée en un problème SAT
challengepour les solveurs SAT [16], il fut observé dans
[1] que le problème des quasigroups devient plus facile à
résoudre par satz après l’avoir codé en SAT. Les caracté-
ristiques des codages qui peuvent être efficacement résolus
représente aussi unchallengedonné dans [16].

Dans cette section, nous donnons quelques résultats
expérimentaux représentatifs des différents codages.
Quelques analyses théoriques sont déjà faites dans [21],
utilisant le codage direct et concernant les instances CSP et
des résultats empiriques sont présentés dans [19]. Afin de
réaliser une meilleure comparaison et d’élargir le spectre
de l’applicabilité des résultats précédents, nous réalisons
des expérimentations comparatives et modifions la plupart
des paramètres de contrôle en plus de ceux du [19].

Ces expérimentations ont été réalisées sur unPC Pen-
tium IV 3 GHz 1GMbsousWindows XP Professional SP2.
Tous les points de données dans les figures, de 1 à 8, sont
obtenus en utilisant 50 instances. Les algorithmes (sol-
veurs) utilisés dans ces expérimentations sont bien connus
dans la littérature, incluant à la fois des algorithmes com-
plets (satz [11] et zchaff [14]) et d’autres incomplets (walk-
sat [17] et adaptnovelty [8]).

4.1 Coût de recherche des codages SAT pour le Mo-
dèle RB

Il a été montré dans [19] que les plus difficiles instances
CSP sont situées assez près du seuil théorique, et que les
instances forcées et les instances non forcées ont tendance
à y avoir des difficultés similaires. Afin de voir si ces résul-
tats sont toujours valables pour les instances SAT obtenues
en utilisant les différents codages, nous réalisons des ex-
périmentations comparatives en utilisant les trois codages
présentés ci-dessus (direct, de support et logarithmique).

Dans les figures 1 et 2 (gauche), nous avons étudié
la difficulté de résoudre avec zchaff les instances SAT
du Modèle RB générées au voisinage du seuil théorique
pcr ≈ 0.23 donné par le théorème 2.2 pourk=2, α=0.8,



FIG. 1 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
zchaff, utilisant le codage direct (à gauche) et le codage desupport (à droite)

FIG. 2 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
zchaff, utilisant le codage logarithmique (à gauche) et adaptnovelty utilisant le codage direct (à droite)



FIG. 3 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
adaptnovelty, utilisant le codage du support (à gauche) et le codage logarithmique (à droite)

r=3 etn∈ {20,30,40}.

Ces figures montrent clairement que quelque soit la
méthode de codage utilisée, la plupart des instances les
plus difficiles apparaissent toujours près du point du seuil
théorique et il y a peu de différence, en difficulté, entre les
instances forcées et celles qui ne le sont pas. Une telle dif-
ficulté augmente de façon exponentielle selonn (utilisation
d’une échelle logarithmique). Dans les figures 2 (droite)
et 3, nous utilisons le solveur incomplet adaptnovelty à la
place de zchaff pour résoudre les instances, et il peut être
constaté que les résultats sont sensiblement identiques.
Pour le codage direct (que nous utiliserons pour définir le
nouveau modèle SAT plus loin dans la section 5), nous
avons plus d’expérimentations avec les deux algorithmes
bien connus tels que satz et walksat, et les résultats sont
présentés dans la figure 4.

Nous avons également effectué des expérimenta-
tions pour tester la satisfiabilité des instances non for-
cées. Leurs résultats sont montrés dans la figure 5.
Comme attendu, au seuil théoriquepcr ≈ 0.23 pour
RB(2,{20,25,30},0.8,3, p), nous observons la plus nette
(aigüe) transition de phase en satisfiabilité. Il peut être
constaté que la largeur de la région contenant la transition
de phase se rétrécit (diminue) lorsquen est assez grand, ce
qui est très similaire à ce qui a été trouvé pour lek-SAT
aléatoire.

4.2 Transition de phase dans le backbone des ins-
tances forcées

Pour les instances forcées, nous étudions le rapport
backbone dans nos expérimentations. La notion du back-
bone d’un problème SAT fut introduite dans [13] pour
désigner le rapport des variables qui prennent les mêmes
valeurs dans toutes les solutions. Le rapport backbone
(ratio des variables du backbone au nombre total de
variables) est une propriété des problèmes CSP et SAT
qui est bien définie pour les distributions satisfiables.
Le phénomène de transition de phase dans le rapport du
backbone a été observé dans [1].

Dans nos expérimentations, nous avons constaté la pré-
sence de ce phénomène quelque soit la méthode de codage
adoptée.
Les figures 6 et 7 (gauche) montrent le rapport du backbone
comme une fonction d’étroitesse (d’exiguïté)p des diffé-
rents nombres de variablesn. Une forte transition de phase
apparaît dans le rapport du backbone, qui correspond au pic
du coût de difficulté au cours de la recherche montrée ci-
dessus (oùp=0.23). On peut également observer que plus
n croît plus la largeur de la région de transition de phase
diminue.

De plus, nous avons trouvé que les sous figures (gauche
et doite) de la figure 6 sont presque identiques, et il semble
que le codage direct et le codage de support ont effective-
ment des points fondementaux en commun. Cet intriguant
phénomène mérite une recherche plus approfondie.



FIG. 4 – Moyenne du coût de recherche d’une solution pour des instances codées enRB(2,{20,25,30},0.8,3, p) avec
walksat (à gauche) et satz (à droite), utilisant le codage direct

FIG. 5 – Transition de phase en satisfiabilité pourRB(2,{20,25,30},0.8,3, p)



FIG. 6 – Transition de phase dans le rapport du backbone pour les instances codées enRB(2,{15,20,25,30},0.8,3, p),
utilisant le codage direct (à gauche) et le codage de support(à droite)

FIG. 7 – Transition de phase dans le rapport du backbone pour les instances codées enRB(2,{15,20,25,30},0.8,3, p),
utilisant le codage algorithmique



4.3 Difficulté des instances à proximité du seuil

Les figures 1 à 5 ont montré que la difficulté des ins-
tances forcées est tout à fait similaire à celle des instances
non forcées, laquelle s’accentue exponentiellement lorsque
n augmente. Pour confirmer et illustrer l’étendu du spectre
de l’applicabilité de ce résultat, nous nous sommes concen-
trés sur un point juste en dessous du seuil. Pour cela, dif-
férentes valeurs de paramètresα et r ont été choisies. En
outre, nous voulons aussi étudier au préalable la façon dont
les coûts de recherche diffèrent lorsque les différents co-
dages sont utilisés.

La figure 8 présente le coût de recherche de solution
avec zchaff, à la fois, pour les instances SAT forcées
et les non forcées générées grâce au Modèle RB avec
pcr −0.01≈ 0.40 pourk=2, α=0.8, r=1.5 etn∈ [20...40],
utilisant les trois différents codages. Une fois de plus, le
résultat confirme ce qui a été observé auparavant ; à savoir
que les deux types d’instances (forcées et non forcées) ont
une complexité exponentielle très similaire à proximité du
seuil.

La différence entrainée par les codages montre que, gé-
néralement, le codage logarithmique produit des instances
difficiles, tandis que le codage de support en génère des
plus faciles. Ceci concorde bien avec les comparaisons
expérimentales faites dans [4, 5, 7] (ces comparaisons
avaient été réalisées par des chercheurs différents, utilisant
des méthodologies tout à fait différentes). Avec un examen
plus attentif, on peut voir que, bien que ces lignes com-
mencent à partir de différents points, elles sont presque
parallèles lorsquen augmente suffisamment.

On peut donc conclure que la différence en performance
entre les codages reste relativement identique, même quand
la taille du problème grandit (ce qui génère des instances
difficiles). Cela concorde bien avec ce qui a été trouvé au-
paravant, et d’après nos connaissances, c’est la première
fois que le comportement asymptotique des trois codages
est étudié à l’aide des instances dures.

5 Un nouveau modèle SAT aléatoire

Les avantages du Modèle RB résident dans sa simpli-
cité, la difficulté des instances qu’il produit et ses bonnes
propriétés théoriques. Les résultats expérimentaux de la
section 4 montrent que quelque soit la méthode de codage
utilisée, les instances SAT obtenues grâce au Modèle
RB héritent de bonnes caractéristiques de RB : aisance
d’utilisation, précision en transition de phase et difficulté
de résolution. Nous pouvons alors définir un modèle SAT
simple correspondant à chacune des trois méthodes de
codage. Le modèle suivant correspond au codage direct du
Modèle RB (aveck=2) :

Étape 1. Générer n ensembles disjoints de variables
booléennes dont chacun a pour cardinalité nα (oùα > 0 est
une constante). Pour tout ensemble, générer une clause qui
est la disjonction de toutes les variables de cet ensemble et
pour toutes deux variables x et y dans ce même ensemble,
générer une clause binaire¬x∨¬y.

Étape 2.Sélectionner aléatoirement deux ensembles dis-
joints et générer sans répétitions pn2α clauses de la forme
¬x∨¬z où x et z sont deux variables sélectionnées aléatoi-
rement et respectivement à partir des deux ensembles (où
0 < p < 1 est une constante) ;

Étape 3. Faire l’Étape 2 (avec répétitions) rnlnn-1
fois (où r > 0 est une constante).Ce modèle, que nous
nommons RB-SAT(n,α, r, p) (puisqu’il est basé sur le
Modèle RB), est évidemment très facile à comprendre,
même sans aucune connaissance du CSP ou de l’encodage,
et peut donc être utilisé très convenablement dans les
études théoriques et expérimentales du problème SAT.
Nous pensons que RB-SAT fournit un autre bon modèle
SAT aléatoire en plus duk-SAT aléatoire. À l’instar du
k-SAT, il a été prouvé dans [21] que le codage SAT direct
des formules de type RB n’ont presque certainement
pas d’arbres de résolution de preuves en-dessous de
l’exponentielle, ce qui implique que RB-SAT est difficile
pour les résolutions d’arbres. Les résultats expérimentaux
de la section 4 confirment que les instances RB-SAT sont
difficiles. Étant donné que le codage de CSP en SAT
n’a pas d’impact sur la satisfiabilité, nous savons que les
transitions de phase exactes montrées dans [20] existent
également dans RB-SAT, c’est à dire que les théorèmes
2.1 et 2.2 s’appliquent facilement à RB-SAT(n,α, r, p)
pour donner la valeur exacte du seuil correspondant à la
transition de phase de satisfiabilité, ce qui est très utile
pour l’étude de la difficulté des problèmes SAT. On note
que la valeur exacte du seuil correspondant à la transition
de phase de la satisfiabilité dek-SAT demeure inconnue à
ce jour.

Les instances de RB-SAT(n,α, r, p) contiennent
n1+α variables etO(n1+2α ln(n)) (c’est à dire,n(nα(nα-
1)/2+1)+rn ln(n)pn2α) clauses. En pratique, nous utilisons
0.5< α <1 pour générer des instances difficiles au seuil
selon les théorèmes 2.1 et 2.2. Ainsi, le nombre de
variables booléennes augmente relativement lentement
lorsquen augmente.

En outre, les instances RB-SAT peuvent être facilement
générées en utilisant la même stratégie que RB. Ces ins-
tances sont assurément satisfiables et ayant une difficulté
similaire à celle des instances non forcées. En plus, un
phénomène de transition de phase dans le rapport de
backbone de ces instances est observé, caractérisant ainsi
leur difficulté. Les pics de difficulté des instances forcées



FIG. 8 – Coût moyen de recherche de solution pour des instances codées enRB(2,{20...40},0.8,1.5, pcr− 0.01) avec
zchaff

et celui des instances non forcées coïncident.

La figure 9 (gauche) compare 3-SAT aléatoire avec un
ratio clause/variable de 4.25 et RB-SAT(n,0.8,3,0.23)
utilisant trois solveurs de l’état-de-l’art : minisat [3],satz
et adaptg2wsat+ [12]. Notons que les instances 3-SAT
aléatoires sont au seuil empirique lorsque les instances
RB-SAT sont au seuil donné dans le théorème 2.2. Les
instances comparées de 3-SAT et RB-SAT ont le même
nombre de variables, correspondant àn=20, 23, 25, 28,
30, 32, 35, 38, et 40 dans RB-SAT. La figure 9 (droite)
compare les instances non forcées mais satisfiables de
RB-SAT et les instances forcées de RB-SAT avec les
même paramètres, après utilisation de satz ou minisat pour
filtrer les instances insatisfiables non forcées de RB-SAT.

Minisat est choisi pour sa haute performance dans les
récentesSAT competition. Nous en utilisons la récente ver-
sion 2.8. Quant au solveur satz, il est choisi pour sa haute
performance à la fois pour les instances 3-SAT aléatoires
et pour les problèmes structurés tels que celui des quasi-
groups. Le solveur adaptg2wsat+ est choisi puisqu’il résout
le plus grand nombre d’instances entre tous les solveurs ba-
sés sur les algorithmes de la Recherche Locale dansSAT
competitionde 20073. À chaque point, où 250 instances
3-SAT aléatoires et 250 instances RB-SAT sont résolues,
la moyenne des temps d’exécution est affichée.

Sur la figure 9, nous observons que :
– Comme pour 3-SAT aléatoire, on peut sans cesse aug-

menter la taille des instances RB-SAT tout en les

3www.satcompetition.org

maintenant solubles. La palette de taille des instances
RB-SAT solubles est encore plus grande que celle
du 3-SAT aléatoire, car les instances RB-SAT diffi-
ciles de 750 variables restent solubles, tandis que les
instances 3-SAT aléatoires difficiles peuvent diffici-
lement dépasser 500 variables. En outre, il existe de
nombreux exemples de la même taille, ce qui est très
utile pour évaluer le comportement asymptotique d’un
algorithme.

– Satz est plus rapide que minisat pour 3-SAT aléa-
toire, alors que minisat est plus rapide que satz pour
RB-SAT. Ceci est dû à l’absence de structure dans 3-
SAT aléatoire, tandis qu’une instance RB-SAT peut
avoir quelques structures, par exemple pour chaque
ensemble disjoint de variables booléennes, il y a des
clauses imposant qu’une et une seule variable dans cet
ensemble peut prendre la valeur 1. En d’autres termes,
afin de résoudre efficacement les instances RB-SAT,
un solveur devrait faire mieux que minisat pour la par-
tie aléatoire de RB-SAT et être plus performant que
satz pour traiter les dépendances des variables dans
RB-SAT, motivant ainsi le développement de solveurs
efficaces à la fois pour les problèmes structurés et les
problèmes aléatoires.

– Pour le solveur adaptg2wsat+, les instances RB-SAT
sont plus difficiles que les 3-SAT aléatoires, ce qui
signifie que la recherche locale devrait être améliorée
afin de traiter de manière plus efficace les dépen-
dances des variables. En effet, ceci est un des dix
challengesdonnés dans [16]. RB-SAT peut donc être
un bon moyen pour répondre à ce défi.
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FIG. 9 –Comparaison de 3-SAT aléatoire avec RB-SAT (à gauche), et des instances non forcées RB-SAT avec des instances forcées
RB-SAT (à droite), en terme de moyenne des temps d’exécutionen seconde des 250 instances résolues par solveur à chaque point. Ces
expérimentation ont été réalisées sur un mac pro 2.8 Ghz avec2x4 processeurs.

En effet, puisqu’il n’est pas très facile d’augmenter
le nombre de variables pour de nombreux autres pro-
blèmes SAT structurés tout en gardant ces problèmes
solubles, on peut assez facilement générer beaucoup
d’instances difficiles et satisfiables de RB-SAT tout en
augmentant soigneusement leurs tailles (en les main-
tenant toujours satisfiables) pour mieux évaluer le
comportement asymptotique d’une approche de re-
cherche locale, lors du traitement des dépendances
des variables. De plus, ces instances sont également
aléatoires, permettant ainsi à l’approche développée
de sauvegarder son efficacité pour les instances aléa-
toires. Observons que même si les instances RB-SAT
forcées sont plus faciles que les non forcées satis-
fiables pour adaptg2wsat+, la différence en perfor-
mance de adaptg2wsat+ semble être la même quand
les instances deviennent assez grandes.

– RB-SAT est plus similaire aux codages des formules
SAT relevant des problèmes issus du monde réel que
3-SAT aléatoire. Ainsi, un algorithme efficace pour
RB-SAT devrait être probablement plus efficace pour
les problèmes SAT du monde réel qu’un algorithme
efficace uniquement pour 3-SAT aléatoire.

Dans la pratique, on peut modifier légèrement l’étape 3
pour choisir les deux différents ensembles disjoints sans ré-
pétition, les instances RB-SAT générées deviennent alors
nettement plus difficiles, ce qui devrait être encore plus
utile pour une meilleure mise au point des solveurs SAT.
On admet que les théorèmes 2.1 et 2.2 sont toujours va-
lables avec une telle modification car, pour desn très
grands, il y a très peu de différence avec ou sans répétition.

6 Conclusions et travaux futurs

Il est bien connu que les codages SAT pour un problème
donné peuvent avoir différentes propriétés de calcul. Dans
ce papier, basé sur le Modèle RB, nous faisons des analyses
systématiques et détaillées de trois méthodes de codage de
CSP en SAT. Il est démontré que quelque soit la méthode
de codage utilisée, les instances SAT obtenues partagent les
bonnes caractéristiques du Modèle RB, y compris la crois-
sance exponentielle de la difficulté des instances qui atteint
son summum à la pointe du seuil. De plus, pour les ins-
tances forcées, nous avons étudié le rapport de backbone
et avons observé la transition de phase. Nous avons égale-
ment comparé les comportements asymptotiques liés aux
trois méthodes de codage et avons trouvé que la différence
en performance de ces codages demeure relativement la
même quand la taille du problème devient grande. En nous
basant sur le codage direct, nous avons proposé un codage
simple et naturel que nous avons appelé RB-SAT. Nous en
avons ainsi présenté les avantages par rapport au 3-SAT
aléatoire. Nos travaux futurs pourront inclure les analyses
théoriques de RB-SAT, par exemple, la preuve de la tran-
sition de phase dans le rapport du backbone, l’analyse des
moyennes du temps de la complexité pour les différents al-
gorithmes (ou heuristiques), preuve des théorèmes 2.1 et
2.2 quand l’Étape 1est modifiée pour sélectionner deux
ensembles disjoints de variables sans répétition et fournir
(de nouvelles) ou améliorer les bornes inférieures de com-
plexité déjà existantes. Nous utiliserons également le Mo-
dèle RB-SAT pour développer de nouvelles approches pour
la résolution des problèmes SAT.
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