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Résumé

La notion de substituabilité directionnelle est une
forme faible de la substituabilité de voisinage [6] qui
a été proposée dans [17] pour améliorer la résolution
de problemes de satisfaction de contraintes (CSP)
binaires. On part du fait que méme si deux valeurs ne
sont pas voisinage substituables, elles peuvent I'étre si
on restreint le voisinage en se référant a un ordre sur
les variables. La substituabilité directionnelle permet de
décomposer les domaines de valeurs des variables en
de sous-ensembles de valeurs qui peuvent étre essayées
simultanément lors de la résolution du probléme par un
algorithme du type “Backtracking”.

Dans le présent article, nous proposons deux extensions
au travail présenté dans [17] :

— Tout d’abord, nous généralisons davantage la no-
tion de substituabilité directionnelle en considé-
rant, comme référence, une orientation du graphe
d’inconsistance au lieu d'un ordre sur les variables.

— Ensuite, nous introduisons des conditions supplé-
mentaires de substituabilité garantissant I'optima-
lité de la solution lors de la résolution de problemes
de satisfaction et d'optimisation de contraintes
(CSOP).

Des résultats de simulation, sur plusieurs CSOPs modéli-
sant des problemes d’'ordonnancement, montrent qu'une
variante de |'algorithme du Branch-and-Bound qui ex-
ploite la substituabilité directionnelle est souvent plus
efficace que I'algorithme original.

1 Introduction

Les problémes de satisfaction de contraintes (CSPs)
constituent un cadre simple et assez général pour
modéliser divers problemes combinatoires. Un CSP
se définit par la donnée d’un ensemble de variables,
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chaque variable pouvant prendre une valeur parmi
un ensemble de valeurs possibles appelé domaine.
Puis, par un ensemble de contraintes exprimant des
restrictions sur les combinaisons de valeurs permises.
Résoudre un CSP revient a affecter aux variables,
des valeurs de leurs domaines respectifs de telle sorte
que toutes les contraintes soient satisfaites. Cette
tache est difficile du point de vue de la complexité
puisqu’il s’agit de résoudre un probleme NP-complet.
En général, un CSP n’admet pas une solution unique.
Pour les CSPs classiques, toutes les solutions sont
supposées avoir la méme “qualité”. Ce qui fait que
la résolution de tels problemes se résume souvent a
trouver la premiere solution. Cependant, dans plu-
sieurs situations réelles telles que ’ordonnancement
dans le secteur industriel, les solutions ne peuvent
pas étre considérées comme équivalentes dans le sens
que certaines sont jugées meilleures que d’autres
selon un critere bien déterminé. Il s’agit désormais
de trouver la solution qui satisfait les contraintes et
qui, en plus, optimise un critere mesurant la qualité
des solutions. Les problemes ainsi définis sont alors
des problemes de satisfaction de contraintes avec
optimisation (CSOPs). Pour définir un CSOP et en
plus des composantes définissant le CSP sous-jacent,
on introduit une fonction cout qui permet d’exprimer
des préférences entres les combinaisons de valeurs qui
satisfont aux contraintes.

Dans cet article nous nous intéressons aux méthodes
de résolution de CSOPs dites completes celles
qui permettent de trouver une solution optimale si
cette derniere existe. L’algorithme du Branch-and-
bound [13] est sans doute ’algorithme complet le plus
utilisé pour résoudre les CSOPs. C’est une procédure



d’exploration en profondeur d’abord munie d’une
fonction heuristique servant a évaluer le cout de la
solution complete que I'on peut espérer atteindre par
I’extension de la solution partielle courante. Le role
de la fonction heuristique est d’éviter I'exploration de
branches de I'arbre de recherche qui ne meénent pas a
des solutions meilleures que celles déja trouvées.

Par ailleurs, la notion de substituabilité de voisinage
[6] a été proposée et utilisée comme un moyen de fil-
trage des domaines de valeurs des variables des CSPs
binaires. Plusieurs variantes de cette notion ont été
proposées, parmi lesquelles la notion substituabilité di-
rectionnelle [17]. Cette derniere est une forme faible
de la substituabilité de voisinage qui, au départ, vi-
sait & améliorer la résolution des CSPs binaires. On
part de I'idée que méme si deux valeurs ne sont pas
voisinage substituables, elles peuvent 1’étre si on res-
treint le voisinage en se référant a un ordre sur les
variables. La substituabilité directionnelle ne peut pas
étre utilisée comme un moyen de filtrage des domaines
des variables comme c’est le cas pour la substituabi-
lité de voisinage. Toutefois, on peut 1'utiliser comme un
moyen de décomposition des domaines des variables en
de chaines de valeurs directionnellement substituables
qui peuvent étre considérées simultanément lors de la
résolution des probléemes.

Dans le présent article, nous proposons deux exten-
sions du travail présenté dans [17] :

— Nous généralisons davantage la notion de substi-
tuabilité directionnelle en considérant, comme ré-
férence, une orientation du graphe d’inconsistance
au lieu d’un ordre sur les variables.

— Nous introduisons des conditions supplémentaires
de substituabilité garantissant l'optimalité de
la solution lors de la résolution de probleme
de satisfaction et d’optimisation de contraintes

(CSOP).

Cet article est organisé comme suit : dans la sec-
tion 2, nous donnons les définitions et les notations
utilisées. Nous définissons par la suite (section 3), la
notion de substituabilité directionnelle. On présente,
dans la méme section, une version de l'algorithme du
Branch-and-Bound qui exploite la substituabilité di-
rectionnelle ainsi qu'un algorithme qui décompose les
domaines de valeurs en de chaines de valeurs direction-
nellement substituables. La section 4 présente un algo-
rithme d’orientation du graphe d’inconsistance utilisée
dans la détermination de la substituabilité direction-
nelle. Dans la section 5, nous reportons les résultats
d’une expérimentation montrant ’apport de ’exploita-
tion de la notion de substituabilité directionnelle pour
la résolution de CSOPs binaires.

2 Définitions et notations

En plus des composantes qui définissent le probléme de
satisfaction de contrainte sous-jacent, un CSOP [23]
fait intervenir une fonction cotut qui permet de mesurer
la qualité de chaque solution. Formellement, un CSOP
peut étre défini comme suit :

Définition 1 Un probléme de satisfaction et d’opti-
misation de contraintes (CSOP) est défini par un qua-
druplet (X, D,C, Z) tel que :

1. X ={x1,...,xz,} est ’ensemble des variables.

2. D ={Dy,...,D,} est ensemble des domaines de
valeurs, Dy étant le domaine de xy.

3. C = {C4,...,Cn} est ensemble des contraintes.
Chaque contrainte Cy implique un sous-ensemble
de variables Var(Cy) = xg, , ..., Tr,. appelé la por-
tée de Cy et est définie par la relation, r-aire
Rel(Cy) C Dy, X Dy,... x Dy, contenant les r-
uplets de valeurs respectant la contrainte C.

4. Z :[[i_, D; — IR est une fonction cott ¢ mini-
miser.

L’arité d’une contrainte est la taille de sa por-
tée. L’arité d’un probleme est I'arité maximale de ses
contraintes. Dans cet article, nous nous limitons aux
CSOPs binaires. Deux variables z; et x; reliées par
une contrainte binaire, notée C; ;, sont dites voisines.
La valeur a € D;, dénotée aussi (x;,a), est compa-
tible avec b € D, si (a,b) € Rel(C; ;). Dans ce cas,
on dit que b est un support de a. Si chaque valeur
du probléme a, au moins, un support dans le domaine
de chaque variable voisine alors le probleme est dit
arc-consistant. Le graphe d’inconsistance d’un CSOP
binaire est un graphe simple dans lequel les sommets
correspondent aux valeurs des variables et les arétes
relient les couples de sommets qui représentent des va-
leurs incompatibles. L’ensemble des valeurs incompa-
tibles avec une valeur a d’une variable x;, est défini
par

N(z;,a) = {(z;,b) | C;; € C et (a,b) ¢ Rel(C; ;)}

En se référant & [6], une valeur a d’une variable z;
est voisinage substituable (VS) & une valeur b de z;
si et seulement si N(z;,a) C N(z;,b). Cette définition
peut étre étendue pour tenir compte de la fonction
cout. Toutefois, cette derniere doit vérifier certaines
propriétés pour que ceci soit possible. En effet, la fonc-
tion cott est une fonction globale (n-aire) puisqu’elle
s’applique & toutes les variables du probléme (voir dé-
finition 1) alors que la notion de substituabilité de voi-
sinage est une notion locale. On propose donc que Z
soit une fonction telle qu’il est possible de trouver une
fonction coiit unaire 2z : |J;_, D; — IR qui vérifie



VT €Dy x...xD,, Z(T) =& 2(Ty) (1)
ou @ désigne un opérateur monotone sur IR et T; la
valeur affectée a la variable z; dans T'. La substitua-
bilité de voisinage pour les CSOPs binaires peut alors
étre définie de la maniére suivante :

a<b o { N(x;,a) € N(x;,b) et
z(x,a) < z(x;,b)

Il en découle qu’a partir de toute solution dans laquelle
x; a pour valeur b, on peut déduire une solution de
qualité, au moins, égale si I'on substitue a a b. Par
conséquent, b peut étre supprimée du domaine de z;
sans que 'on perde toutes les solutions optimales du
probleme.

3 Substituabilité directionnelle (DS)

3.1 Définitions et propriétés

La substituabilité directionnelle [17] est une forme
faible de substituabilité de voisinage. Au départ, cette
notion a été définie en se référant a un ordre total sur
les variables du probléeme. Dans le présent article, on
généralise la notion de substituabilité directionnelle en
utilisant, comme référence, une orientation du graphe
d’inconsistance du CSOP. Formellement, une orienta-
tion A du graphe d’inconsistance d’'un CSOP est une
affectation d’une direction & chaque aréte {a,b} du
graphe donnant lieu, ou bien a larc (a,b) ou bien a
larc (b, a). Etant donnée une orientation A du graphe
d’inconsistance d’'un CSOP, on définit I’ensemble des
conflits directionnels d’une valeur a d’une variable z;
par rapport & A de la maniére suivante :

]\7(%,(1) = {(.”L'J7b) | Ci,j € Ca (avb) ¢ Rel(c’ixj) et

(a,b) € A} (2)

La substituabilité directionnelle se définit alors comme
suit :

Définition 2 Soit P = (X, D, C, Z) un CSOP binaire
et a et b deux valeurs d’une variable x; de P. a est dite
directionnellement substituable a b par rapport a une
orientation A du graphe d’inconsistance de P, (nota-
tion : a <% b) si et seulement si

N(z;,a) C N(z;,b) et z(zia) < z(zi,b)  (3)

Dans ce qui suit, on utilisera la notation <, au lieu
de <7 si ceci n’entraine pas d’ambiguité. La relation

< définit un préordre sur le domaine de chaque va-
riable. Ainsi, chaque domaine D, peut étre subdivisé
en de sous-ensembles D; = D;; U...U D, ; tel que
les éléments de chaque D;y, k = 1,...,s sont tous
deux a deux comparables. C’est-a-dire, que pour tout
a,b € D, onaa=5boub =<, a Chaque D, est
donc une chaine de valeurs totalement ordonnée par
=a. Dans chaque chaine D;j, on peut distinguer le
sous-ensemble des éléments minimaux.

min(Di,k) = {CL € Di,k | Vbe Di,k> a <A b} (4)

La proposition suivante identifie une classe polyno-
miale de CSOPs.

Proposition 1 Soit P = (X,D,C,Z) un CSOP bi-
naire arc-consistant et soit A est une orientation du
graphe d’inconsistance de P. Si chacun des domaines
de valeurs de P est une chaine non vide de valeurs
directionnellement substituables par rapport a A alors
une solution optimale de P peut étre trouvée en un
temps polynomial.

Preuve : On montre qu’en sélectionnant un élément
minimum de chaque domaine de valeurs, on obtient
une solution optimale. Ce qui veut dire que tout n-
uplet T € min(D;) x ... X min(D,,) est une solution
optimale. En se référant & (3) et au fait que la fonction
z est calculable en temps polynomial, cette sélection
peut étre effectuée en temps polynomial.

Supposons que T' € min(D;) X ... x min(D,,) n’est
pas une solution optimale. Ceci implique que T est
inconsistant ou que Z(T) n’est pas minimum.

Commencgons par supposer que 7T est inconsistant.
Donc T doit contenir, au moins, une paire de valeurs
incompatibles. Soit a € min(D;) et b € min(D;) une
telle paire. Puisque a et b sont incompatibles, on doit
avoir (a,b) € A ou (b,a) € A. Supposons, sans perte
de généralité, que (a,b) € A, (sinon on pourra raison-
ner sur b au lieu de a et obtenir le méme résultat). Il
s’ensuit que b € ]\7(90“ a), et puisque a € min(D;) alors
pour tout a’ € D;, on doit avoir b € N(z;,a’). Ce qui
veut dire que b n’a pas de support dans D; et donc que
‘P n’est pas arc-consistant, d’oli une contradiction.

Supposons, & présent que Z(T) n’est pas mini-
mum, donc, qu’il existe 77 € Dy X ... x D, tel que
Z(T") < Z(T). Puisque les valeurs de la fonction
Z sont obtenues a partir de celles de z en utilisant
un opérateur monotone (voir équation (1)), il doit
exister x; € X tel que T; = (x;,a),T] = (x;,d') et
z(z;,a’) < z(wi,a). Il en résulte que a ¢ min(D;),
d’oli une contradiction.



Nous nous intéressons aux méthodes de résolution
de CSOPs dites completes : celles qui permettent de
trouver une solution optimale si cette derniere existe.
L’algorithme du Branch-and-bound est ’algorithme
complet le plus communément utilisé pour résoudre les
CSOPs. Cet algorithme explore I’espace de recherche
du probleme a résoudre en effectuant une recherche
arborescente en profondeur d’abord. Les problemes
considérés tout lelong d’un chemin de larbre de re-
cherche sont des réductions du probléme initial que
I'on peut définir de la maniére suivante :

Définition 3 Un probléme P = (X, D,C,Z) est une
réduction d’un probléme P' = (X', D', C",Z’) (nota-
tion P C P’) si et seulement si

X=X,

- D; C D, pour tout x; € X,

- C={Cy; | C]; € C" et Rel(C; ;) = Rel(C] ;) N

Di X Dj},
— Z est la restriction de Z’ & Dy X ... x D,,.

Une propriété essentielle de la substituabilité direc-
tionnelle est qu’elle soit préservée quand on passe d’un
probleme & 'une de ses réductions. En effet, on a

Proposition 2 Soient P = (X,D,C,Z) et P/ =
(X,D',C",Z) deur CSOPs binaires tels que P C P’
et A, (resp. A’) une orientation du graphe d’inconsis-
tance de P (resp. de P’) telle que A C A'. Alors, on
a

Vaz,e X, VabeD;,ND, a=% b=a=<%b

Preuve : Désignons par N7 (z;,a) Densemble des
conflits directionnels de (z;,a) dans P et par AD 'en-
semble des valeurs de P’ qui ne figurent pas dans P.
On a donc AD = {J, cx Dj — D;. Solent (z;,a) et
(z4,b) deux valeurs quelconques disponibles dans P et
P’. Puisque P E P’, on a

NP(z;,a) = N? (z;,a) —AD (5)

De méme

NP(x;,b) = N¥'(2;,b) — AD (6)

D’autre part, en partant de a jfl b, on déduit que
NP'(z;,a) — AD C  NP'(z;, b) — AD et que
z(zi,a) < z(z;,b). Dapres (5) et (6), on obtient

—

NP(z;,a) C Np(mi,b). D'ott, a <7} b.

Une conséquence directe de la proposition 2 est que
pour toute paire de CSOPs P et P’ telles que P C P/,
si D} est une chaine de valeurs DS dans P’ alors D;
est une chaine de valeurs DS dans P.

3.2 Exemple

Considérons le probleme Job-Shop classique décrit
dans la figure 1. Il s’agit de planifier 'exécution de
deux jobs Jy et Jp sur trois machines My, My et Ms.
Chaque job J; se compose de trois taches T} 1,75 2 et
T; 3. Une tache T; ; est dédiée a étre exécutée sur une
machine unique. Pour cet exemple, on suppose que
la durée de toutes les taches est fixée a une unité de
temps, sauf 752 qui consomme deux unités. Les job-
shops font intervenir deux types de contrainte : des
contraintes de précédence qui imposent que les taches
d’un méme job soient exécutées les une apres les autres
ainsi que des contraintes de ressource qui empéchent
qu’une machine exécute plus d’une tache a la fois. Ré-
soudre un tel probleme revient & affecter un temps
de début d’exécution a chacune des taches de facon
a satisfaire les contraintes de précédence et de res-
source toute en minimisant le temps total d’exécution
de toutes les taches (makespan).

Une modélisation possible des problemes job-shops
en termes de CSOP binaire consiste a associer une
variable du CSOP a chacune des taches. Ainsi, pour
notre exemple, on obtient un probléme impliquant six
variables x1,...,xs. Les domaines de valeurs des va-
riables représentent une discrétisation du temps maxi-
mum impartie a I’exécution de toutes les taches. Pour
le présent exemple, on suppose que les différentes
taches peuvent commencer & des instants représentés
par les entiers de 0 a 4. Les contraintes impliquées sont
des contraintes binaires de précédence et de ressource.
On en trouve en tout sept contraintes (voir figure 1).
La fonction cott & minimiser est définie par

Z(T) = 121%)(6{(1 + durée(z;) | T; = (x,a)}
ou T désigne une instanciation de toutes les variables
du CSOP. En tenant compte des contraintes de précé-
dence, la fonction Z peut étre calculée en prenant le
maximum uniquement sur la paire {x3,z¢} au lieu de
X. On en déduit une définition possible de la fonction
z

a + durée(z;) siie {3,6}
0 sinon

z(z;,a) = { (7)
On obtient donc Z(T) = max%_,(2(7;)), ol max est
bien un opérateur monotone. Apres application d’un
algorithme d’arc-consistance, on obtient le probleme
dont le graphe d’inconsistance est représenté dans
la figure 2. Dans cette méme figure on peut égale-
ment voir une orientation du graphe d’inconsistance.
En se référant a cette orientation, on obtient les en-
sembles des conflits directionnels donnés dans le ta-
bleau 1. En examinant ce tableau, on constate que



contrainte de resource

- contrainte de précédence

FI1GURE 1 — Un probleme du type job-shop comportant
deux jobs et six taches. Toutes les taches sont suppo-
sées avoir une durée d’une unité de temps, sauf 75 »
qui en consomme deux.

x1 x2 x3
1 ‘4
0 3
3
4

x4 x5 X6

FIGURE 2 — Graphe d’inconsistance du job-shop dé-
crit dans la figure 1 apres application d’un algorithme
d’arc-consistance. On peut également voir une orien-
tation du graphe d’inconsistance.

tous les domaines de valeurs sont des chaines de va-
leurs DS sauf D, qui est composé de deux chaines :
{(22,1), (22,2)} et {(x2,3)}. En réduisant le domaine
de z3 & {(x2,1),(x2,2)} puis & {(x2,3)}, on obtient
deux sous-problemes qui, d’apres la proposition 2, ne
contiennent que des chaines de valeurs DS comme
domaine. D’apres la proposition 1, ces deux sous-
problémes peuvent étre résolus en un temps polyno-
mial.

3.3 Exploitation de la Substituabilité Direction-
nelle

La substituabilité directionnelle peut étre utilisée pour
améliorer la résolution de CSOPs binaires et ceci en
I'intégrant a l'algorithme du Branch-and-Bound pour
obtenir I'algorithme BAB-DS (voir fonction 1). Pour
avoir une méthode de résolution plus efficace, BAB—
DS integre également une procédure qui permet de
maintenir I’arc-consistance durant la recherche comme
dans I’algorithme de résolution de CSP MAC [19].
BAB-DS prend comme parametres le CSOP a

0 1 2 3 4
z1 | (x4,0) 1] ]
i (1'1,].) (1'1,2) (1'3,3)
(71,2) (ws,3)
x3 ) 0
T4 0 (z1,1)
(1'5, 1)
T5 (x3,3)
(l‘e, 3)
Te6 [} 0

TABLE 1 — Conflits directionnels des valeurs arc-
consistantes du CSOP décrit dans la figure 2.

résoudre (X,D,C,Z), (qui est supposé étre arc-
consistant), une orientation du graphe d’inconsistance
du probleme A, I’ensemble des variables non encore
instanciées Y et la meilleure solution courante I* et
procede comme suit : Il sélectionne une variable non
encore instanciée, calcule la partition de son domaine
de valeurs en des chaines de valeurs DS et décompose le
probléme courant en deux sous-problemes. Le premier
sous-probleme est obtenu en réduisant le domaine de
valeurs de la variable courante a une chaine de valeurs
DS (notée D; j, dans le pseudo-code). L’arc-consistance
du probleme résultant est alors restauré en utilisant
un algorithme d’arc-consistance. Puis, un appel récur-
sif est effectué pour considérer les variables restantes.
Cet appel permet d’obtenir la meilleure solution du
sous-probleme qui limite les valeurs possibles de la
variable courante aux éléments de D, ;. Ensuite, un
processus de restauration des domaines de valeurs est
effectué et D, , est éliminée du domaine de la variable
courante. Apres restauration de l’arc-consistance du
probléme résultant, I’algorithme effectue un deuxieme
appel récursif pour considérer les autres chaines de va-
leurs DS. Les deux appels récursifs ne sont effectués
que si une fonction heuristique (k) indique qu’il est
possible d’obtenir des solutions de qualité meilleures
que celles déja trouvées. Si l'algorithme réussit & ins-
tancier toutes les variables alors il exécute un proces-
sus polynomial (ligne 4) pour extraire la meilleure so-
lution a partir des chaines sélectionnées.

Fonction 1 BAB-DS((X,D,C,Z),\,Y, I*)

1:si Y =0 alors

2 retourner(min(D))
3 : sinon

4 x; < Sélect(Y)

5: D; « DS-Partition(D;, A, (X, D, C, 7))
6: D; i, < Select (D;)

7 Dz — Di,k

8 AC(X,D,(C)

9 si 0 ¢ D et h(D)< Z(I) alors



10: [ <BAB-DS(Y — {z;},(X,D,C, Z),A,I*)
11: si Z(I) < Z(I*) alors I* — I

12:  Restaurer (D)

13: Dz — D'L - Di,k

14: AC(X,D,C)

15: sil ¢ D et h(D) < Z(I*) alors

16: I <BABDS(Y — {x;},(X,D,C,2Z),A,I*)
17 si Z(I)< Z(I*) alors I* « I

18:  Restaurer(D)

19: retourner(I*)

3.4 Algorithme de DS partition

La relation <, définit un préordre sur le domaine de
chaque variable du probleme. Ce préordre peut étre
utilisé pour partitionner les domaines de valeurs des
variables en de chaines de valeurs DS. En effet, & par-
tir de <, on définit, tout d’abord, la relation ~ telle
que a ~A b si et seulement si a <p b et b <p a.
On peut facilement vérifier que ~p est une relation
d’équivalence. < induit un ordre partiel <, sur ’en-
semble D;\ ~x des classes d’équivalence de ~, tel que
[a] < [b] siet seulement si a <4 b, ol [a] désigne la
classe d’équivalence de la valeur a.

En général, étant donné un ensemble partiellement
ordonné F, on peut avoir plusieurs partitions de FE en
chaines d’éléments totalement ordonnés. En théorie
des ensembles, la partition optimale en chaines d’un
ensemble partiellement ordonné est connue sous le
nom de partition en chaines de Dilworth (DCP) [5].
C’est une partition qui contient le nombre minimum
de chaines parmi toutes les partitions possibles. La
taille d’une telle partition (i.e., le nombre de chaines
de la partition), définit la largeur de l'ordre partiel.
Le probleme qui consiste a trouver la DCP d’un
ensemble partiellement ordonné peut étre résolu en
temps polynomial en ’exprimant comme un probleme
de recherche d’un couplage maximum dans un graphe
bipartite [9].

Motivé par le fait qu’a chaque noeud de ’arbre de
recherche, I'algorithme de résolution aura autant de
choix que de chaines dans une DCP du domaine de
la variable courante, nous proposons de calculer une
DCP a chaque noeud de ’arbre de recherche. Par cette
stratégie, on cherche a minimiser la taille de I'arbre de
recherche que l'algorithme aura a explorer.

La premiere étape du calcul de la DCP (voir la
fonction 2) consiste & déterminer la relation ~j. Ceci
peut étre accompli en O(nd?) étapes en utilisant 1’algo-
rithme décrit dans [6] ou celui proposé dans [17], n et
d étant respectivement, le nombre de variables du pro-
bleme et la taille maximale des domaines de valeurs.
On en déduit les classes d’équivalences D;/ ~, en

O(d) étapes. L’étape la plus couteuse est celle du cal-
cul de la relation <j. Au pire des cas, d(d—1)/2 tests
d’inclusion entre des paires d’ensembles de conflits di-
rectionnels sont nécessaires. Chaque test d’inclusion
peut étre accompli en O(nd) puisque chaque ensemble
de conflit directionnel contient au maximum d(n — 1)
éléments. D’oll une complexité de O(nd?) pour cette
étape. Ensuite, ’algorithme construit un graphe bipar-
tite G = (V,U,E) tel que V. =U = D,/ ~ et l'en-
semble des arétes E contient une aréte ([a],[b]) si et
seulement si [a] <4 [b]. La construction de G nécessite
O(d?) étapes. Un algorithme de couplage maximum
est alors appliqué a GG. On utilise 'algorithme décrit
dans [9] qui s’exécute en O(d*®) étapes. Les chaines
de la DCP sont extraites du couplage maximum en in-
cluant les éléments de [a] et ceux de [b] dans une méme
chaine chaque fois que 'aréte ([a], [b]) fait partie du
couplage maximum. Ceci demande O(d?) étapes. D’olt
une complexité totale de O(nd?).

Fonction 2 DS-Partition(D;, A, (X, D, C, 7))

1: ~p«— DirInterchangeable(D;, A, (X, D, C, Z))
2: D;/ ~a«— ExtractEqClass(~a, D;, (X, D,C, Z))
3: <a«— DirSubstituable(D;/ ~a, (X, D, C, Z))

4 : G «— BipartiteGraph(D;/ ~a, <a)

5: M «— CouplageMaximum(G)

6 : D; «— ExtractChaines(D;, ~a, M)

7 : return(D;)

3.5 Exemple (suite)

Reprenons 'exemple du paragraphe 3.2. Comme on
I’a déja constaté, apres application d’un algorithme
d’arc-consistance, tous les domaines de valeurs se
trouvent réduits a des chaines de valeurs DS sauf Do
qui est composé de deux chaines : {(z2,1),(22,2)}
et {(z2,3)}. L’application de l’algorithme BAB-DS
a cet exemple se résume a instancier les variables
r1,T3,%4, x5 €t xg par les seules chaines qui consti-
tuent leurs domaines respectifs. Pour x5, il y a deux
instanciations possibles qui correspondent aux deux
chaines données ci-dessus. Commencons par réduire
Dy a la chaine {(z2,1),(z2,2)}. A ce stade, tous les
domaines sont des chaines de valeurs DS. La restaura-
tion de l’arc-consistance (ligne 8) ne change rien & ce
fait d’apres la proposition 2. Le graphe d’inconsistance
du probleme obtenu est illustré dans la figure 3-(a).
Par la suite, I’algorithme choisit un élément minimum
de chacun des domaines (ligne 2). D’apres le tableau
1 et la figure 3-(a), le choix est unique pour chacune
des variables et 'on obtient l'instanciation complete
(1,2,3,0,1,3) qui est bien une solution qui satisfait
toutes les contraintes et qui a un cout égal a 4 uni-
tés de temps. Enfin, BAB-DS réduit Dy & {(z2,3)}.
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FIGURE 3 — (a) Graphe d’inconsistance du CSOP asso-
cié au job-shop décrit dans la figure 1 apres réduction
de D5 & la chaine {(z2, 1), (x2,2)} et application d’un
algorithme d’arc-consistance. (b) Graphe d’inconsis-
tance du méme CSOP apres réduction de Dy a la
chaine {(z2,3)} et application d’un algorithme d’arc-
consistance.

En appliquant I’algorithme d’arc-consistance, puis la
fonction heuristique h sur les domaines ainsi réduits,
on déduit qu’il n’est pas possible de trouver une so-
lution meilleure que celle déja trouvée. En effet, les
domaines de x3 et de xg sont tous les deux réduits a
la seule valeur 4 (voir figure 3-(b)). Ce qui veut dire
que la meilleure solution qu’on peut espérer trouver a
un cout de 5 unités de temps.

4 Orientation du graphe d’inconsistance

L’orientation du graphe d’inconsistance utilisée
comme référence (voir équation 2) pour déterminer les
valeurs DS a un grand impact sur 'occurrence des va-
leurs DS. Les meilleures résultats ont été obtenus lors-
qu’on s’est référé a une orientation qui favorise 'oc-
currence des valeurs DS & des niveaux proches de la
racine de l'arbre de recherche. Une telle orientation
est obtenue dynamiquement en utilisant un algorithme
glouton (voir fonction 3). Au départ du processus de
recherche, l'orientation A est vide. A chaque étape,
I’algorithme d’orientation ne considére que les arétes
qui relient les valeurs de la variable courante a ceux des
variables déja instanciées. Soit a une valeur quelconque
de la variable courante qui est incompatible avec une
valeur b d’une variable déja instanciée. L’aréte {a,b}
donnera lieu a l'arc (a,b), qui sera ajouté a A.

Cette stratégie favorise l'occurrence des valeurs
DS a des niveaux proches de la racine. En effet,
rappelons que seulement les arcs sortants d’une valeur
sont pris en considération lors du calcul des conflits
directionnels de cette valeur. En ne considérant que
les arétes qui vont vers les valeurs des variables
instanciées, on augmente les chances des valeurs

des variables traitées a des niveaux proches de la
racine a étre DS les une aux autres. La raison de
ceci est que, proche de racine, il y a peu de variables
instanciées. Le fait de considérer de larges chaines
de valeurs DS & des niveaux peu profonds de I’arbre
de recherche est une stratégie souvent avantageuse
car, a ce stade, ’heuristique d’ordre des valeurs ne
dispose pas d’assez d’information pour faire des choix
de valeurs corrects. En prenant des décisions portant
sur plusieurs valeurs, on peut éviter des erreurs qui,
plus elles sont commises tot, plus elles sont couteuses
en temps d’exploration.

Fonction 3 Orientation(z;, A,Y, (X, D,C, Z))

1: pour tout z; € X —Y | C; ; € C faire

2: pour tout a € D; faire

3 pour tout b € D; | (a,b) ¢ Rel(C; ;)
faire

4: A— AU{(a,b)}

5 : Retourer(A)

5 Résultats expérimentaux

L’expérimentation porte sur la comparaison des per-
formances de 'algorithme du Branch-and-Bound clas-
sique et de BAB-DS sur des problemes du type job-
shop [1] qui ont été modélisés comme indiqué dans
le paragraphe 3.2. L’algorithme d’arc-consistance em-
ployé est AC-3 [16]. L’heuristique d’ordre de variables
est min-domain/wdeg [2], Pour l'ordre des valeurs,
nous avons testé deux heuristiques : min. conflit qui
privilégie les valeurs qui ont le moins de conflits [7]
et min. valeur qui tient compte de la fonction cott
en favorisant les plus petites valeurs. La fonction z,
qui est indispensable pour définir la substituabilité di-
rectionnelle, est déduite de Z de maniere analogue a
celle spécifiée par ’équation (7). Les criteres d’évalua-
tion des performances sont le temps de calcul et la
qualité de la meilleure solution trouvée. Les deux al-
gorithmes ont été implémentés en C++ et exécutés
sur un PC & 2 GHZ de fréquence et une mémoire vive
de 4GB. Les problemes test utilisés sont ceux référen-
cés par JS-TAILLARD-15 disponibles sur [14]. Ce sont
dix instances de job-shops comportant 15 jobs et 15
machines, (donc 225 téaches), générés selon le modele
décrit dans [22]. Pour ces instances de job-shop, la dis-
crétisation du temps maximum impartie pour ’exécu-
tion de toutes les taches donne plus de mille valeurs.
Pour obtenir des solutions en des temps d’exécution
raisonnables pour des CSOPs impliquant de si large
domaines de valeurs, on a élargi davantage les do-
maines de valeurs pour obtenir des instances plus fa-



ciles. Ainsi, on a multiplié les tailles des domaines ori-
ginaux par un facteur de 105%, 104% puis 103% pour
obtenir des instances qui vont des plus faciles aux plus
difficiles. De plus, on a fait recours a une recherche par
divergence limitée [8], pour les deux algorithmes.

Les résultats obtenus (voir figure 4) montrons clai-
rement que BAB-DS a trouvé des solutions pour plus
d’instances que BAB. Pour les instances auxquelles les
deux algorithmes ont réussit a trouver des solutions,
on constate que dans la plupart des cas, ou bien que la
solution trouvée par BAB-DS a un cout meilleur que
celle trouvée par BAB, ou bien que BAB-DS trouve
une solution ayant le méme colt mais en moins de
temps. Avec I’heuristique min. conflit, sur les trente
instances considérées, il y a uniquement trois instances
(tail5-104-4, tail5-104-7 et tail5-103-7) sur lesquelles,
BAB a été meilleur que BAB-DS. Avec I'heuristique
min. valeur, BAB-DS a donné des résultats meilleures
sur toutes les instances sauf I'instance tail5-104-9. En-
fin, la supériorité de BAB-DS ne semble dépendre ni
de la difficulté des instances ni de ’heuristique d’ordre
des valeurs utilisée puisque BAB-DS est globalement
meilleur sur les trois niveaux de difficulté.

6 Travaux Connexes

Plusieurs travaux ont porté sur l'exploitation dy-
namique de l'interchangeabilité de voisinage qui est
un cas particulier de la substituabilité de voisinage
[10, 15, 21]. Les algorithmes proposés détectent des
sous-ensembles de valeurs voisinage interchangeables,
dont le produit cartésien fournit une représentation
compacte de ’ensemble de solutions du CSP. Cette
représentation des solutions par produit cartésien est
tres utilisée pour le calcul de toutes les solutions. Dans
[4], les auteurs montrent que les algorithmes s’ap-
puyant sur la représentation par produit cartésien sont
aussi efficaces pour la recherche de la premiere solution
d’instances difficiles de CSP.

Toutefois, efficacité de ces méthodes reste tribu-
taire de l'occurrence de l'interchangeabilité de voisi-
nage. Cette derniere est plutot rare quand il s’agit
de situations réelles. Pour cette raison, plusieurs va-
riantes de I'interchangeabilité de voisinage ont été pro-
posées. Dans [24], les auteurs proposent la notion d’in-
terchangeabilité conditionnelle, qui vise a détecter plus
de valeurs voisinage interchangeables. Une condition
est une restriction du domaine des variables voisines
qui permet de capturer l'interchangeabilité dans des
situations ou 'interchangeabilité de voisinage ne s’ap-
plique pas. Bowen et Likitvivatanavong ont introduit
le concept de transmutation de domaine [3]. Leur ap-
proche consiste a regrouper plusieurs valeurs afin d’ex-
ploiter plus intensivement I'interchangeabilité. Les au-

teurs ont reporté que leur approche est particuliere-
ment avantageuse dans la recherche de toutes les so-
lutions d'un CSP. Le filtrage par interchangeabilité
de voisinage a été aussi appliqué aux CSPs non bi-
naires [12]. Dans [18], les auteurs ont généralisé la
définition d’interchangeabilité en vue de D'appliquer
aux soft CSPs. Ils ont introduit deux relaxations en
s’appuyant sur les notions de dégradation et de seuil.
Ces deux formes d’interchangeabilités sont respecti-
vement notées ®interchangeabilité de voisinage (°NT)
et ,interchangeabilité voisinage (,NI). Il a été expéri-
mentalement montré que les valeurs °NI et NI sont
fréquemment rencontrées lors de la résolution de CSPs
flous et de CSPs pondérés. Enfin, la notion de substi-
tuabilité a été également définie pour les contraintes
ou des tuples redondants sont détectés et supprimés
des relations définissant les contraintes [11], .

Toutes les approches citées ci-dessus utilisent di-
verses formes d’interchangeabilité ou de substituabilié
pour déterminer les valeurs ou les tuples qu’on peut
supprimer sans perdre toutes les solutions (optimales)
du probleme. Ces méthodes peuvent donc étre clas-
sées comme des méthodes de filtrage. Dans notre cas,
la substituabilité directionnelle ne permet pas d’élimi-
ner les valeurs ou les tuples redondants, mais permet,
a un algorithme de recherche arborescente, d’effectuer
des branchements sur plusieurs valeurs a la fois. La
substituabilité directionnelle est donc une méthode de
décomposition de domaine.

7 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé deux extensions a
la notion de substituabilité directionnelle présentée par
I'un des auteurs dans [17]. Tout d’abord, nous avons
généralisé davantage la substituabilité directionnelle
en considérant, comme référence, une orientation du
graphe d’inconsistance du probleme au lieu d’'un ordre
sur les variables du probléeme. Puis, nous avons intro-
duit des conditions supplémentaires de substituabilité
garantissant 1’optimalité de la solution lors de la ré-
solution de probleme de satisfaction et d’optimisation
de contraintes (CSOP).

Les résultats de simulation sur plusieurs CSOPs qui
codent des problemes d’ordonnancement du type job-
shop ont montré qu’une variante de l'algorithme du
Branch-and-Bound exploitant la substituabilité direc-
tionnelle est souvent plus efficace que ’algorithme ori-
ginal.

Une extension possible de ce travail consiste a pro-
poser une formulation encore plus générale de la sub-
stituabilité directionnelle afin de pouvoir 'appliquer
aux Soft CSPs [20] qui est un formalisme offrant une
plus grande capacité a exprimer des problemes réels.
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Min. conflit Min. valeur

temps cout temps cotit
inst. BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS
105-0 7065 651 1308 1308 - 225 - 1290
105-1 90 3847 1326 1325 — 1573 — 1304
105-2 11521 748 1295 1295 - 1173 - 1285
105-3 - 3743 - 1239 - 6193 - 1234
105-4 — 5503 - 1297 4491 12943 1291 1285
105-5 - 2532 - 1308 - 2249 - 1309
105-6 105 6056 1297 1296 2292 9559 1284 1286
105-7 - 376 - 1282 - 523 - 1282
105-8 3406 74 1353 1353 - 2541 - 1343
105-9 3051 4681 1334 1333 739 13850 1334 1316

Min. conflit Min. valeur

temps cott temps cott
inst. BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS
104-0 - 4526 - 1296 12157 3366 1292 1279
104-1 - 460 - 1313 - 12147 - 1302
104-2 - 88 - 1283 - 13812 - 1269
104-3 646 2716 1228 1227 - 11080 — 1228
104-4 1500 12942 1285 1285 — 10504 - 1281
104-5 - 643 - 1297 - - - -
104-6 - 1136 — 1284 - 766 — 1282
104-7 2606 14028 1270 1270 — - - —
104-8 61 539 1341 1340 - 4137 - 1340
104-9 99 79 1321 1321 739 - 1318 -

Min. conflit Min. valeur

temps cotut temps cout
inst. BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS BAB BAB-DS
103-0 — 122 - 1284 - - - —
103-1 - 885 - 1301 — 3813 — 1284
103-2 - 423 - 1271 - 389 - 1262
103-3 — - - - - 9734 - 1213
103-4 - - - — — 218 — 1270
103-5 - - - - - - - -
103-6 — 1274 - 1273 - - - —
103-7 2513 - 1259 - - - — -
103-8 - - - - - 132 - 1327
103-9 — 454 — 1309 — 8926 - 1287

FIGURE 4 — Résultats obtenus par BAB et BAB-DS sur les instances js-taillard-15-(105 & 103) avec deux
heuristiques d’ordre des valeurs : min. conflit et min. valeur. Le temps CPU en secondes et le colt de la
meilleure solution trouvée sont indiqués. Pour le temps CPU, on indique les temps auxquels ont été trouvées
les meilleures solutions. Le temps d’exécution a été limité a 4 heures par instance.



