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Résumé

Nous revisitons la sémantique des formules boo-
léennes quantifiées et étudions une relation d’équivalence
qui en préserve les modeles. Nous proposons un cal-
cul syntaxique pour les formules booléennes quantifiées
basé sur le concept de relation de formules et mettons
en exergue le lien avec la relation d’'équivalence étudiée
prouvant ainsi la correction et la complétude.

1 Introduction

Le formalisme des formules booléennes quantifiées a
été introduit initialement dans [18] puis largement ap-
profondi dans [27]. A V'origine, ce formalisme qui décrit
une « hiérarchie » de langages était un outil théorique
pour explorer des classes de complexité au-dela de la
célebre classe NP mais il est devenu depuis [9, 10] un
domaine de recherche plus appliqué qui a vu I'implan-
tation de multiples procédures de décision et son uti-
lisation dans de nombreux domaines de l'intelligence
artificielle (par exemple en planification [22, 1] et en
implantation de procédures de décision [5]) et dans la
vérification formelle de circuit (voir [4] pour un flori-
lege). La plus grande part des procédures de décision
récentes pour la validité des QBF [10, 28, 17, 16] sont
des extensions de l'algorithme de recherche de Davis,
Logemann et Loveland [12] pour le probléme de la sa-
tisfiabilité booléenne ; d’autres sont basées sur le prin-
cipe de résolution [23] telle que la Q-resolution [7] ou
Quantor [6] (qui combine cette derniere avec 'expan-
sion) ; d’autres sont basées sur I’élimination des quan-
tificateurs & la Fourier-Motzkin [20, 19] ; d’autres enfin,
sans étre exhaustif, sur la skolémisation [2]. La séman-
tique des QBF est généralement présentée soit dans sa
forme décisionnelle, soit dans sa forme fonctionnelle
grace essentiellement aux fonctions de Skolem [8, 3]
(des fonctions booléennes associées aux symboles exis-

tentiellement quantifiés de la formule dépendant des
symboles universellement quantifiés qui les précedent)
qui peuvent étre revisitées par exemple en des poli-
tiques [11]. La sémantique présentée sous sa forme dé-
cisionnelle, si elle est bien adaptée au probleme théo-
rique du test d’appartenance a un langage, ne permet
pas d’extraire les solutions de la QBF et n’est donc pas
suffisante lorsque 1'on désire aider le « joueur existen-
tiel » a gagner si 'on considere la QBF comme étant
un jeu a deux joueurs (i.e. quels que soient les coups
du « joueur universel », le « joueur existentiel » a
un coup qui le meéne a la victoire). Nous nous pro-
posons de revisiter la définition de la sémantique des
formules booléennes quantifiées pour en jeter des bases
définies par induction permettant de traiter les sym-
boles propositionnels libres, les symboles proposition-
nels existentiellement quantifiés definis par une solu-
tion et les symboles propositionnels existentiellement
quantifiés qui ne sont pas définis dans une solution et
qui sont éliminés suivant la sémantique habituelle ba-
sée sur la disjonction. Cette nouvelle définition de la sé-
mantique nous permet d’explorer une relation d’équi-
valence basée non pas sur la préservation de la validité
mais sur celle des solutions. Cette relation nous per-
met de définir un calcul syntaxique pour les formules
booléennes quantifiées basé sur la notion de relation
de formules [24].

2 Préliminaires

Les valeurs booléennes sont notées vrai et faux.
L’ensemble des valeurs booléennes est noté BOOL.
L’ensemble des symboles propositionnels est noté SP.
Le symbole A est utilisé pour la conjonction, V pour la
disjonction, — pour la négation, — pour I'implication
et < pour la bi-implication. L’ensemble des formules
propositionnelles est dénoté PROP. Un littéral est



un symbole propositionnel ou la négation de celui-ci.
Le complémentaire d’une formule propositionnelle F,
noté F, est G si F = —G et —F sinon. L’ensemble des
sous-formules et leurs complémentaires d’une formule
propositionelle F, incluant T et T, est dénoté sub(F).
Une formule propositionnelle est sous forme normale
conjonctive (FNC) si c’est une conjonction de disjonc-
tions de littéraux. Une substitution est une fonction
de ’ensemble des symboles propositionnels dans 1’en-
semble PROP. Nous définissons la substitution d’un
symbole propositionnel = par F' dans G, notée [z «—
F)(G), comme étant la formule obtenue de G en rem-
plagant toutes les occurrences du symbole proposition-
nel x par la formule F. Une valuation v est une fonc-
tion de SP dans BOOL et l'interprétation, notée v*
est son extension dans PROP. Le symbole 3 est utilisé
pour la quantification existentielle et V pour la quanti-
fication universelle. Toute formule propositionnelle est
aussi une formule booléenne quantifiée (QBF). Si F
est une QBF et x est un symbole propositionnel alors
(3z F) et (Va F) sont des QBF. Un lieur est une chaine
de caracteres q1x1...Qnx, avec Ti,...,T, des sym-
boles propositionnels distincts et q; ... ¢, des quanti-
ficateurs; le lieur vide est noté ¢ ; par convention, des
quantificateurs différents lient des symboles proposi-
tionnels différents. Une QBF constituée d’un lieur et
d’une formule booléenne appelée matrice est une QBF
prénexe; si tout symbole propositionnel apparaissant
dans une QBF possede une occurrence dans le lieur
elle est dite close. Nous nous restreignons par la suite
aux QBF prénexes. Le lieur induit une relation d’ordre
sur les symboles propositionnels qui est notée < (plus
un symbole est & gauche dans la lieur plus il est petit).
Une QBF est en FNC si sa matrice 1’est. La séman-
tique des symboles booléens est définie de maniere ha-
bituelle ; en particulier, & chaque connecteur (resp. T,
L, -, A, V, —, <) est associée une fonction booléenne
(resp. iT,i1 :— BOOL i, : BOOL — BOOL,
iny v, i, i, : BOOLXBOOL — BOOL ) qui en dé-
finit sa sémantique. A une fonction booléenne f d’arité
n (i.e. une fonction de BOOL™ dans BOOL) est asso-
ciée une formule propositionnelle ¥y sur les symboles
propositionnels {z1, ..., z,} telle que v*(¢)¢) = vraisi
et seulement si f(v(z1),...,v(x,)) = vrai pour toute
valuation v.

3 Sémantique et relations d’équivalences

Nous revisitons la sémantique des QBF puis nous
explorons les propriétés d’une relation d’équivalence
non pas basée sur la préservation de la validité comme
pour I’équivalence classique mais sur la préservation
des modeles QBF. La sémantique d’'une QBF prénexe
en définit la valeur de vérité selon une valuation QBF

composée d’une valuation propositionnelle et d’une va-
luation fonctionnelle.

Définition 1 (valuation QBF) Une fonction par-
tielle sk de l’ensemble des symboles propositionnels
dans l’ensemble des fonctions booléennes est une va-
luation fonctionnelle pour une QBF prénexe si pour
tout symbole propositionnel existentiellement quanti-
fié © il existe un (unique) couple (x — &) € sk tel
que la fonction booléenme T a pour arité le nombre
de symboles propositionnels universellement quantifiés
qui précedent x dans le lieur. L’ensemble des valua-
tions fonctionnelles est noté VAL_FONC. Une valua-
tion QBF est un couple constitué d’une valuation pro-
positionnelle et d’une valuation fonctionnelle. L’en-
semble des valuations QBF est noté VAL_QBF =
VAL_PROP x VAL_FONC. Une valuation QBF est
partielle si tous les symboles propositionnels existen-
tiellement quantifiés de la QBF prénexe ne sont pas
présents dans la valuation fonctionnelle.

Une valuation QBF qui n’est pas partielle peut étre
qualifiée, pour insister, de « valuation QBF totale ».

Exemple 1 Soit la QBF & = Ya3bVeddy avec p =
=((c = b) — =(d — a)). La fonction partielle {(b —
b),(d — d)}, b d’arité 1 et d d’arité 2, est une va-
luation fonctionnelle qui forme avec toute valuation
propositionnelle une valuation QBF (totale) pour la
QBF ¢ ; les valuations fonctionnelles 0, {(b — b)} et
{(d — d)} en forment avec toute valuation proposi-
tionnelle des valuations QBF partielles.

Une valuation fonctionnelle est un ensemble de fonc-
tions booléennes qui sont tres souvent appelées «fonc-
tions de Skolemy. Dans la littérature, la valuation pro-
positionnelle est une fonction qui associe a tout sym-
bole propositionnel une valeur de vérité ; pour la valua-
tion fonctionnelle, une fonction partielle est préférée a
une fonction totale.

La sémantique d’une QBF prénexe est définie pour
des QBF prénexes telles que des quantificateurs dif-
férents sont associés a des symboles propositionnels
différents. A chaque connecteur logique est associée
une fonction & valeurs dans BOOL qui en définit sa
sémantique au niveau propositionnel. Les définitions
suivantes reprennent ’organisation de la définition de
la sémantique de la logique des prédicats proposée
dans [14] : une définition de la sémantique des connec-
teurs et constantes logiques au niveau propositionnel
identique a celle de la sémantique de la logique propo-
sitionnelle, une définition de la sémantique des connec-
teurs, constantes et quantificateurs au niveau QBF
comme une restriction de celle de la sémantique de
la logique des prédicats, une définition de la séman-
tique des QBF comme extension aux formules de la



sémantique des connecteurs, constantes et quantifica-
teurs. Nous définissons la sémantique au niveau QBF
des connecteurs et constantes logiques ainsi que des
quantificateurs.

Définition 2 (sémantique des connecteurs et
quantificateurs) La sémantique des connecteurs et
quantificateurs est définie par (v une valuation propo-
sitionnelle et sk une valuation fonctionnelle) :

I, : VAL_QBF — BOOL

I,(v,sk)=1i, I;(v,sk)=1iT

I_:(VAL_QBF — BOOL) x VAL_QBF — BOOL

L(f) (v, sk) = i-(f (v, 5k))

I, : (VAL_QBF — BOOL)?
xVAL_QBF — BOOL

I,(f,9)(v, sk) = io(f(v, sk), g(v, sk))
pour tout connecteur o € {A,V,—, <}

IZ I% : (VAL_QBF — BOOL)
xVAL_QBF — BOOL

I5(f)(v, sk) =

iv(f(v[x := vrali], sk), f

(f)(v, sk) = in( (v[w =
fl

Nous sommes en mesure de définir la sémantique

des QBF comme une extension de la sémantique des
connecteurs, constantes et quantificateurs.

[a: = faux], sk))
ai|, sk(vrai)),
x: ux], sk(faux)))

1y

Définition 3 (sémantique des QBF prénexes)
La sémantique d’une QBF prénexe F est une fonction

I*(F) : VAL_QBF — BOOL

définie inductivement par :

- I*(L)(v,sk) =1, (v,sk);

- I*(T)(v, sk) = I+ (v, sk) ;

- I*(z)(v,sk) = v(z) six € SP;

- I"((G o H))(v,sk) = I,(I*(GQ),I*(H))(v, sk) si
G, H sont des QBF et o € {\,V,—, <}

- I"(=G) (v, sk) = I (I*(Q))(v,sk) si G est une
OBF.

- I"((3z @) (v, sk) = I"(G)(v[z := &], sk \ {(z —
2)}) si G est une QBF, x € SP et (x — &) € sk ;

- I"((3z G))(v, sk) = IZ(I*(GQ)) (v, sk) si G est une
QBF, x € SP et il n'existe pas de couple (x +—
z) € sk (& fonction booléenne) ;

/\/\/\/\

- I*(Vz G))(v, sk) = IT(I*(G)) (v, sk) si G est une
QBF et x € SP.

Cette sémantique est particulierement souple puis-
qu’elle fait cohabiter le symbole propositionnel libre
dont la valeur de vérité est déterminée par la valuation
propositionnelle, le symbole propositionnel existentiel-
lement quantifié associé & une fonction booléenne dont
la valeur de vérité est déterminée lorsque, dans le pro-
cessus de calcul inductif de la sémantique, le symbole
propositionnel devient libre et enfin le symbole propo-
sitionnel existentiellement quantifié qui n’est pas asso-
cié a une fonction booléenne et qui s’élimine comme
une disjonction sur les deux valeurs de vérité, retrou-
vant ainsi la sémantique du probleme de décision. A
notre connaissance, il n’existe pas de définition induc-
tive de la sémantique des QBF prénexes qui permette
une telle souplesse (la définition de [8] porte sur les
QBF CNF et ne propose pas ’équivalent des valua-
tions QBF partielles; la définition de [11], si elle est
inductive, ne manipule ni les symboles propositionnels
libres, ni les valuations QBF partielles sauf pour dé-
crire des solutions partielles & des QBF non valides).
Cette sémantique met particulierement aussi en lu-
miere que restreinte a des formules sans quantificateur,
elle n’est autre que la sémantique de la logique proposi-
tionnelle. Cette sémantique permet de retrouver aussi
un résultat du premier ordre qui exprime que si la for-
mule est close alors la valuation propositionnelle est
sans importance.

Exemple 2 En continuant l'ezemple 1 et pour la va-
luation QBF partielle sk = {(d — d)} (et une valua-
tion propositionnelle v quelconque) avec

d = {((vrai, vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),
((faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)}

I* (Va3Veddp) (v, sk)

I“(I* (FVe3dp)) (v, sk)

= in( I*(3bVYcIdp)(v]a := vrai], sk(vrai)),
I*(3Vceddp) (v[a := faux], sk(faux)))

Détaillons, avec v, = v[a := vrai]

I" (3Ve3dp) (vg, sk(vrai))

= I4(I*(Yc3dp)) (v, sk(vrai))

iv( I*(Veddp) (vg[b := vrail, sk(vrai)),
I* (Veddp) (ve [b := faux], sk(vrai)))

a[b =
, (faux — vrai)})}

avec vy = vrai| et sk(vrai) = {(d —

v
{(vrai — vrai)

(
I*(Ye3ddp) (vp, {(d — d(vrai))}) =
in( I*(3dp) (vp[c := vrai], {(d — d(vrai)(vrai))}
)

[ )7
I*(3dp) (vp[c := faux], {(d — d(vrai)(faux))}))



enfin en posant v, = vy[d := vrai]

I*(3dp) (ve, {(d fl(vral)(vrai))})
= I*(u)(ve|[d := d(vrai)(vrai)], )
= I*(u)(vcld = vrail, b)

= vrai
Sans plus de détails,
I (Va3bVe3dp) (v, sk) = vrai.

La notion de modele (propositionnel) est étendue
aux QBF prénexes.

Définition 4 (modele QBF) Une valuation QBF
V' constituée d’une wvaluation propositionnelle v et
d’une wvaluation fonctionnelle (totale) sk pour une
@BF prénexe F est un modéle QBF pour F si
I*(F)(v, sk) = vrai.

Cette définition de la notion de modele QBF n’est
autre pour notre description de la sémantique que celle
pour les QBF CNF introduite dans [8]. Lorsque la
QBF prénexe est close alors la valuation proposition-
nelle n’importe pas et, dans la définition précédente,

seule la valuation fonctionnelle participe au modele de
la QBF.

Exemple 3 En continuant ’exemple 2, la valuation
fonctionnelle sk = {(b — b),(d — d)} avec b =
{(vrai — wvrai), (faux — vrai)} permet quelle que
soit la valuation propositionnelle associée d’obtenir un
modéle QBF pour la QBF prénexe Va3bVcddu.

Les modeles d’une formule propositionnelle et les
modeles d'une QBF close prénexe quantifiée unique-
ment existentiellement dont la matrice est précisément
la formule propositionnelle sont en bijection.

La sémantique attendue des quantificateurs peut
étre facilement retrouvée (G une QBF prénexe dont
I'unique symbole propositionnel libre est = et une va-
luation propositionnelle v) :

I*((Va G))(v,0) =

in(I(fz = TUG)) (v, 0), I"([z — LI(G)) (v, D))

et

I((3z G))(v,0) =
iv(I*([z = THG))(v,0), I"([x — L](G)) (v, ).

La définition classique de la validité d'une QBF close
peut alors étre redéfinie dans notre reformulation de la
sémantique : une QBF close F est valide si, pour toute
valuation propositionnelle v, I*(F)(v, () = vrai.

La question du probleme de validité peut étre refor-
mulée ainsi : une QBF close est valide si et seulement
si elle admet un modele QBF.

Le lemme suivant met en exergue le lien entre les
modeles d'une QBF et la formule propositionnelle tau-
tologique née de la substitution dans la matrice des
symboles existentiellement quantifiés par des formules
uniquement constituées des symboles universellement
quantifiés.

Lemme 1 Soit QF une QBF prénexe dont les va-
riables existentielles sont {x1,...,2,}, sk = {(z; —
Z;)} un wvaluation fonctionnelle pour la QBF QF,
Quzyy -, G, les formules associées positivement auz
fonctions #y,...,4, et la substitution o = [x]
O] [ — x| alors la valuation QBF V =
(v, sk), v une valuation quelconque, est un modéle de
la QBF QF si et seulement si la formule proposition-
nelle o(F) est une tautologie.

Exemple 4 En continuant l'exemple 3 et en consi-
dérant les formules propositionnelles ¢, = vrai et
¢q = a, associées auz fonctions booléennes betd, la
formule propositionnelle [b «— ¢p][d — ¢a)(p) est une
tautologie.

La sémantique des QBF prénexes suggere deux re-
lations d’équivalence : la relation d’équivalence clas-
sique (=) sur la préservation de la validité et la re-
lation d’équivalence (%) sur la préservation des mo-
deles [25]. La premiere s’exprime simplement dans
notre sémantique (F et G deux QBF prénexes) :
F = G si, pour toute valuation propositionnelle v,
I*(F)(v,0) = I*(G) (v, 0).

La relation = ne préserve que la validité des QBF
prénexes mais n’informe pas sur la préservation des
modeles, ce qui est crucial pour par exemple la compi-
lation des QBF ; nous avons donc proposé une nouvelle
relation d’équivalence (dénotée =) sur la préservation
des modeles [25].

Définition 5 (relation =) Soient F' et G deux QBF
prénexes de lieurs identiques jusqu’a la derniére exis-
tentielle. F' = G si, pour toute valuation proposition-

nelle v et pour toute valuation fonctionnelle sk pour
F et G, I*(F)(v, sk) = I*(G) (v, sk).

La définition proposée ici est différente de celle pré-
sentée initialement dans [25] car elle autorise & réunir
dans une méme classe d’équivalence des QBF pré-
nexes ayant des lieurs qui different sur les univer-
selles les plus internes, prenant ainsi en compte le
fait qu'un modele QBF est constitué de fonctions
booléennes dépendant des symboles propositionnels
universellement quantifiés qui précedent le symbole
propositionnel existentiellement quantifié associé a la
fonction. Ainsi, bien que les lieurs soient différents
Jrx = JaVy((x V y) A (y — x)) car ces deux QBF
prénexes ont pour modeles QBF {(z — vrai)}; mais



Jrx 2 Vy3z((z Vy) A (y — x)) car I'unique modele
QBF de cette derniere QBF prénexe est la valuation
QBF (0, {(z — {(vrai — vrai), (faux — vrai))})}).
Une autre définition, plus complexe, de la relation
d’équivalence préservant les modeles peut étre choi-
sie de telle maniere qu’elle ne tienne pas compte de
I'ordre des quantificateurs universels contigus.

La différence entre les deux relations d’équivalence
est la suivante : la relation d’équivalence préservant
uniquement la validité autorise les valuations QBF
partielles; ainsi Jxx = T mais Jrx Z T car 'unique
modele QBF de T est la valuation QBF vide alors que
I'unique modele QBF de dxx est la valuation QBF
{(z — vrai)}. De méme Iz = Jyy mais Jzx ¥ Jyy.

Le lemme suivant établit que la relation = est bien
une relation d’équivalence.

Lemme 2 La relation = est une relation d’équiva-
lence pour les QBF prénexes.

Ce lemme est immédiat car ’égalité est une relation
d’équivalence.

La relation d’équivalence préservant les modeles réa-
lise une partition de la classe d’équivalence de repré-
sentant T de la relation d’équivalence préservant la va-
lidité : c’est ce qu’exprime le premier item du lemme
suivant ; le second item exprime que les deux relations
sont identiques lorsque les QBF sont sans quantifica-
teur. La preuve du lemme est immédiate a partir de la
remarque ci-dessus et des définitions.

Lemme 3 Soient F et G deux QBF prénexes.
- ST F =G alors F=G.
— De plus si F et G sont deur QBF sans quantifi-
cateur alors ' = G si et seulement st ' = G.

Le lemme suivant établit la congruence de 1’équi-
valence de préservation des modeles par rapport aux
quantifications existentielle et universelle et les corol-
laires pour des QBF sans quantificateur.

Lemme 4 Soient F et G deur QBF prénezes. Si F =
G et x un symbole propositionnel lié ni dans F' ni dans
G alors daF = JzG et Vo F 2 VaG.

De plus, si F' et G sont sans quantificateur, F = G
et © un symbole propositionnel alors JxF = 3xG et
Ve F 2 VzG.

Les résultats classiques s’étendent partiellement a la
relation d’équivalence préservant les modeles.

Lemme 5 Soient F' et G deux QBF prénexes, H une
formule propositionnelle, x et y deux symboles propo-
sitionnels et Q un lieur. Alors

(Q=.1) F23IyF = Fy3xF

(Q=.2) I*(VaVyF)(v, sk) = I*(VyVz F) (v, sk') avec
sk et sk’ identiques a ceci prés que les deux pre-
mieres colonnes sont permutées

(Q=.3) xQ(x AN H) 2 3zQ(z A [x «— T|(H))

(Q=.4) xQ(—~x A H) = F2Q(~x A [z — L|(H))

(Q=5) I"(VzQ(z Vv H))(v,sk) =

I"(Qz — LJ(H))(v, sk(faux))

(Q=.6) I*(VxQ(—xV H))(v, sk) =

I*(Qx — T)(H)) (v, sk(vrai))

Les équivalences Q<.3, Q=.4, Q=.5 et Q=.6 réa-
lisent une propagation unitaire : les équivalences Q=.3
et Q=.4 conservent le symbole propositionnel existen-
tiellement quantifié dans la matrice pour préserver les
modeles (puisque le lieur doit étre le méme de part
et d’autre) tandis que Q=.5 et Q=.6 éliminent le sym-
bole propositionnel universellement quantifié ainsi que
son quantificateur (les QBF ne pouvant alors plus
étre équivalentes). L’exemple suivant démontre par un
exemple que VaVyF % VyVzF ce qui met en exergue
une disymétrie par I’équivalence Q=.1 dans le compor-
tement des deux quantificateurs.

Exemple 5 Soient les deux QBF prénezes 6 =
Vavb3e((—a Ab) — ¢) et § = V¥aTce((—a A D) — ¢)
ainsi que la valuation fonctionnelle

sk =

{(¢ — {((vrai, vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),

((faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)})}
alors
I*(0)(v, sk) = faux # I*(0')(v, sk) = vrai

mais avec la valuation fonctionnelle suivante qui res-
pecte vis-a-vis de sk les conditions de Q=.2

sk =

{(¢ — {((vrai, vrai) — vrai), ((faux, vrai) — vrai),

((vrai, faux) — faux), ((faux, faux) — faux)})}

alors I*(0)(v, sk) = I*(0") (v, sk’).

4 Calcul syntaxique

Nous présentons notre calcul syntaxique comme une
extension pour les QBF de la justification dans le cadre
de la théorie de la preuve de l'algorithme de Stal-
marck [24].

4.1 Relation de formules

Une relation de formules [24] (propositionnelle) R
pour une formule F' est définie comme étant une re-
lation d’équivalence sur sub(F') avec pour contrainte



que pour tout éléments A, B € sub(F), si R(A,B)
alors R(A, B). Une classe d’une relation de formules R
contenant un élément A est notée [A]r (et plus simple-
ment [A] lorsque la relation de formules est clairement
explicitée par le contexte). La sémantique attendue est
que tous les éléments d’une méme classe d’équivalence
ont la méme valeur de vérité. Nous étendons ce forma-
lisme aux QBF QM en ajoutant un lieur a la parti-
tion P de sub(M) et en écrivant la relation de formules
Q. P).

La relation de formules la plus fine pour une QBF
prénexe QM est la relation identité Idgys qui est la
partition des singletons de sub(M) associée au lieur
Q. La relation de formules R([A]r = [B]g) (notée
plus simplement par la suite R([4] = [B])) pour une
QBF prénexe QM est la relation de formules la plus
fine pour QM telle qu’elle est un raffinement de R et
([Algr = [B]r). La relation de formules Idgn ([M] =
[T]) nous servira de racine a l’arbre de déduction de
notre calcul syntaxique. Dans ce qui suit seule une des

deux classes symétriques [A] et [A] sera explicitée.
Exemple 6 Soit la QBF
& = VaabVedd—((c — b) — —(d — a))

alors

Tde([F] = [T]) =

(vazlbvczldv [T7F]7 [CL], [b]7 [C]’ [d]a [FO]’ [Fl])

avec F = (Fy — F1), Fy = (c—b) et F} = (d — a).

4.2 Systeme syntaxique

Nous présentons notre systeme syntaxique Sgpr
pour les QBF comme un ensemble de regles %
qui operent sur des relations de formules formant un
arbre de déduction dont la racine est la relation de
formules Idga ([M] = [T]). Mais avant de présenter le
systeme nous définissons un ensemble de relations de
formules qui correspondent & des relations de formules
a partir desquelles aucune déduction ne sera plus pos-
sible.

Définition 6 (explicitement contradictoire)
Une relation de formules est explicitement contradic-
toire si une des conditions suivantes est vérifiée :

1. il existe une formule F dans la relation de for-

mules telle que [F] = [F];

2. il existe une classe qui contient au moins deux
symboles propositionnels universellement quanti-
fiés du lieur;

3. il existe une classe qui contient un symbole pro-
positionnel universellement quantifié u du lieur et
un symbole propositionnel existentiellement quan-
tifié e tel que e < u.

La condition 1 maintient intuitivement qu’une for-
mule et son complémentaire ne peuvent avoir la méme
valeur de vérité. La condition 2 exprime que deux
symboles universellement quantifiés ne sont jamais liés
fonctionnellement. La condition 3 correspond dans le
cadre de 'unification de termes du premier ordre au
classique test d’occurrence. Une relation de fomules
peut n’étre pas explicitement contradictoire et conte-
nir des classes qui le sont.

Nous ne présentons les regles du systeme Sgpr que
pour le fragment {—, T}. Pour simplifier, dans la des-
cription de la prémisse et de la conclusion de la regle,
seuls le lieur et les classes pertinentes sont notées, les
classes invariantes ne sont pas décrites (la classe [T]
est implicitement toujours présente).

Définition 7 (systéme Sgpr pour {—,T}) Le
systeme Sqpr est constitué de deux régles d’élimina-
tion du quantificateur existentiel :

(@,[=1=[T])

. (@)[]=[T]) .
3T SN EETOAE))

(32Q,[=])
d’une regle d’élimination du quantificateur universel :

v (@la=[T) (Q[z=(T)

VzQ,[z

et neuf regles de fusion des classes :

1- (QIFx]=[TLIFy]=[T] 9. (Q,[Fx]=[T]L[Fy]=[T])
’ (Q,[(Fx —Fy)]=[Fy]) : (Q,[(Fx —Fy)]=[Fx])
3. (Q,[Fx]=[T]L[Fy]=[T] (Q.UFx—Fy)|=[Fx])
(Q,[(Fx —Fy)]=[T]) (Q(Fx—=Fy),[Fy]=[T])
5. (QUFx —Fy)]=[Fx]) (Q,[(Fx —Fy)]=[T])
(Q,[(Fx = Fy)L,[Fx]=[Fy]) (Q,[(Fx —Fy),[Fx]=[T])
7. (Q,[(Fx —Fy)]=[T]) ] (Q[(Fx —=Fy)]=[T])

(Q,[(Fx = Fy)L,[Fy]=[T]) (Q[(Fx = Fy), [Fx]=[Fy])

9. (QUFx—>Fy)|=[Fy])
T (Q(Fx —Fy)LIFx]=[T])

Le lien sémantique entre la prémisse et la conclusion
des regles de fusion est un lien d’équivalence de pré-
servation des modeles qui sera explicité dans la section
suivante.

Exemple 7 La régle 9 de la définition précédente ex-
prime que si la relation de formules R est telle que
son lieur est Q et la partition est telle qu’une classe
contienne une formule (Fx — Fy) et que les for-
mules Fx et T appartiennent a la méme classe alors
est inférée par la reégle 9 une relation de formules
R([(Fx — Fy)] = [Fy]) (en particulier, cette nouvelle
relation de formules est toujours telle que [Fx] = [T]).

Nous sommes a méme de décrire ce qu’est un arbre
de déduction et une preuve pour le systeme Sggpr.



Définition 8 (arbre de déduction) Un arbre de
déduction est défini inductivement ainsi :

— toute relation de formules qui est non explici-
tement contradictoire est un arbre de déduction
pour le systéme SgBF ;

- st R est une relation de formules, r une regle du
Sopr telle que la premisse soit satisfaite par R
et que le résultat R', unique conclusion de lap-
plication de la régle a la prémisse soit non expli-
citement contradictoire et si V' est un arbre de
déduction de racine R’ alors %r est un arbre de
déduction de racine R ;

- st R est une relation de formules, r une regle du
Sopr telle que la premisse soit satisfaite par R
et que les résultats R et R", conclusions de l’ap-
plication de la régle v a la prémisse soient non
explicitement contradictoires et si V' et V"' sont
des arbres de déduction de racine respectivement
R’ et R" alors ¥ Rv//r est un arbre de déduction
de racine R.

Dans les exemples qui suivent, seule I’application des
regles de fusion est indicée par le numéro de la regle.

Exemple 8 (suite de I’exemple 6) L’arbre ci-
dessous est un arbre de déduction pour le sys-

téeme SQBF (F = (FO — E), Fo = (C — b) et
Fr=(d—a)).
v Vv
(VaHchﬂd, [T7F7 Fo, F1]7 [a]7 [b]v [0]7 [d]) 3
Id([F] = [T])

avec V tel que

(¢,[T,F, Fo, F1,a,b,c,d)) (,[T,F, Fo, F1,a,b,¢,d))

(Eld7 [vav F07F17a7 b7 CL [d])

(Eld7 [vav F07F17a7b76]7 [d])

Définition 9 (axiome et preuve) Un axiome est
une relation de formules non explicitement contradic-
toire ne contenant que deuz classes et qui est telle que
l’on ne puisse construire un arbre de déduction avec
laziome pour racine et contenant une relation de for-
mules explicitement contradictoire. Une preuve pour
une QBF QM dans le systéme Sqopr est un arbre de
déduction de racine Idgpy ([M] = [T]) tel que toute
feuille soit un azxiome.

Exemple 9 L’arbre de déduction de l’exemple 8 est
une prevve dans le systeme Sgpr de la QBF

Ya3bVedd—((c — b) — —=(d — a)).

La définition de ’axiome prévient la contradiction
dans une classe. Cette définition se réduit uniquement
a la premiere condition si I'utilisation de la regle d’éli-
mination du quantificateur n’est utilisée que lorsque
aucune autre régle ne peut plus I’étre (car alors néces-
sairement des regles aurait été déduite la contradic-
tion).

Exemple 10 La relation de formules
(57 [(Cl - b)7 a7ga T]? [(CL - b)7aa b7f])

(dont exceptionnellement toutes les classes ont été ex-
plicitées) n’est pas explicitement contradictoire mais
n’est pas un axiome car :
(E’ [(a - b)7 G,B, Ta (a - b)aav b
(67 [(a’ - b)’ a’757 T]’ [(a' - b)7aﬂ b7$])

Ceci interdit une preuve n'utilisant que la régle d’éli-
mination du quantificateur existentiel telle que :

(Ve3d, [T, F, Fo, F1,a,b],[c], [d])
(IVed, [T, F, Fo, F1,al, [b], [d], [d])

avec V' tel que

(Eld7 [T7F7 F07F17a7a7 b7 CD (Eld7 [T7F7 F07F17Eaaa b76])

(Vead, [T,f, Fy, F1,a,d, b], [c])
(INc3d, [T, F, Fo, F1,a,d], [b], [c])
(IVc3d, [T, F, Fo, F1,al, [b], [c], [d])

La relation de formules (3d,[T,F, Fy, Fy,a,d,b,c|)
n’est pas explicitement contradictoire bien que a et
c soient des symboles propositionnels universellement
quantifés car ils n’appartiennent plus au lieur qui est
présentement Id.

Nous sommes en mesure de définir ce qu’est une
preuve pour une QBF dans le systeme Sgpr.

4.3 Sémantique

Nous introduisons une fonction d’interprétation qui
explicite la sémantique d’une relation de fonctions en
une QBF.

Définition 10 (fonction d’interprétation) La
fonction d’interprétation d’une relation de formules
(-,-)* est une fonction de l’ensemble des relations de
formules dans les QBF définie par

QP =Q N( \ (FeF)).

CeP F,F'eC

Clairement, (Q, Idgn ([M] = [T]))* = QM.



Exemple 11

(INc3d, [T, F, Fy, Fy,a,d|, [b], [])*
= JVed(F A Fy A Fy A —a A —d)

La correction du systeme Sgpr par rapport a la
sémantique des QBF est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 6 (Correction des régles de fusion)
Soit la relation de formules R’ le résultat de 'applica-
tion d’une régle de fusion sur une relation de formules
R alors R™* = R*.

Il est immédiat qu’a partir du calcul de la validité di-
rectement par la définition de la sémantique des quan-
tificateurs il est possible de construire une preuve dans
le systeme Sgpr : la preuve, de bas en haut élimine
tous les quantifcateurs puis fusionne les classes grace
aux regles 4, 5 et 7, d’ou la complétude.

Théoréme 1 (Correction et complétude du sys-
teme Sopr par rapport a la sémantique des
QBF) Une QBF QM est valide si et seulement si
la relation de formules Idgn ([M] = [T]) admet une
preuve dans le systéme SqgpF.

4.4 Extensions au systéme Sgopr

Le systeme Sgopr présenté jusqu'ici est assez
pauvre : il n’élimine les quantificateurs qu’en em-
ployant explicitement leur sémantique et il ne tire au-
cun avantage des propriétés algébriques du connecteur
logique. Les extensions proposées ci-dessous préservent
la correction (la complétude étant préservée si nous ne
faisons qu’étendre le systeme de régles).

Nouvelles regles d’élimination triviale des quantifi-
cateurs. Nous introduisons deux regles d’élimination
des quantificateurs pour les symboles propositionnels
qui n’interviennent pas dans la matrice d’'une QBF :

. QP .
P g Y

(QQ',P)
(QVzQ',P)
sachant que le symbole propositionnel x n’apparait pas
dans la partition P.

Nouvelles regles pour I'élimination des quantifi-
cateurs. Nous introduisons deux nouvelles regles
d’élimination du quantificateur existentiel basées sur

léquivalence : QIzQ'(z A H) = QQ'[x — T|(H).
. _(QQ[z]=[T]) _ . _(QQ.[==[T)
I @ROEETD 7T @EmeESTD

Elles expriment que si le symbole propositionnel
existentiellement quantifié a été déduit comme ne pou-
vant valoir qu’'une valeur de vérité particuliere alors le
quantificateur peut étre supprimé.

Nouvelles régles pour les symboles propositionnels
universellement quantifiés. L’ensemble des regles de
fusion sont purement propositionnelles et ne tiennent
pas compte des contraintes qui s’imposent pour les
symboles propositionnels universellement quantifiés.
Nous introduisons un nouvel ensemble de regles de fu-
sion qui se déduisent aisément de la sémantique asso-
ciée a une relation de formules via la fonction d’inter-
prétation.

10 : (QQIVJUQ//7[’!/]:[T])
(QIyQ'VzQ” [(z—y)]=[T])

11 —(QQ'¥:Q" [y=[T])
S CETelETarn ()= m)

19 - (QQ'VyQ",[z]=[T])
T (QIxQVYQ[(z—y)]=[y])

13 : (QQ'vVzQ",[y]=[T])
T (QIQVzQ,[(z—y)]=[7])

14 - (QQ'vVyQ" ,[Z]=[T])
© Q3@ Yy Q" [(x—y)=[T]

15 : (QQ'VYQ", [z]=[T])
© o (QI2QVYQ [(z—y)]=[z])

Le nouveau systéeme peut étre considéré comme
I’abstraction d’une restriction du systeme de propa-
gation de contraintes pour les QBF [26] en voyant la
propagation de contraintes comme un systeme de fu-
sion des classes d’équivalences.

Exemple 12 En continuant l’exemple 1. Extrait de la
preuve pour le systéme Sqpp enrichi (avec Fy = (¢ —

b)) :

(Vav¥edd, [T, F, Fo, F1, b, [a], [c], [d])
(Va3bVedd, [T, F, Fo, Fil, [a], [b], [d], [d ])
Idg([F] = [T])

4.5 Calcul du modeéle

Nous annotons notre systeme Sgpr pour les QBF
prénexes en y ajoutant la construction d’un modele
QBF : nos regles opérent maintenant sur un couple
V + (Q, P) avec P une partition pour sub(M), (Q, P)
une relation de formules et V' une valuation QBF de
QM. Nous étendons les notions d’axiome, de dériva-
tion et de preuve pour un nouveau systeme S¢ g, €x-
tension annotée du systeme Sopr.

Le systeme S¢)pp est constitué de deux regles d’éli-
mination du quantificateur existentiel :

a . (v[z:=vrai],sk) - (Q,[z]=[T])
It (v,{&=vrai}Usk) F (3zQ,[z])
a . (v[z:=faux]sk) - (Q,[7]=[T])
SRR (v,{&#=faux}Usk) F (3zQ,[z])



d’une regle d’élimination du quantificateur universel
(en notant Vypay = (v[z := vrai], sk(vrai)) et Viaux =
(v[x := faux], sk(faux))) :

VCL . Virai (Qa[T]Z[T]) Viaux (Q7[§]:[T])
‘ (v,sk) F (VoQ, [z])

et chaque regle de fusion des classes de 1 & 9 de la

’ .o, . / Ie \
définition 7 de structure % est augmentée en une regle

VR
VFR-

Nous annotons aussi les regles de fusion 10 a 15 de
I’extension du systeme Sgpr :

10 (vly:=vrai] sk) F (QQ'¥2Q" [y]=[T])
" o {g=vrailusk) - (QIyQVaQ7 ((a—y)|=[TT)
1 (vly:=vrai] sk) F (QQ'¥2Q" [y]=[T])
t W g=vraiUsk) - (QIyQVeQ [(e—y) (=[]

19 (v]z:=vrai] sk) F (QQ'¥yQ" [a]=[T])
F (o {a=vrai}Usk) - (QIeQVyQ7 [(e—y)[=[u])

13 - (v[y:=faux],sk) F (QIyQ'vz=Q" ,[y]=[T])
© (v{g=faux}Usk) F (QIyQ'VzQ" [(z—y)]=[z])

. (le=faux]sk) b (QQ'VeQ" [F=[T))
© (v {Z=faux}Usk) - (Q3zQ'VyQ",[(z—y)]=[T])

15 (v[z:=faux],sk) - (QQ'VyQ",[@]=[T])
© (v {z=faux}Usk) F (QIzQ'VyQ”,[(z—y)]=[z])
Si la preuve se construit de bas en haut pour la
recherche des axiomes, la construction du modele QBF
se réalise de haut en bas.

Exemple 13 En continuant l’ezemple 1 et pour la va-
luation QBF sk = {(b+— b),(d — d)} (et une valua-
tion propositionnelle v quelconque) avec

b={
d = {((vrai, vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),
((faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)}

(vrai — vrai), (faux — vrai)} = vrai et

Extrait de la preuve pour le systéme S&BF avec calcul
du modeéle :

Vyrai  Vfaux
(v[b:= vrail, {(d — d)}) F
(VaVedd, [T, F, Fo, F1,b], [al, [d], [d])
(v,sk) F (Ya3b¥edd, [T, F, Fo, F1], [a], [0], [, [d])

(v, sk) F Tde([F] = [T])

3

avec Vyrai tel que

(v[b := vrail[a := vrail, {(d — d(vrai))}) F
(Ve3d, [T, F, Fo, F1,b,al,[c], [d])

et Viaux tel que

(v[b := vrail[a := faux], {(d — d(faux))}) -
(Vedd, [T, F, Fo, F1,b,al, [c], [d])

5 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article une nouvelle
présentation de la sémantique des QBF souple per-
mettant de traiter les symboles propositionnels libres,
les symboles propositionnels existentiellement quanti-
fiés associés a une fonction booléenne dans une valua-
tion QBF et les symboles propositionnels existentielle-
ment quantifiés qui ne sont pas associés a une fonction
booléenne dans une valuation QBF et qui sont élimi-
nés suivant la sémantique habituelle basée sur la dis-
jonction. Cette sémantique nous a permis d’explorer
une relation d’équivalence basée sur la préservation
des modeles QBF et non seulement sur la préserva-
tion de la validité. Nous avons proposé en outre un
calcul syntaxique démontré correct et complet vis-a-
vis de la sémantique des QBF qui tire parti de cette
nouvelle relation d’équivalence en étendant la notion
de relation de formules aux QBF. Le travail le plus
proche de cette derniére contribution est sans doute le
systéme de séquent GQBF [13] pour QBF CNF non
prénexes sur lequel est basé la procédure gpro. Dans
ce travail sont présentes les regles d’élimination des
quantificateurs 3T, 3L et V qui sont inhérentes a la
sémantique des QBF. Ce travail est une extension du
calcul des séquents classiques [14] orienté élimination
des connecteurs et non relation de formules et son prin-
cipal intérét, de notre point de vue, est de fournir une
justification dans le cadre de la théorie de preuve a
la technique du «backjumpingy [21, 15]. Notre propo-
sition de calcul syntaxique non seulement étend aux
QBF le systeme proposé pour l'algorithme de Stal-
marck [24] mais I’étend aussi au niveau propositionnel
dans la mesure ou il permet de définir, dans le cadre de
la propagation de contraintes, des propagateurs plus
puissants (i.e. qui propagent plus d’information).
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